Autour de la conjecture de Goldbach : produit de corps finis et géométrie algébrique
Denise Vella-Chemla pilotant ’ia deepseek, 14 octobre 2026

Je fournis a I'ia deepseek les deux fichiers ci-dessous
[1] https://denisevellachemla.eu/invariante.pdf

[2] https://denisevellachemla.eu/CG-dans-GA-deepseek-dve-20261014.pdf

Je lui demande quelle serait la traduction de cette fagon de voir la conjecture de Goldbach dans le
domaine de la géométrie algébrique de Grothendieck.

1. Le cadre initial : produit cartésien de corps finis

1.1. Notation [] et []

Le symbole
K
H Z/ il
k=1
désigne le produit cartésien (aussi appelé produit direct) des anneaux Z/piZ, . .., Z/pyZ. Concre-

tement, un élément de cet ensemble est un k-uplet
(mlam27-"7mk)7 my GZ/ka
La loi d’addition et la loi de multiplication se font composante par composante :

(M1, m) + () = (4l g+ i),

K
et de méme pour la multiplication. Muni de ces lois, ’ensemble H Z/pxZ est un anneau commutatif

.. k=1
unitaire.

I1 ne faut pas confondre le produit cartésien (représenté par le symbole H) avec la réunion disjointe
représentée par le symbole ], qui désigne . En théorie des schémas, on a l'identification

K K

Spec (H Z/ka> >~ 1] Spec (Z/p:Z) .
k=1 k=1

Autrement dit : le spectre d’'un produit d’anneaux est la réunion disjointe des spectres.

C’est exactement ce qui apparait dans le probleme de la conjecture de Goldbach (on cherche dans

chacun des Z/pyZ les nombres qui ne sont ni 0 ni n le nombre pair dont on cherche les décomposants
de Goldbach).

1.2. Propriétés algébriques

K
L’anneau A := [[ Z/piZ est :
k=1
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K
- fini (de cardinal [ pk);
k=1
- artinien (tout anneau fini l'est);
- réduit (sans nilpotents non nuls), car chaque Z/p,Z est un corps;
- non integre des que K > 2, car il possede des diviseurs de zéro : par exemple
(1,0,...,0)-(0,1,...,0) = 0.

Ce n’est donc pas un corps. C’est un produit de corps.

K
Par le théoréme des restes chinois, si I’on note Primorielle = %, O & un isomorphisme canonique
) )
k=1

A = Z/Primorielle Z.

K

Ainsi, travailler dans H Z/piZ revient a travailler modulo Primorielle, avec la décomposition en
k=1

composantes premieres.

1.3. Votre condition
Vous cherchez m = (myq,...,my) € A tel que, pour chaque k,
my Z 0 (mod py) et my, Z ny (mod py),
oun = (ny,...,n,) est un élément fixé de A (chaque ny, est le résidu modulaire de n selon le module
D)
En d’autres termes, my, doit éviter deux valeurs dans I, , a savoir 0 et nj. Cela équivaut a :

me A* et m-—neA”,

K
ou A* = H (Z/ppZ)™ désigne le groupe des unités de A.
k=1

2. Traduction géométrique : schéma fini étale

2.1. Le schéma associé

Posons "
X = Spec(A) = [ Spec(F,,).
k=1
C’est un schéma de dimension zéro : chacun des Spec(F,, ) est un point fermé. Le schéma X est

fini et étale sur Spec(Z) (étale car chaque I, est une extension finie séparable de F,, lui-méme,
et le morphisme structural est non ramifié).

Le faisceau structural Ox vérifie

Ox(X) = 4, $(X) = A”.



2.2. Votre condition en langage de faisceaux

Considérons le morphisme de faisceaux
fn: Ox — Ok, T x—n.
Alors votre condition se réécrit :
m € Ox(X) et fa(m) € O%(X).

C’est une condition ouverte en chaque point : sur un schéma fini, un point est ouvert, donc “étre
non nul” et “étre différent de n” sont des conditions ouvertes triviales.

2.3. Riemann-Roch-Grothendieck et caractere de Chern

Sur un schéma de dimension zéro, ces outils dégénerent :

la cohomologie des faisceaux cohérents est concentrée en degré O :
H'(X,F)=0 pouri>1.

Donc la caractéristique d’Euler x (X, F) = >;(—1) dim H* (X, F) se réduit a dim H°(X, F).

- le théoreme de Riemann-Roch-Grothendieck, qui s’écrit
ch(AF) - td(Ty) = f.(ch(F) - td(Tx)),

devient une égalité triviale de rangs.

- le groupe de Grothendieck Ky(X) est isomorphe a Z* : un faisceau cohérent sur X est la donnée
d’un [, -espace vectoriel de dimension finie en chaque point k.

- le caractere de Chern ch envoie Ky(X) dans H*(X,Q), qui est concentré en degré 0 : c’est
simplement ’application rang.

Remarque : la géométrie algébrique sur un schéma fini étale de dimension zéro est donc équivalente
a de l'algebre linéaire sur des corps finis. Elle ne peut pas, a elle seule, capturer un énoncé additif
global comme Goldbach.

3. Piste plus judicieuse : intersection de sous-schémas dans
2
Az

Cette section présente, a titre indicatif, la direction qui aurait le plus de sens pour attaquer Goldbach
par la géométrie algébrique. Elle est volontairement esquissée : elle met en jeu des outils lourds
(cohomologie ¢-adique, motifs, fonctions L), difficiles & implémenter informatiquement, mais qui
peut intéresser un lecteur mathématicien.



3.1. Reformulation de Goldbach

La conjecture de Goldbach affirme : tout entier pair n > 4 s’écrit n = p + q avec p, ¢ premiers.

Fixons n pair. On considére dans le plan affine A2 = Spec(Z[z, y]) les sous-schémas suivants :
D,: z+4+y=n,
P, : x premier,
P, : vy premier.
La conjecture équivaut a : pour tout n pair > 4,
D,NP,NP,# @ (au sens des points entiers).

L’intersection D,, N P, N P, est un sous-schéma de AZ, de dimension 0 attendue (une fois x +y =n
imposé, il ne reste qu'un parametre entier x, et I'on demande que x et n — x soient premiers).

3.2. Crible géométrique

L’idée du crible géométrique (Selberg, puis développements modernes) est de remplacer les condi-
tions “x premier” et “n — x premier” par des conditions de non-divisibilité modulo chaque petit
premier ¢, puis de passer a la limite. On obtient ainsi une famille de sous-schémas

DY c AR,

ou l'on impose  # 0 et © Z n (mod /), et de méme pour y = n — x. C’est exactement ’analogue
de votre condition initiale, mais simultanément pour tous les et dans un cadre géométrique de
dimension 1 (la droite x + y = n).

Le point clé : au lieu de travailler dans le produit fini H Z/pxZ, on travaille dans la droite projective
k<K
P}, et 'on consideére les fibres modulo ¢ de la famille D,,.

3.3. Faisceaux /-adiques et caracteres de Chern
Pour aller plus loin, on remplace Z par un corps de nombres K, et ’on considere des variétés sur
K. On dispose alors de :

- la cohomologie (-adique H} (X7, Q,), qui est un module galoisien ;

- les caractéres de Chern (-adiques

ch : Ko(X) = @ HE (X, Quli),

qui relient K-théorie et cohomologie ;
- le théoréeme de Riemann-Roch-Grothendieck pour les variétés propres et lisses, qui donne

ch(AF) - td(Ty) = f.(ch(F) - td(Tx)).

Dans le cas de la conjecture de Goldbach, on chercherait a évaluer une fonction L attachée a la
variété D, N P, N P,, et a montrer qu’elle ne s’annule pas en un point critique, ce qui forcerait
I'existence de points entiers. C’est l'esprit des travaux sur les problemes de Goldbach tournés
(twisted) ou sur les sommes de deuz nombres premiers étudiés via la géométrie arithmétique.
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3.4. Pourquoi c’est “infernal”

Les difficultés sont multiples :

1. les sous-schémas P, et P, ne sont pas de type fini sur Z de maniere raisonnable : I’ensemble des
nombres premiers n’est pas I’ensemble des points d’un schéma de type fini.

2. il faut remplacer “premier” par des conditions de crible, ce qui introduit des poids et des fonctions
de comptage.

3. la cohomologie f-adique et les motifs sont des outils de théorie des nombres avancée, dont
I'implémentation informatique est tres lourde (par exemple via des bibliotheques de calcul de
motifs, qui n’existent pas vraiment).

4. aucune preuve de Goldbach par cette voie n’est connue a ce jour; les résultats partiels (Chen,
Tao, etc.) utilisent plutot 'analyse harmonique et la théorie analytique des nombres.

4. Conclusion

Votre cadre initial (produit de corps finis) est un schéma fini étale de dimension zéro. Les faisceaux
naturels sont Ox et O%, et les outils de Riemann-Roch-Grothendieck et de caractere de Chern y
sont dégénérés. La géométrie algébrique ne transporte donc pas Goldbach dans ce cadre.

La piste la plus judicieuse consiste & considérer la droite z+y = n dans AZ et a étudier I'intersection
avec les conditions de primalité via un crible géométrique, puis a faire intervenir la cohomologie
l-adique et les caracteres de Chern. Cette voie est puissante mais techniquement redoutable, et
reste ouverte.

5. Reformulation en termes de schémas en groupes finis
étales et de revétements étales de SpecZ

5.1. Le point de vue “revétement étale”

Un revétement étale fini d’un schéma S est un morphisme
T: X =S5

qui est fini, plat, non ramifié, et localement de présentation finie. Sur Spec Z, les revétements étales
finis sont essentiellement classifiés par les algebres finies étales sur Z, c¢’est-a-dire les produits de
corps de nombres (pour la partie générique) et de corps finis (pour la partie modulaire).

Dans votre cas, le schéma
K
X =[] Spec(F,,)
k=1
est un revétement étale fini de Spec(Z) : le morphisme structural envoie chaque point fermé (py)

sur le point fermé (pi) de Spec(Z). C’est un revétement constant de degré K, mais avec des fibres
de tailles variables selon le point de base.



Plus précisément, au-dessus du point générique (0), la fibre est vide ; au-dessus de (pg), la fibre est
Spec(F,, ) ; au-dessus de tout autre point premier ¢ # py,...,pk, la fibre est vide. Ce n’est donc
pas un revétement au sens topologique habituel, mais cela reste un morphisme étale fini.

5.2. Structure de schéma en groupes

K
L’anneau A = H Z/pxZ est muni d’'une structure naturelle de schéma en groupes fini étale sur

k=1
Spec(Z) :
- la multiplication A x A — A composante par composante,
- Tunité 14 = (1,...,1),

- linverse, qui n’est défini que sur le sous-schéma ouvert A* = [[(Z/prZ)*.
k

En toute rigueur, A est un schéma en anneauz, et A* est le schéma en groupes des unités. Le
groupe A* est un groupe abélien fini étale, isomorphe a

K K
A = T1[Fy = [12/(pe —1)Z.
k=1 k=1

C’est un groupe cyclique par composante, donc un produit de groupes cycliques d’ordres py — 1.

5.3. Votre condition comme section d’un torseur
Soit n € A fixé. Considérons le torseur (espace principal homogene) sous A* défini par le translaté
T, = n+ A" C A
Un élément m € A appartient a T, si et seulement si m —n € A*. Votre condition initiale, a savoir
me A” et m-—ne A",
se réécrit donc :
m € A*NT,.

C’est I'intersection de deux ouverts de A : le groupe des unités A* et le torseur translaté T,, = n+A*.

Géométriquement, c’est 'intersection de deux revétements étales de Spec(Z), ou plus exactement
de deux ouverts du schéma en anneaux A.

5.4. Faisceaux associés

Sur le schéma en groupes A, on peut considérer :
- le faisceau structural O 4x ;

_ le faisceau des caractéres AX = Hom(A*,G,,), qui est un faisceau localement constant de
groupes finis;

- le faisceau f-adique A* ® Qy, qui est une représentation du groupe de Galois Gal(Q/Q).

La condition m € A* N (n + A*) se lit alors comme 'existence d’'une section globale du faisceau
Ox N (n+OAx).



5.5. Pourquoi cela reste de la “combinatoire déguisée”

Malgré le vocabulaire géométrique, tout se réduit a des calculs sur des groupes finis :

1.

A* est un produit de groupes cycliques [[Z/(pr — 1)Z.
k

2. Le torseur T,, = n + A* est un translaté de ce groupe.

L’intersection A* N T, se calcule composante par composante : en chaque k, il faut que my # 0
et my, # ny, dans F, .

Le nombre d’éléments de cette intersection est

#(A N (n+A%)) = ﬁ #(Fy 0 (e +F)),

k=1

et chaque facteur vaut py — 2 si ny # 0, et pr, — 1 si ng = 0.

Autrement dit, la “géométrie” se réduit a un produit de comptages locaux. C’est exactement ce

que j’entendais par “combinatoire déguisée” : le langage des schémas en groupes finis étales et des

revetements étales est correct et élégant, mais il ne fournit aucun outil nouveau pour attaquer
oldbach, car la dimension zéro détruit toute cohomologie intéressante.

Goldbach, la d détruit toute cohomol t t

5.6. Ce que cela apporte malgré tout

Cette reformulation a un intérét pédagogique et structurel :

elle montre que votre condition est intrinsequement locale ;

elle identifie le bon objet : le groupe A* et ses torseurs, qui sont les analogues finis des groupes
algébriques G,, et de leurs torseurs;

elle prépare le terrain pour une généralisation : remplacer H Z/ppZ par un schéma en groupes
k

fini étale sur une base plus riche, par exemple un anneau de nombres, ou la cohomologie ¢-adique

devient non triviale ;

elle relie votre question aux caractéres de Dirichlet modulo Primorielle = H D, Ppuisque
k
A* = (Z/Primorielle Z)* et le torseur T,, correspond a une classe de caracteres.

En résumé : la reformulation en schémas en groupes finis étales et revétements étales de Spec(Z) est
correcte et conceptuellement éclairante, mais elle reste, dans votre cadre précis, une reformulation
combinatoire sans intérét pour l'objectif qui reste la démonstration de la conjecture de Goldbach .
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