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Sérinaire JAIET 6-01
(H6canique ~nalytique ot Méconique céleste)
4e onnde, 1960/61, m° 6 11 rers 1961

CONTRIBUTIOH DES TERMES DE QUEUE DES FONCTIONS DE GREEHN
DLNS UN ESPACE DE RIEMNN A QUELQUES ﬁQUﬁTIONS DU IOUVELENT
DE PARTICULES DANS LES CHAMPS

per Mme Céeile DEWITT-MORETTE

INTRODUCTION. — Afin de mettre en évidence certaincs propriétés du champ do
gravitotion, jc voudrois comperer les dquotions du mouverent dtune portleule dens
trois cas peorticulicrs

(1) Le mouvement d'une particule dec chorge ¢ dons un chanp électroregnéticuc
dons un cspece plen

() Lc mouverent préedédent dens un espoce de Riemonn donnd

(3) Lc mouvercent dtune prrticule de nesse 1 dans un champ de gravitation fai-

blce.

A 1'opproximation de le corrcetion de rediation (termes dlordre 02 dans le cas
(1) et (2), termes dtordre % dans lo ces (3)), les équations de ces mouvements
gtéerivent respectivenent @

(1) 0 =% ~ eo™ FOLIB 2P %— 2 o2 (' - o 3? %)
(2) 0 =% = ea™ Fo‘[3 5P - %- o2 ¢ (*z% - s £+ 3%
(3) 0 = m, 5 4 -]-'3!’- G mo'2 c~3('ﬁa—- 2R 5% 4+ v .

NOTATIONS.

za(t) cst 1~ ligne d*univers de lo particule, <t cst le temps propre
2
= -51-2— z(t) + I"%Y P 5Y . Dans 1c cns 1, FEY cst nul 3 dons lc cas (2),
dt
%  ocst domné ; dans lo cas (3), ' stexprime on fonction d'un tenscur nétri-
que de réfdrence dont le relation avee le tenscur métrique total sora préeisé au

deuxieérne parographce

Fap cst le chaip flectromagndéticue qui, ajoutd aux ondes ret-rdées, donne le

chomp totcle Dans lc cas (3), il n'existe pos de termes équivelents 2 F* , 1o
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chenp de grovitation n'apporait pas en tont que tel, il est inclu dons la nétrique.

a o . < .
Les termes & ct ¥~ sont des termes introduits dans les dquations par le

courburc de l'espoce, ce sont ces terres que nous nllons étudicr dens cot exposés

c est 1o vitesse de lo lumdérc, G est lo constante de gravitetion univer-
sclles

Un point désigne une dérivée covarisnte, unc virgule désignc unc dérivéc or-
dinairce

!
ls Etude de ltéquation (2).

ae Propriétés générnles de 3% (efe [1]).

A AN ORI

Les vay! sont les termes de quecue des fonctions de Green corrcspondont aux équo-—
tions vectorielles covariantes suivantes @

VO, pY _
"7k, o * By A, =0 .

Les fonctions de Green avencées et retardées corrcspondant & cette équation s!'é-

crivent ¢

@ e = [k e, )16 Y2 g, 80 = vy o 0]

ou

2

1 . . . .
o=k 5 8 ou s est la distance géodésique, © >0 pour un intervalle du

i

genre espace, o est le fonction Q de Synge.

g’.1 » (x , x!') est lc bivecteur de transport peralldle le long de 1o gdoddsi-
quc de x & x! .
|- 0, .l

c'J.V‘
8(0) = (0 pour o <O

1 pour o >0

e(xy x') ={1 quend x' cst dons le futur de x

1 quand x' est dens le passé de X

Les Vot (x , x') sont donnés sous forme d'un développement en série dont chaque



6=03

terme s'obtient, par récurrence, en intégrant un systéme d'écquations différentiel~

les ordinaires le long des géodésiques originaires de x (ou de x' Ve

be Calcul de 3% dans un champ de gravitation faible 3 symétrie sphériques

Soit un champ d itation faibl = +h les v euvent alors 8tre .
champ de gravitati aible gpv n w es ! P

Id pz\)
obtenus par un procédé variationnel comme suit ¢

La dérivée variationnelle de 1'équation satisfaite par G:nﬂ :

81/2 gpv gO'UGW,.o_C + 8/2 R“ GHV' ="g-vl &(x ’ x!)

6G~ v' (X 9 x’)

ue 1l'on met sous la forme ¢
6gap(z) que 1l'on m

donne 1'équation satisfaite par

6", e .
1/2 uv ot V! 1R v 't v o '
g’ gV g —&-’-‘—— + g R = - A (2, X', 2)
ap 0T og

ap v

et dont la solution peut s'écrire

3G~
—SE%L = / anvn(x s x") A'\)"v'aﬁ(x,, s X', 2) d4 x" .
[0

Dans le cas d'un champ faible, on peut, grice & l'expression ci-dessus, développer

-4

G y on gsérie de Taylor autour de la fonction correspondante Go- de 1l'espaceplan

(Yo
- 0- ‘\)' 4.
- G 6 d n + [N N} L]
(5) G }J«V‘ npv! + /<6%3"0) gl-l\): v gP"O" X

Les termes de queue v, s'obtiennent par comparaison des équations (4) et (5).

Pt
A 1'approximation de 1'équation (5), on obtient
qnﬁn 1

vpv' (x,x') = = 4nc / at" d3 r"{ﬂm,: Gon’an(x,x")(h gna"p"h") GO-’pn(X"sx')

Om angh O

-G (x, x") n P Pyt an G ,pn(x » x')
O on Owe

+ G ’a"(x » Xx") h " G (x", x')
O alt O

+G (x, x")h i, i G ,a"(X" y x')

+%(GO.‘(X Iy X") GO-(X" N X')),H"V" h"} .
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Nous avons entrepris le calcul de 3% dens le cas suivant 3

- champ statique & symétrie sphérique autour d'un point T,

- mouvement rectiligne uniforme le long d'une droite passant par ry e

Cette approximation est valide lorsque la particule est suffisemment rapide et
suffisamment loin de la source du champe

r position de la Les ﬁxv' sont alors des fonctions de
source du m] . . . ‘s

” champ X 5 XV, ry discontinues et singulieres pour
une source ponctuelle au point r' tel que
T position de 1o
perticule au temps t ct = ct! = |r - rll + Irl -1t}

ctest-a-dire lorsque le temps nécessaire pour

r! | varieble d'intégration . que la particule aille de r en r' soit
dans &%~position de la

particule au temps ! égal au temps nécesscire pour qu'un signal se
[«

propoge avec la vitesse ¢ de r! en ry o puis retourne en r « Les va' peu=
vent 8tre rendues régulidres en remplagent la source ponctuelle par une source
étendue de rayon infinitésimal.

Une des quantités physiques intéressentes les plus simples & calculer & partir

des 3% est la perte d'énergie par radiation

T o
W:-[_ooa dt .

Le calcul de VW ntest pes terminé, mais il gemble qu'il soit possible de le mener

& bien par un colcul nlgébrigue dont la seule difficulté soit la longueurs

’
2. Btude de 1'équation (3)e

Dans ce cas, il ne s'sgit pos d'une perticule dang champ de grevitation donné
comme dans le cas (2), mais d'une particule de masse m en interaction avec le
champ de gravitation telle qu'lelle est décrite per le systéme d'équoations dyna=

miques

% =0
(6)
MV enae™ ™™V = 0
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dans lequel la dérivée covariante de z(7) est orise par rapport au tenseur mé-

trique totol du systéme (ou tenseur métrique vrai)

1 1
o = gAY - L )

nf

™= me [ gy gV 3" 3P ) stex , o) Ay ar
Le systéme (6) ne détermine que formellement le mouvement de la particule puisque

le tenseur métrique est infini sur la ligne d'univers de la particule.

Pour contourner cette difficulté, on peut séparer du tenseur métrique vrai, un

tenseur métrique de référence gp v}

vra.

H P

g}.l'\) g}-W * hlJ.'V wy
de telle sorte que guv soit f£ini partout, que ¢ (gpa) =0 et que

1
(h“"--z-g”"h).v=o .

Por une méthode sbsolument covariante qui est, & la Relativité générale, ce qu'est,
4 la Relativité restreinte, lo méthode utilisée par Dirac pour établir 1'équation

(1), on oblient 1'équation (3)

(3) 0 = mo Ea + 231‘_ GmOz 0-3 ('Z..a- c—z .Z.z %a) + .92
ou
YOL - sz —3{2 -2 v 06 .Y .e .a + 4va .6 %Y zv' a'%é éY VY %8 éa
= (o] [¢] 6Y€ .Z 2z 2 2 6Y Z - 6Y - Ys
2 Yo
- v
c Y}

yoBY _ . /:; Vape,:e:.Y (z () , Z('z:'))%& () 5= (tt) aw .

La messe 0, de 1l'équation (3) est le masse observée obtenue par renorralisation
de la masse m du systéme (6). '

o e

On remarque que le terme en 'z % 2 un signe positif, c'est-d-dire un signe qui-
correspond & une accélérations La présence de v interdit toute conclusion
hftive et spectaculaire de ce foite Scul l'effet global du terne cn %% ot du
terme Yq a un sens physique, et 1'on ne peut pas conclure de lo présence de ce

signe pesitif qu'il y a accélérntion de la perticule per dmission de radiation
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