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TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE

Gohomologie à coefficients non abéliens
et espaces fibrés.

par Paul DEDECKER,
Chef de travaux à l'Université de Liège (*).

Résumé. — Le problème d'extension du groupe structural d'un es¬

pace fibré principal est résolu sans faire d'hypothèse sur le noyau
de l'extension. L'obstacle est une classe de cohomologie de dimension
deux de la base à coefficients dans un faisceau de groupes non abé¬

liens. Ces classes dépendent d'une suite exacte et non du faisceau
seul comme dans le cas abélien. Signification géométrique des classes
« neutres ».

1. Préliminaires.

Le problème d'extension du groupe structural d'un espace

fibré est le suivant. Soit une suite exacte d,e groupes topolo¬
giques (non abéliens)

i

£ -> N ->G->H->£.

Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu'un espace

fibré principal E'(B, H) de base B et groupe structural H soit
l'espace fibré associé à un espace fibré principal E(B, G) lorsqu'on
fait opérer G à gauche sur H par

(g>h)j{g)-h (geG, ÄeH).

Une solution a été trouvée indépendamment par J. Frenkel [4]
et moi-même [2] (*) sous les hypothèses suivantes :

(i) le noyau N de l'extension est dans le centre de G ;

(ii) N admet une section locale dans G ;

(iii) l'espace de base B est paracompact.

(*) Présenté par M. L. Godeaux.
(*) Ce travail sera désigné ici par E. G. S.

Voir également un travail récent de A. Grothendick (Kansas University).
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P. Dedecker. — Cohomologie, etc.

J. Frenkel obtient en outre une solution sous l'hypothèse
plus faible :

(i') N est abélien.

Dans la présente Note nous nous débarassons de l'hypothèse (i)
ou (i') . Il est nécessaire pour cela d'étendre à la dimension deux la
cohomologie d'un complexe simplicial (d'un espace) à coefficients
dans un groupe non abélien (dans un faisceau de groupes non
abéliens). Les classes définies ici dépendent d'une suite exacte de
coefficients ; si l'hypothèse (i) est vérifiée on retrouve une partie
des classes usuelles.

Dans les numéros 2 et 3 nous rappelons les principaux résul¬
tats de E. G. S. relatifs à la cohomologie de dimensions zéro et
un d'un complexe simplicial à coefficients dans un groupe non
abélien.

2. Cohomologie d'un complexe simplicial a coefficients

NON ABÉLIENS.

Soient K un complexe simplicial, K,, l'ensemble des -Sim¬
plexes ordonnés de K. Pour tout groupe G on appellera p-co
chaîne de K à coefficients dans G une fonction / : KP -» G. Les
cochaînes forment un groupe 0(K, G) dont l'unité est l'applica¬
tion constante y® de KP sur l'unité de G. Si une permutation
paire (resp. impaire) des sommets d'un simplexe quelconque
conserve la valeur d'une cochaîne ƒ (resp. remplace cette va¬
leur par son inverse), la cochaîne sera dite alternée. L'ensemble
des -cochaînes alternées sera noté C£(K, G).

La valeur de ƒ sur le simplexe ieK sera notée

/«....v Si /eC«'K' G) on a donc
= etc...

A toute -cochaîne ƒ on associe une {p + 1) cochaîne 8/
(cobord de ƒ) définie par

(2.1) (Sf){r})*+1 = ƒ.
.

fr\
.

/.
. . .

...fr#™.

Si 8/ = yl+1, on dit que ƒ est un cocycle lorsque p = 0,1 ; pour
p = 2 voir le n° 4.
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P. Dedecker . — Cohomologie

On observe que si /eC°(K, G), 8/eCJ(K, G) et 8(8/) = yl
Soit Z£(K, G) l'ensemble des cocycles alternés de dimension un.

On fait opérer comme suit C°(K, G) = C°(K, G) à gauche sur
ZJ(K, G). Si

ƒ = (fi) eC°(K, G), g = (ga) e Z*(K, G)

on pose

f'-g = (figufï1)

ce qui définit bien un cocycle comme on le vérifie aisément.
Les classes d'intransitivité de Z£(K, G) sont appelées classes de

cohomologie de dimension un de K à coefficients dans G. On véri¬
fie que tous les cobords appartiennent à, une même classe et
que tout élément de celle-ci est un cobord ; cette classe est appe¬

lée neutre ou nulle. On note H1(K, G) l'ensemble des classes de

cohomologie de dimension un de K à coefficients dans G et g1
la classe neutre.

Nous noterons H°(K, G) le groupe des cocycles de dimension
zéro de K à coefficients dans G ; ces cocycles sont aussi appelées

classes de cohomologie de dimension zéro. Ce groupe s'identifie
au groupe des applications de l'ensemble des composantes con¬
nexes de K dans G.

3. Suite exacte de cohomologie a coefficients

NON ABÉLIENS.

La notion ci-dessous de suite exacte généralise un peu celle
de E. G. S.

Nous considérons des paires (X, Y) où Y est une partie de X ;

une application de paires

(3.1) ƒ : (X, Y) -> (X', Y')

est une application / : X -> X' telle que /(Y) c Y'.

Définition 3.1. Une suite de paires et d'applications

(3.2) ... -> (Xf-j, Y) t1 (Xt, Y{) i (Xi+1, Y<+1) ...

est dite exacte si

fUXi-J = fi{Yi+1).

— 1134 —



à coefficients non abéliens et espaces fibrés

Si Y contient le seul élément x e X, nous écrirons (X, x) au lieu
de (X, {%}). Si X est un groupe et si e est son unité, nous écrirons
X au lieu de (X, e). Si X et X' sont tous deux des groupes (topo¬
logiques), on supposera toujours que ƒ : X -> X' est un homo
morphisme (continu). Nous noterons e le groupe réduit à sa
seule unité.

Si dans la suite exacte (3.2) Xi+1 ne contient qu'un seul élément,
l'application ƒ* 1 : X -> X* est surjective. Si Xj_x se réduit à
un seul élément xt-lf Y, se réduit à un seul élément xt = fi-x) ;

de plus Xi est le seul élément de X* tel que /(#4) e Yi+1 ; on ne peut
en général affirmer que est biunivoque. S'il en est ainsi nous
remplacerons la flèche de fi-x par ==> .

Nous avons établi dans E. G. S. qu'à toute suite exacte de
groupes

(3.3)

correspond une suite exacte de cohomologie
8*

(3.4) e H°(K, Nj -> H«(K, G) -» H°(K, H) -t
(H1(K, N), n1) ->• (HHK, G), 0') (HHK, H), I)1)

et que celle-ci se complète par un terme
g*

(HHK, N), $i) -i H2(K, N)

lorsque N est dans le centre de G ; H2(K, N) désigne le deuxième
groupe de cohomologie usuel à coefficient dans le groupe abé
lien N.

Nous nous proposons de compléter la suite (3.4) par un terme

S*

(H*(K, H), $i) (H2(K, N), n2), U2 c H2(K, N)

sans faire d'hypothèse sur N.

4. Définition de H2(K, N), N quelconque.

La suite exacte de groupes (3.3) nous permet d'identifier N
à un sous-groupe invariant de G ; de même nous identifierons
0(K, N), Ca(K, N) à leurs images respectives dans 0(K, G),
C*(K, G).

— 1135 —



P. Dedecker. — Cohomologie

Considérons le diagramme commutatif

« ==> (Ci(K, N), ri) -X (Ci(K, G), YÌ) (Ci(K, H), yJ) — «

(4.1) I8 Is Is

e— C2fK, N) C2(K, G) C2(K, H) —>e

où les lignes horizontales sont exactes. Toute classe de cohomo¬
logie IjeHKj.H) est une partie de Cl(K, H) et le diagramme

-î

montre que l'ensemble h(jx (ï))) c C2(K, G) s'identifie à une partie
de C2(K, N) :

8(/i(t))) c C2(K, N)

que nous voulons déterminer.
Soit Äet) et commençons par déterminer

Â=8fo \h)).

Si h — {hij), h est l'ensemble des S g tels que

geCi(K,G), h(g)=h.

Notons h l'ensemble des g satisfaisant à ces conditions. Si

g = (g) e h, tout autre g' — (g'u) e h est de la forme

(4.2) gis = nti gi}, %eN (où n = (»«) e CK, N))

et on vérifie que

(4.3) ntj g{j = ga nji1.

Réciproquement si g e h et si ne CX(K, N) vérifient (4.3), les

relations (4.2) définissent un élément g' = n geh.
Supposons g fixé dans h et pour tout n e CX(K, N) définissons

pour (i, j)e Kx> (*, j, k) e K2, (i, j, k, l)e Kg, etc... :

n\i = niit n% = gu njh gH, n%h = gi} gjh nAl ghj gH, etc...

(Pour la signification de ces quantités, voir le n° 6 ci-dessous).
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à coefficients non abêliens et espaces fibres

Moyennant quoi la condition (4.3) devient équivalente à l'une
des suivantes

ou = M?)"1 ou etc...

(Notons que nijji = n)\ etc...). Pour tout n e C1(KJ N) définissons
encore (Agn) e C2(K, N) par

(Agn)m = n*ik n§ n[f .

Il en résulte la formule

8(«-g) = Agng
ou

(jkgjk) ikigki) faijgij) = {A gn) ijfc • •

Nous dirons que toute n vérifiant (4.3) est une cochaîne multipli¬
catrice de g et que Agn est son g-cobord. Nous avons la

Proposition 4.1 A tout élément g eh correspond dans C1(K, N)
un ensemble g) de cochaînes multiplicairices et l'ensemble h =

-1

S(/#)) c C2(K, N) s'obtient en multipliant à gauche le cobord de g
par les g-cobords des cochaînes multiplicatrices de g :

h = { Aan • hg, nefi(g)}.

Faisons maintenant varier le cocycle h dans sa classe de coho
mologie f). Cela revient à remplacer h = (hi}) par h' = (h'i}) où

Kj = yAtfT1' V = ivi) eC°(K, H).

Soit alors une cochaîne £eC°(K, G) telle que = r\, | == () ;

pour geh, on a g' = £>geh' (g'is = gJ1).

Lemme 4.1j4 toute cochaîne multiplicatrice n de g correspond
une multiplicatrice n' de g' définie par

nij — ii nij I«"1,

Il faut montrer que riti g'i} — ri1. Cela résulte de

Kii'u = ii nu i?1 Sa iî1 = £< » ga ir1

= ii gii V ir1 = ti gii ff1 ti n7i ti1 = g'a n'jï1.

Sciences. — 1955. — 1137 — 74
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Lemme 4.2. Si v = (vm) e h, l'élément v' = vijlc %JX) appar¬
tient à h'.

En effet 011 a

v = S(n-g) ne fju[g)
et

vijk — £AnMëjk)ik1£k(nkigki)£ièi X{niigii)jl

= ("j*gti("kigu)("M

d'où v' = 8(n'g). La propriété résulte donc du lemme 4.1.
On voit que l'application v->v' est une application biunivoque

de h sur h' et que si h contient y2 il en est de même de h'. On peut
poser v' — I • v et il est clair que

É'.(É-v) = tf'.0.vf yl'v = v.

Par suite C°(K, G) opère à gauche sur C2(K, N) ; nous désigne¬
rons par p la relation d'équivalence sur C2(K, N) dont les classes
sont les classes d'intransitivité par rapport à cette loi de groupe
d'opérateurs. Nous pouvons énoncer la

_ -1

Proposition 4.2. Soit h l'ensemble SQh)) de 2-cochaînes
_ -1

associé à un cocycle heCK, H). L'ensemble Ij = 8(ji(ï))) associé

à sa classe de cohomologie s'obtient en saturant h par la relation
d'équivalence p.

En combinant les propositions 4.1 et 4.2 on obtient

Proposition 4.3. La réunion des classes t) est l'ensemble Z2(K, N)
= C2(K, N) H 8Ca(K, G). Cet ensemble est saturé pour l'équiva¬

lence p. Si v gZ2(K, N) on obtient une classe ï) contenant v en choi¬

sissant une cochaîne geQ(K, G) de cobord Sg = v; on multiplie
alors v à gauche par les g-cobords des multiplicatrices de g puis
on sature l'ensemble obtenu par la relation d'équivalence p.

Les éléments de Z2(K, N) seront appelés cocycles.
Enfin on a

Proposition 4.4. Lorsque N est dans le centre de G et est donc

abélien Z2(K, N) est une partie de l'ensemble des cocycles alternés

deKà coefficients, dans N et les classes t) sont des classes de cohomo¬
logie au sens usàel.

— 1138 -4 .



à coefficients non abêliens et espaces fibrés

Définition 4.1. On appelle classe de cohomologie de dimension
deux deKà coefficients dans N (relativement à la suite exacte (2.2))

toute partie f) c C2(K, N) correspondant à une classe de cohomo¬
logie f) e H1(K, H) ; on écrira

(4.5) Ç=8Î$.

Une classe f) sera dite neutre si elle contient la cochaîne unité y®

On notera H2(K, N) l'ensemble des classes ï) et tt2 et le sous
ensemble des classes neutres. La formule (4.5) définit une appli¬
cation

8Î : HX(K, H) -> H2(K, N).

Théorème 4.1 La suite (3.3) prolongée par

(HK, H), Ij1) (H2(K, N), Jt2)

est encore exacte.

Il y a lieu de vérifier d'abord ôif)1 e n2 et ensuite que le noyau
de S* coïncide avec l'image de j*.

Dans t)1 prenons comme représentant le cocycle h = yH ;

son image réciproque h contient le cocycle g — gl d'o\ il résulte
que h contient yl = y% c'est-à-dire que f)1 est une classe neutre.
On vérifie d'ailleurs qu'elle est identique à S(C£(K, N)) ; en effet
pour g = gl la condition (4.3) signifie ni} — njj et Aa coïncide
avec 8. Ceci donne lieu à la proposition 4.5 ci-dessous.

Supposons maintenant que la classe ÇeH1(K,H) soit dans l'ima¬
ge de j* ; plus précisément supposons f) — ƒ* (g), g eH1(K, G) ;

alors tout représentant hef) est l'image d'un cocycle geg. Comme
Sg = y®, la classe est bien neutre.

Enfin si S*f) contient y2, il existe un cocycle g dont l'image
iiië) es"t dans ; celle-ci est donc l'image de la classe g de g.
Ceci achève la démonstration.

Proposition 4.5 Quelle que soit la suite exacte (2.2), l'ensemble
8C„(K, N) c C2(K, N) est une classe neutre de H2(K, N) ; on Vappel¬
lera la classe nulle et on a

8ÇJ(K,N)>
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P. Dedecker. — Cohomologie

5. Extension du groupe structural d'un espace fibre.

La méthode précédente s'étend à la cohomologie à coefficients
dans un faisceau de groupes § sur un espace topologique B.
Nous avons défini dans E. G. S. un groupe H°(B, §) et un en¬

semble H1(B, §) muni d'un élément neutre g1. Pour toute suite
exacte de faisceaux de groupes

(5.1) e

on définit alors une suite exacte

(5.2) e -* H°(B, X) H°(B, S) -* H°(B, X)

-* (H"(B, X), n1) -> (H1(B, S), g1) (H1(B,

Nous allons maintenant définir une paire (H2(B, ü(), tl2) et
lorsque B est paracompact, prolonger la suite exacte (5.2) d'un
terme

8? : (H1(B, 9t), $*) -> (H2(B, W), n2).

Rappelons encore que tout espace fibré principal E(B, G)
définit un élément g(E) e HX(B, §) où § est le faisceau des jets
locaux d'applications continues de B dans le groupe structural G.

Voir [1], théorème 3, p. 124 et [3]. Deux espaces ECB, G) sont
isomorphes à la condition nécessaire et suffisante que leurs
classes g(E) soient les mêmes ; toute classe correspond à des
espaces E(B, G).

Soit A un ensemble équipotent à l'ensemble des recouvre¬
ments ouverts de B et indexons ces recouvrements par des

indices supérieurs a, ß e A. A chaque recouvrement ouvert Ua
associons un ensemble d'indices Ia servant à indexer les ouverts

Ua de tla. On aura donc Ua = (U")feIa. Pour chaque Ua et
tout faisceau § on définit des groupes 0(Ua, §) dont les élé¬

ments sont les fonctions associant à tout -simplexe (U?0, U, ...,
U® ) du nerf de tla une section

*

f, , . : u?nU n ...nu? ->§;

on définit aussi des ensembles C£(Ua, §) de cochaînes alternées,
des opérateurs de cobord 8 : 0(Ua, è) -> 0+1(Ua, 3), des classes
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à coefficients non abêliens et espaces fibres

de cohomologie de dimensions zéro et un tout comme dans le
cas d'un complexe simplicial.

A la suite exacte (5.1) correspond alors le diagramme commuta
tif

« => (d(u«, 9C), yi) -> (C1(U-, S), ri) i (Ci(U«, 3t), yj)

(5.3) I 8 j 8 I S

* -> C2(Ua, 0 -> C2(UŒ,) i C2(Ua, 3{)

où les lignes horizontales sont exactes mais où les et /2 ne sont
pas des applications surjectives en général. Alors pour toute co¬

chaîne g g C£(Ua, §) dont l'image jx (g) est un cocycle de CMU0,
son cobord est une cochaîne v de C2(tta, üC). Supposons g — (gif) ;

une cochaîne tt = (ni3) e C2(Ua, est dite multiplicatrice de g si

nu Sa = ga nli dans U? n Vf.

En prenant les cobords des produits n • g où n est multiplicatrice
de g on obtient un ensemble gdecochaînes i>eC2(Ua, 3{). Comme
dans le cas d'un complexe simplicial on fait opérer C°(U°, B) à

gauche sur C2(UŒ, 3{) et le saturé g d'un ensemble g est appelé
classe de cohomologie de dimension deux de tta à coefficient dans <5Y*

(relativement à la suite exacte (5.1)). Une classe est dite neutre
si elle contient la cochaîne unité y*. Soient H2(Ua, C) l'ensemble
de ces classes, tt2 l'ensemble des classes neutres, n2 contient une

classe nulle n2 = SCa(Ua, <W).

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer les propriétés ana¬
logues aux propositions 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4.

Soient un recouvrement plus fin que U® et cjaß une appli¬
cation de 1 dans Ia telle que

UfeU", U° e U° ;

une telle application sera dite admissible. Ceci définit par res¬
triction des cochaînes des applications

u>tß :
cm 8) -> C(Uß, 3)
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P. Dedecker. — Cohomologie

commutant avec le cobord, c'est-à-dire que le diagramme sui¬
vant est commutatif :

c»(ua, S) S. c*(uß, S)

I S I 8

C'+HU", 0) — O+HU, S).
°>Zß

Si g e C*(Ua, §) a son cobord dans C2(Ua, <SV) on a donc une

propriété analogue pour co*ßg). De même si ne CHU", 3{) est
multiplicatrice de g, o)*ß(n) est multiplicatrice de eo* jg(g). Enfin les

cu*ß sont compatibles avec les lois suivant lesquelles les C°(tt, §)
opèrent sur les C2(tt, ü() \ de façon précise si £ e C0(tta, §) et
V e C2(lXa, $f), on a

«îpd
• v) = "Vpfé) * wjg(v) .

Il en résulte que la classe g définie par geC£(Ua, @) est envoyée

par wß dans la classe oj*ß(Q) . Ceci définit une application

Wßa : H2(U°, X) -+ H2(U?, X).

Proposition 5.1. Si -> I® est une autre application

admissible, l'application correspondante

mßa : H2(U°, X) -> H2(UP, X)
coïncide avec .

Les éléments de Y& seront notés i, j, ceux de I®, i'
, i", ...

et nous poserons

*' = œa) ï = 03aß)' *' = waß)' Ì" = WaßW'

Soit g = (gij) une cochaîne de Cj(lXa, §) dont le cobord appar¬
tient à CW, 3{) ; son image î) = (g) est donc un cocycle de
Coitta, $£). La cochaîne g' — 3(g) est définie par les restrictions
g'{j des gi.j,, aux Uf nuf, tandis que g" = ro*(g) est définie par
les restrictions g"ti des gt„jtt . Les ï)' = %" = hW)
sont des cocycles de Cl(Vfî, défiriis de façon analogue par
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à coefficients non abêliens et espaces fibrés

restriction des composantes hiS du cocycle f). On doit mon¬
trer que les classes g' et g" sont identiques. Il suffit pour cela de

trouver une 1-cochaîne n = {ni3) e <SV) multiplicatrice de

g' et une 0-cochaîne | e C°(tt, 9) telles que

£ ' Q" = n g' ou èigliîj1 = .

Nous prendrons | telle que soit la restriction à Uf de giH„ .

L'existence de n est alors équivalente à

iiiigUr1) = iis'a)

Or on a

UtiguiT1) — ViKiVÏ1

où r) — ƒ(£) a pour composantes 17* les restrictions aux Uf des
hiH„. Comme h est un cocycle, il en résulte bien

— hij — i [ga) •

C. q. f. d,

Si ttf est plus fin que Ua on a donc une application bien déter¬
minée

cpßa : H2(Ua, 0 -> H2(U, W)

et il est clair que si W est un troisième recouvrement ouvert
plus fin que on a

9y<x yß ° yßa '

Il est clair aussi que les <pßa transforment une classe neutre en
une classe neutre (resp. la classe nulle en la classe nulle).

Définition 5.1 Les éléments de la limite inductive H2(B,

des H2(U°, $0 par rapport aux q>ßa seront appelés classes de
cohomologie de dimension deux de l'espace B à coefficients dans
(relativement à la suite exacte (5.1)). Les éléments de H2(B, ÜC)

images d'une classe neutre d'un H2(tla, $C) seront appelés neutres;
l'ensemble des classes neutres sera noté n2. Dans n2 l'image des
classes nulles sera appelée classe nulle de H2(B, <SY) ; elle est défi¬
nie indépendamment de toute suite exacte e -> ...
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Théorème 5.1. Si l'espace B est paracompact, il existe une
application de paires

Si : (H*(B, SC), f)i) -> (H"(B, ÜC), n2)

qui complète la suite (5.2) en conservant son exactitude.
La seule difficulté est dans la définition de S* ; elle provient de

ce que les lignes du diagramme (5.3) ne peuvent être complétées
à droite par -> e. On doit utiliser le lemme 5.1 de E. G. S. (p. 11)
dont nous rappelons l'énoncé

Lemme. Lorsque l'espace B est paracompact, pour toute p~

cochaîne ïjaeO(tta, eJt), il existe un recouvrement Wß plus fin que

Ua, une application admissible o)aß : Iß -> Ia et une p-cochaîne

QßeCp(Uß, §) telle que = co*ß (f)a) (*).
Pour la démonstration, voir E. G. S. Voir également [5],

lemme 2, p. 218.

Soit alors î) g H1(B, Ht) image de î)a g H1(U1, 3C), 8*î) est l'image

dans H2(B, 3{) de la classe gGH2(U, <5V) associée à lacochaîne qß

du lemme ; S1 est bien définie en vertu des propriétés de la
limite inductive (i. e. ne dépend pas des représentants f)a et qß).
La démonstration s'achève comme au n° 4, en tenant compte en
outre des propriétés de la limite inductive.

Soit

(5.4) e -> N G -* H -» e

une suite exacte de groupe topologiques et supposons que N
admette une section locale dans G (Steenrod [6], p. 30). Le résultat
précédent résoud le problème d'extension à G du groupe
structural H d'un espace fibré principal E(B, H) lorsque la base B
est paracompacte sans devoir faire d'autre hypothèse sur N.
De façon précise, soient ü(, 9, St les faisceaux de jets locaux
d'applications continues de B dans les groupes N, G, H et

la suite exacte de faisceau déduite de (5.4). On a le

(x) Si cela est vtai pour O il est clair que cela est vrai également pour Cj.
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Théorème 5.2. Pour que l'on puisse faire l'extension à G du
groupe structural H d'un espace fibre principal E(B, H) de base B
paracompacte, il faut et il suffit que la classe de cohomologie de
dimension deux S* 0(E) e H2(B, soit neutre.

6. Il y aurait lieu de donner des interprétations géométriques
des éléments de H2(B, 3C). Voici un résultat partiel concernant les
classes neutres ; il s'apparente à un résultat de J. Frenkel
dans le cas particulier où N est abélien [4].

Plaçons-nous dans les hypothèses du théorème 5.2 et soit t)
une classe neutre. Il existe un recouvrement ouvert tta de B et

un cocycle g® = (g) e §) tel que î) soit l'image de f)a =
goeH2(Ua, 3C). On a un espace fibré principal E(B, G) obtenu
au moyen des U® X G x { i } par la relation d'équivalence clas¬
sique associée aux g%s :

(*i, gi, i) - fa, gj, j) <==> xt = % e U? n U? = U£ et gi = gfj g,

(on identifie la section gf} : 8 à la fonction gfj : U®, -> G,
qu'elle définit). Le groupe G opère naturellement sur N par
in> g) gn g1 d'où un espace fibré associé F(B, N, G, E) dont
chaque fibre NeB) est munie d'une structure de groupe; la
fibre de l'espace des repères est un ensemble d'isomorphismes
du groupe-fibre type N sur N. Il en résulte que l'espace des
jets de sections locales de F est un faisceau de groupes sur B.

Soit îta = (w®j) e C1(Ua, $C) une cochaîne multiplicatrice de

Qa ; les nfj définissent des sections

# ; U£ -> US X N x {i}, v$(x) = (x, <(*), i ),

vf : -> Ufc X N x { j } , = (*, &(*)»&(*), j),

vT : U«ifc »Ufo X NxjA}, #*(*) = [x, &(*)«&(*), k).

Il est clair que les vfjy vff, sont les expressions par rapport à
des cartes locales d'une fonction va qui associe à tout couple {i, j)
du nerf de Ua une section

: UJ - F
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que l'on identifiera à son flot

/M,:

Dire que na est multiplicatrice de ga signifie que vfj — (v"f)-1.

Autrement dit, toute cochaîne multiplicatrice xia de g° définit
une cochaîne alternée

et réciproquement.
Le g-cobord de n" : îta définit de même des sections

/*«* ' Um -> U£fc X N X { ƒ } , ixm{x) = {x, (AQna)m{x), j)

qui coïncident avec les représentations locales

U?„ -Ug, XNX(|}

du cobord Sva de va. On obtient ainsi une application bijective de
la classe sur la classe nulle de H2(Ua, (définie indépendam¬
ment de toute suite exacte e -> ...). En passant à la limite
inductive, on voit que la classe neutre f) e H2(B, 3{) correspond à
la classe nulle de H2(B, *&).

L'espace fibré F et par suite le faisceau ne sont pas uniques
si l'on peut trouver un tta et une classe f)a pouvant être définie
par deux cocycles g" et g® non cohomologues (chacun d'eux est
alors le produit de l'autre par un cocycle multiplicateur de celui
ci).
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