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TOPOLOGIE ALGEBRIQUE
Cohomologie a coefficients non abéliens
et espaces fibrés.

par Pave DEDECKIER,
Chef de travaux a P Universilé de Lictge (*).

Résumé. — Le probleme d’cxtension du groupe structural d’un es-
pace fibré principal est résolu sans faire d’hypothése sur le noyau
de I'extension. LL’obstacle est une classe de cochomologie de dimension
deux de la base 4 cocfficients dans un faisceau de groupes non abé-
liens. Ces classes dépendent d’une suite exacte et non du faisceau
seul comme dans le cas abélien. Signification géométrique des classes
« neutres ».

1. PRELIMINAIRES.

Le probleme d’extension du groupe structural d'un espace
fibré est le suivant. Soit une suite exacte de groupes topolo-
giques (non abéliens}

i
e >N -G > H - ¢,

Trouver une condition nécessairve et suffisante pour qu’un espace
fibré principal E'(B, H) de base B et groupe structural H soit
Uespace fibré associé a un espace jibré principal E(B, G) lovrsqu’on
fait opéver G a gauche sur H par

(g, h) —4(g)-7 (geG, heH).

Une solution a été trouvée indépendamment par J. Frenkel {4]
ct moi-méme [2] (!) sous les hypotheses sulvantes :

(1) le noyau N de 'extension cst dans le centre de G ;

(il) N admet une section localc dans G ;

(111) l'espace de base B est paracompact.

{*} Présenté par M. L. GobDEAUX.
(1) Ce travail sera désigné ici par E. G. 5.
Voir également un travail récent de A. GrROTHENDICK (Kansas University).
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P. Dedecker. — Cohomologie, elc.

J. Frenkel obtient en outre une solution sous I'hypotheésc
plus faible :

(1) N est abélien.

Dans la présente Note nous nous débarassons de ’hypothése (1)
ou (1"). Il est nécessaire pour cela d’¢tendre 4 la dimension deux la
cohomologie d'un complexe simplicial (d’un espace) a coefficicnts
dans un groupe non abélien (dans un faisceau de groupes non
abeliens). Les classes définies ici dépendent d’'une suite exacte de
coefficients ; si I’hypothése (i) est vérifiée on retrouve une partie
des classes usuelles.

Dans les numéros 2 et 3 nous rappelons les principaux résul-
tats de E. G. S, relatifs & la cohomologie de dimensions zéro et
un d’'un complexe simplicial & coefficients dans un groupe non
abélien.

2. COHOMOLOGILE D'UN COMPLEXE SIMPLICIAL A COEFFICIENTS
NON ABELIENS.

Soient K un complexe simplicial, K, 'ensemble des p-sim-
plexes ordonnés de K. Pour tout groupe G on appellera p-co-
chatne de K a cocfficients dans G unc fonction f: K, - G. Les
cochaincs forment un groupe C?(K, G) dont 'unité est 'applica-
tion constante y% de K, sur 'unité de G. Si une permutation
paire (resp. impairc) des sommects d’un simplexe quelconque
conserve la valeur d'une cochaine / (resp. remplace cette va-
leur par son inversc), la cochaine scra dite alternée. L'enscmble
des p-cochaines alternées sera noté CZ(K, G).

La valeur de f sur le simplexe (7, 2y, «.., 7 )GK sera notée

Si jeCI(K,G) on adonec f, . . =/} ——f

fz'oa'l...é,,‘ a : Tolyreiip a,_zua,
= etc...

A toute p-cochaine f on associe une (p | 1) cochaine &f
{cobord de f) définie par

{yigtge.

f(___l)ﬂ-i—l
fg?y.

(__l]p'l'l o —1
(2.0) @D iy, = Fivige Jigteie Figivigeesiges =

3f = %%, on dit que § est un cocyele lorsque p = 0,1 ; pour
p — 2 voir le n° 4.
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P. Dedecker. — Cohomologie

On observe que si jeCoK, G), 8feCUK, G) et 3(8f) = ;.

Soit ZL{(K, G) 'ensemble des cocycles alternés de dimension un.
On fait opérer comme suit C*(K, G) = CHK, G) a gauche sur
Zi(K, G). Si

f=10)eCK, G), g=(g)eZiK, G)
O Pose
f-g = (figufs™).
ce qui définit bien un cocycle comme on le vérifie aisément.

Les classes d’intransitivité de Zi (X, G) sont appelées classes de
cohomologrie de dimension un dc K 4 coefficients dans G. On véri-
fie que tous les cobords appartiennent a une méme classe et
que tout ¢lément de celle-ci est un cobord ; cette classe est appe-
lée neutre ou nulle. On note HY(K, G) 'ensemble des classes de
cohomologic de dimension un de K & cocfficients dans G et gt
la classe neutre.

Nous noterons H®(K, G) le groupe des cocycles de dimension
zéro de K a cocfficients dans G ; ces cocycles sont aussi appelées
classes de cohomologie de dimension zéro. Ce groupe s’identifie
au groupe des apphications de 'ensemble des composantes con-
nexes de K dans G.

3. SUITE EXACTE DE COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS
NON ABELIENS.

La notion ci-dessous de suite exacte généralise un peu celle
de E. G. S.

Nous considérons des paires {X, Y) o Y est une partie de X ;
une appltcation de patres

(3.1) (X, Y) - (X', Y)
est une application f: X — X’ telle que f(Y)c Y.

DreFINITION 3.1. Une suite dc paires et d’applications

Fim1 h
(3.2) ... > (Xiy, Yiog) = (X, Y = Xy, Yirg) = oo
est dite exacte si

fi—l(xa'—l) = }c-‘il(Yf-i—l)'
— 1134 —



a coeffictents non abéliens et espaces fibrés

51 Y contient le seul élément x € X, nous écrirons (X, x) au lieu
de (X, {x}). Si X est un groupe et si ¢ est son unité, nous écrirons
X au lieu de (X, ¢). 51 X et X’ sont tous deux des groupes (topo-
logiques), on supposcra toujours que f: X - X’ est un homo-
morphisme (continu). Nous noterons e le groupe réduit a sa
seule unité.

St dans la suite exacte (3.2) X, ne contient gu’un seul élément,
'application f,, : X, , = X, est surjective. Si X, ; se réduit a
un seul élément x, ;, Y, se réduit a un scul élément x, — f,—,(x,-,) ;
de plus x, est le seul élément de X, tel que f(x,) € Y, ; on ne peut
en general affirrner que f; est biunivoque. S’il en est ainsit nous
remplacerons la fléche de f,_; par —=.

Nous avons établi dans E. G. S. qu’a toute suite exacte de
groupes

(3.3) e >N >G>H-—>e
correspond unc suite exacte de cohomologie

5*
(3.4) e > HYK, N) - HY(K, G) - H(K, H) —>

- (HY(K, N), n") -~ (HY(K, G), g*) -~ (HY(K, H), §?)

et que celle-c1 se complete par un terme
8*

(HY(X, N}, ) — H2(K, N)

lorsque N est dans le centre de G ; H3(K, N) désigne le deuxieme
groupe de cohomologie usuel a coefficient dans le groupe abé-
licn N.

Nous nous proposons de compléter la suite {3.4) par un terme

*

(HY(K, H), §Y) —> (HX(K, N), n?), n® < H(K, N)

sans faire d’hypothése sur N.

4, DEFINITION DE H2?*(K, N), N QUELCONQUE.

I.a suite exacte de groupes (3.3) nous permet d’identifier N
a4 un sous-groupe Invariant de G ; de méme nous identifierons
C?(K, N}, CZ(K, N} & leurs images respectives dans C?(K, G),
CHK, G).
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. Dedecker. — Cohomologie

Considérons le diagramme commutatif

= (CL(K, N), y1) —> (CL(K, G}, y1) —> (CHK, H), y}) — ¢
(4.1) IE E E

tg T2

e—> C:K,N) — CXK,G) —>» CXK,H) ——»e

olt les lignes horizontales sont exactes. Toute classe de cohomo-
logie h e HY(K, H) est une partie de Ci(K, H) ¢t le diagramme
-1

montre que Pensemble 8(53(h)) = CAHK, G) s’identific 4 une partie
de C3(K, N} :

5(7,(H)) © C3(K, N)

que nous voulons déterminer.
Soit el et commengons par déterminer

_ —1
b= 3(5:(A))-
Si & = (h;;), b est 'ensemble des 8g tels que
geCi(K, G), 78 = &

-

Notons I'enscmble des g satisfaisant a ces conditions. Si
g = (g;) €k, tout autre g" = (gi;) €k est de la forme

(4.2) gis = Ny €i5n M €N (ot n = (n,) € CH(K, N))
et on vérifie que
(4.3) Nes i = &ij Mji'-

Réciproquement si geh et si neCYK, N} vérifient (4.3), les
relations (4.2) définissent un ¢lément g’ = » - gez.

Supposons g fixé dans % et pour tout ne C1(K, N) définissons
pour {7, ) e K,, {2, 1, k) e Ky, (7, 7, k, ) e K3, etc... :

i iik

_ i _
Ni; = Ry Mgy = Zis YW st Pre = 8o Bin Ponr Ly E44r €TC...

(Pour la signification de ces quantités, voir le n° 6 ci-dessous).
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a coefficients non abéliens et espaces fibrés

Moyennant quoi fa condition (4.3) devient équivalente a 'une
des sulvantes

nt = 01 ou #¥ = #¥)1 ou etc...

(Notons que #§ = nfj ete...). Pour tout » e CH{K, N) définissons
encore (d,m) e C3(K, N} par

Y IR T 7
(A1) 157 = Mg Hye 150
Il ¢n résulte la formule

S(n-g) — Ayn-dg
ou
(752851) (Mrs&us) (Mi3845) = (Agn) 55 - (88) s -

Nous dirons que toute # vérifiant (4.3) est une cochaine multipli-
catrice de g et que 4d,» est son g-cobord. Nous avons la

ProposiTiON 4.1 A toud élément g ch corrvespond dans CH{K, N)

un ensemble p(g) de cochaines wmultiplicarvices ef I'ensemble B o=
1

8(}1(;&)) < C(K, N) s’oblient en muliipliant a gauche le cobord de g
par les g-cobords des cochaines multiplicatvices de g :

;’;:{Agfiz-Sg, neu(g)}.

Faisons maintenant varier le cocycle # dans sa classe de coho-
mologic f). Cela revient & remplacer & = (A;;) par &’ = (k{;) ou

i = niumy Y, o= (1) e CHK, H).

Soit alors une cochaine £ € C/(K, G) telle que 7,(§) = », &€ = (£,);
pour geh, on a g'=¢.geh’ (g, = fig@jf}'l)-

LEMME 4.17A lowle cochaine wmultiplicatvice n de g correspond
une multiplicatrice n' de g’ définie par

1
iy = & i &5 -
11 faut montrer que #nj gi; = giy 155 . Cela résulte de
N8y = E;ny €7 €8 €7 = Eimy; g4 Et
=& gunp & = &igu by Eingt &0 = gy w7

SCIENCES. — 1955. — 1137 — 74



P. Dedecker. — Cohomologie

LEMME 4.2, S¢ v = (vi;) € h, Uélément v = (&; vig E71) appar-
tient & h'.
En effet on a
v—=208n-g) nepug)

et
Vi = §3(7518s1) € ' Ex(Rs8rr) E:€7 N (3867
= (15a8ik) (s Exe) (M143845)
d’oll v = 8(n'g). La propriété résulte donc du lemme 4.1.

On voit que 'application v — ¥’ est une application biuntveque

de z sur ' ct que si % contient v il en est de méme de 7. On peut
poser v/ = £ -v et 1] est clair que

E(fv) = (& v, yiv=r

Par suite C*(K, G) opérc a gauche sur C2(K, N) ; nous désigne-
rons par p la rcelation d’équivalence sur C2(K, N) dont les classes
sont les classes d’intransitivité par rapport a cette loi de groupe
d’opérateurs. Nous pouvons énoncer la

- -1
ProprosITION 4.2. Soit h Uensembdle 8(),(h)) de 2-cochaines

associé & un cocycle he CL(K, H). L'ensemble f)- = 3(]1({))) assocté
a sa classe de cohomologie s’obtient en saturant h par la relation
d’équivalence p.

En combinant lcs propositions 4.1 et 4.2 on obtient

PropPoSITION 4.3. Laréunion des classesTj est Uensemble Z2(K, N)
— C2(K, N) N 8CLUK, G). Cet ensemble est saturé pour l'équiva-
lence p. St ve Z3 K, N) on obtient une classef) contenant v en choi-
sissant une cochaine geCLK, G) de cobord dg — v; on multiplie
alors v & gauche par les g-cobords des multiplicatrices de g purs
on sature 'ensemble oblenu par la relation d’équivalence p.

Les éléments de Z3}(K, N) seront appelés cocycies.

Enfin on a

PROPOSITION 4.4. Lorsque N est dans le centre de G et est donc
abélien Z*K, N) est une partie de Uensemble des cocycles alternés
de K a coefficients dans N el les classes Esont des classes de cohomo-
logie aun sens usuel.
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a coeffictenis non abéliens et espaces fibrés

D¥friNITION 4.1. On appelle classe de cohomologie de dimension
deux de K a coefficients dans N (relativement & la suite exacte (2.2}))

toute partie E c C#(K, N) correspondant & une classec de cohomo-
logie he HY(X, H) ; on écrira

(4.5) h = &p.

Une classe f) sera dite neutre si clle contient la cochaine unité 3

On notera H?*(K, N) I'ensemble des classes 5 et 112 et le sous-

ensemble des classes neutres. La formule (4.5) définit une appli-
cation

87 : HY{(K, H) - H*(K, N).
THEOREME 4.1 La suite (3.3) prolongée par

*
5.I.

(HY{K, H), ) — (H¥K, N), n?
est encore exdcle.

Il y a lieu de vérifier d’abord 38,h' e n? et ensuite que le noyau
de 87 coincide avec 'image de 7;.

Dans §' prenons comume représentant le cocycle % = y, ;
son image réciproque % contient le cocycle g = gt d’'o’ il résulte
gue £ contient 3% = 42 ¢’est~d-dire que f)l cst une cl.sse neutre.
On vérific d'ailleurs qu’elle est identique & 3(Ci(K, N)} ; en effet
pour g = g; la condition (4.3) signifie #;; = nj; et 4, coincide
avec 8. Ceci donne lieu a la proposition 4.5 ci-dessous.

Supposons maintenant que la classe heHYK, H) soit dans I'ima-
ge de j7 ; plus précisément supposons §) = 77 (g), ge H{(K, G);
alors tout représentant 2 e B est 'image d'un cocycle g € g. Comme
8g = 3, la classe 8}l cst bien neutre.

Enfin si 87 contient F, il existe un cocycle g dont I'image
71(g) est dans B ; celle-ci est donc 'image de la classe g de g.
Cecl acheve la démonstration.

ProrosITION 4.5 Quelle que soit la suite exacte (2.2), Uensemble
8C4(K, N) « C2(K, N) est une classe neutre de H3(K, N); on appel-
leva la classe nulle et on a

SCLK, N) = 87p*.
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5. EXTENSION DU GROUPE STRUCTURAL D 'UN ESPACE FIBRE.

La méthode précédente s’étend a la cohomologie i coefficicnts
dans un faiscean de groupes § sur un cspace topologique B.
Nous avons défini dans E. G. S, un groupe HO(B, &) et un en-
semble H'(B, § muni d’un ¢lément neutre gl. Pour toute suite
exacte de faisceaux de groupes

(5.1) | e >N 59 —~¢
on ddéfinit alors une suite exacte

8*
5.2) e — H(B, N) — HYB, §) — H*B, J) —>

- (HY(B, X), nY) -~ (HY(B, §), q) > (H(B, &), H1).

Nous allons maintenant définir une paire (H2(B, X)), n?) et
lorsque B est paracompact, prolonger la suite exacte (5.2) d'un
termece

8t : (H3(B, J0), ) — (H2(B, N), n2).

Rappelons encore que tout espace fibré principal E(B, G)
définit un élément gfE) e HY(B, &) olt § cst le faisccau des jets
locaux d’applications continues de B dans le groupe structural G.
Voir [1], théoréme 3, p. 124 ct [3]. Dcux cspaces E(B, G) sont
isomorphes a4 la condition nécessaire et suffisante que leurs
classes g(E} soicnt les mémes ; toute classe correspond a des
espaces E(B, G).

Soit A un cnsemble équipotent a l'ensemble des recouvre-
ments ouverts de B et indexons ces recouvrements par des
indices supéricurs a, B A, A chaque recouvrement ouvert 11¢
associons un ensemble d’indices 1¢ servant a indexer les ouverts
U% de U% On aura donc NU* = (U$);_re. Pour chaque N* et
tout faisceau § on définit des groupes C?(U%, &) dont les élé-
ments sont les fonctions associant a tout p-simplexe (U?’G, U?l, .
UP) du nerf de U* une scction

/ :U;“OﬂU‘i—‘Iﬂ...r‘lU_‘fpﬁg;

on définit aussi des ensembles C2(11%, §) de cochaines alternées,
des opératcurs de cobord § : CP(11¢, §) — CPi(11%, §), des classes

LY

Togbye eip
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de cohomologic de dimensions zéro et un tout comme dans le
cas d'un complexe simplicial.
A Ja suite exacte (5.1) correspond alors I¢ diagramme commuta-
tif
74
e = (Ca(Ue, N), ) — (Ca(U=, §), y5) — (Catlle, TO), )
(5.3) I I }s
72

e— CHUY, AN) — Cue Ay - Ccxus i)

ou les lignes horizontales sont exactes mais o les 7, et 7, ne sont
pas des applications surjectives en général. Alors pour toute co-
chaine g € C;(11%, §) dont I'image 7, (g) est un cocycle de C(11°, &),
son cobord est une cochaine v de C2(11%, X). Supposons g = (g.) ;
une cochaine n = (n,;) € C2(11*, X} est dite multiplicatrice de g si

s 85 = Eis Py dans U? 0 U?'

En prenant les cobords des produits m- g ol 11 est multiplicatrice
de g on obtient un ensemble gde cochaines v e C2(11%, X). Comme

.

dans le cas d’un complexe '-31mp11c1’tl on fait operer coue, §) a
gauche sur C#11%, X) et le saturé g d’'un ensemble g est appelé
classe de cohomologie de dimension deux de T* A cocfficient dans N
{relativement a la suite cxacte (5.1)). Une classe est dite wneudre
si elle contient la cochaine unité y2. Soient H2(11% X)) I'ensemble
de ces classes, 12 'ensemble des classes neutres. n2 contient une
classe nulle n® = 3CL(N*, N).

Nous laissons au lecteur le soin d’¢énoncer les propriétés ana-
logues aux propositions 4.1, 4.2, 4.3 et 4.4,

Soient WP un recouviement plus fin que U* et wyg une appli-
cation de If dans I* telle que

U‘?CUi,qsﬁ), Ufellﬁ, U?E ne:

une telle application sera dite admissible. Ceci deéfinit par res-
triction des cochaines des applications
w;g :Cr (1%, §) — C""(HB, 3)

— 1141 —
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commutant avec le cobord, c’est-d-dire que le diagramme sui-
vant est commutatif : -

wg
cr(ue, § — Cc»(uh, 9)
$ 3 l 8
Cr+1(11°, QJTCp+1(uﬁ, 9)
waf
Si geCiu?, §) a son cobord dans C2(11% N) on a donc une
propriété analogue pour wgg(g). De méme si neCHU2, X)) est
multiplicatrice de g, w,g(1) est multiplicatrice de wag(g). Enfin les
wag sont compatibles avec les lois suivant lesquelles les Co(1, §)
operent sur les C2(1, N) ; de fagon précise si £ € CHU%, &) et
ve Ct(11%, N), on a

weg(€ - v) = wegl€) - wap(v).

1t en résulte que la classe g définie par geCi(le, §) est envoyée

N
par wgg dans la classe wgg(g). Ceci définit une application

Dpg : HE (U, X)) — H2(UP, X).

ProrposiTion 5.1. Sz W,g I? = 1% est une aulve application
adwmissible, application corrvespondanie

Wy, - HA(We, N) - H2 (1P, X)

coincide avec wg

Les éléments de 18 seront notés 2,1, ..., ccux de 1%, 27, 77, i7
¢t nous poserons

3 wes

i = weg(i) = wg(7), 1= we(h), 17 = w1
Soit g = (g.;) une cochaine de C}(11%, §) dont le cobord appar-
tient & CHU*, X)) ; son image § = 7,(g) est donc un cocycle de
Ci 1%, ¥). La cochaine g’ = wep(@) est définic par les restrictions
gu des gi, aux UBNUE tandis que q” — wagl(q) cst définie par
les restrictions gi; des gww- Les B = fi{g), " =7lg"
sont des cocycles de CLHWNB, ) définis de fagon analogue par
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restriction des composantes %, du cocycle §. On doit mon-
trer que les classes §' et §” sont identiques. Il suffit pour cela de

trouver une 1-cochaine 1 = (n;;) € C{11#, A} multiplicatrice de
g’ et une O-cochaine ¢ e C(115, &) telles que

£:g"=m-g  ou  £guf = nugl.

Nous prendrons ¢ telle que &; soit la restriction a U de Eirin -
L’existence de 1 cst alors équivalente a

1(€gaé ) = 7{gin)-
Or on a
JlE:85:€77) = nehigmy "
oll n = j(£) a pour composantes %, les restrictions aux U#£ des
Byn. Comme A est un cocycle, il en résulte bien
nHey ' = iy = 7(8i5)-
C. q. f. d.

Si 118 est plus fin que 11% on a donc unc application bicn déter-
minée

Pgg - HE(U®, N) — H2(UF, )

et il est clair que si U cst un troisiéme recouvrement ouvert
plus fin que 11f on a

CP‘}'G == (P};.S o 'yﬁa .

Il est clair aussi que les g, transforment une classe neutre en
une classe neutre (resp. la classe nulle en la classe nulle).

DEFINITION 5.1 Les éléments de la limite inductive H%B, A
des H2(112, ) par rapport aux P, Seront appelés classes de
cohomologie de dimension deux de Uespace B A coefficients dans N
(relativement & la suite exacte (5.1)). Les éléments de H2®B, A
images d’une classe neutre d’un H2(11%, X) seront appelés neutres ;
I’ensemble des classes neutres sera noté n2 Dans n® I'timage des
classes nulles sera appelée classe nulle de H2(B, X) ; elle est défi-
nie indépendamment de toute suite exacte ¢ - N — ...
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THEOREME 5.1. St lespace B est parvacompact, il existe wune
application de paives

8 1 (HY(B, &), p1) — (HB, X)), n?)

qur compléte la sutte (5.2) en conservant son exactitude.

La seule difficulté est dans la définition de 87 ; elle provient de
ce que les lignes du diagramme (5.3) ne peuvent étrc compliétées
a droite par — e. On doit utiliser le lemme 5.1 de E. G. S, (p. 11)
dont nous rappelons 1'énoncé

LeEMME. Lorsque [l'espace B est paracompact, pour toute p-
cochatne hecCr(11%, JC), ol existe un recouvvement 1B plus fin que
N9, wune application admissible wqeg: 18 — 1% et une p-cochaine
aP e CP(UB, §) telle gue jp(gﬁ) = wug (B% (Y.

Pour la démonstration, voir E. G. 5. Voir également 5],
lemme 2, p. 218.

Soit alors e HYB, J) image de fee H(U?, J), 81 est 1'image
dans I12(B, ) de la classe éﬁeH%llﬁ, ) associée A la cochaine g8
du lemme ; 8 est bien définie en vertu des propriétés de la
limite inductive (i. ¢. ne dépend pas des représentants = et g#).
La démonstration s’achéve comme au n® 4, cn tenant compte en
outre des propriétés de la limite inductive.

Soit

(5.4) e—>N—>G—>H e

une suitc exacte de groupe topologiques et supposons que N
admetie une section locale dans G (Steenrod [6], p. 30). Le résultat
précedent résoud le probleme d'extension a G du groupe
structuratl H d’un espace fibré principal E(B, H) lorsque la base B
est paracompacte sans devoir faire d’autre hypothese sur N.
De fagon précise, solent N, §, I les faisceaux de jets locaux
d’applications continues de B dans les groupes N, G, H et

e——>—§v‘-—>$—>5€%e

la suite exacte de faisceau déduite de (5.4). On a le

(1) Si cela est vrai pour C# 11 est clair que cela est vrai également pour C-:’:.
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THEOREME 5.2. Powur que l'on puisse faive l'extension a G du
groupe structural H d'un espace fibvé principal E(B, H) de base B
parvacompacte, ©l faut et il suffit que la classe de cohomologic de
dimension deux 3] qIE) e HYB, X)) soit neutre.

6. Il y aurait lieu de donner des interprétations géométriques
des éléments de H2(B, X). Voici un résultat partiel concernant les
classes ncutres ; il s’apparente 4 un résuitat de J. Frenkel
dans le cas particulier o1t N est abélien [4].

Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 5.2 ct soit
une classe neutre. Il existe un recouvrement ouvert 11* de B et
un cocycle g* = (g%) e CL(11%, §) tel que B soit 'image de h* =
g2e H2(l12, X). On a un espace fibré principal E(B, G) obtenu
au moyen des UF X G X {¢} par la relation d’équivalence clas-
sique associée aux g :

(%1, 8, %) = (%5, g5 f) = x;, = x,€e U n U =Uy et g = g5g,

(on identifie la section g% : U% — § a la fonction g% : U4 — G,
qu’elle definit). Le groupe G opére naturellement sur N par
(n,8) — gn g™ d’olt un espace fibré associé¢ F(B, N, G, E) dont
chaque fibre N, (x B} cst munie d'une structure de groupe; la
fibre de 1'espace des repéres est un enscmble d’isomorphismes
du groupe-fibre type N sur N,. Il en résulte que l'espace des
jets de sections locales de F est un faisceau & de groupes sur B.
Soit n* = (n%) e C}(% X)) unc cochaine multiplicatrice de
g ; les #n3; définissent des sections
vig 1 UG > US x N x{¢}, Wx) = (x, n5(x), 1),
vyt UG~ UG x Nox{7}, ') = (& gi@)ng;), 1),
VI Use = U, X N X {k}, w3%(x) = (x, ghx)nf(x), &).
Il est clair que les v, v&¢, »3 sont les expressions par rapport a
des cartes locales d'une fonction »* qui associe a tout couple (2, 7)
du nerf de N* une section

O . 21
Viy - U — F
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que l'on identificra a son flot
Py UY > F.

Dire que n* est multiplicatrice de g¢ signifie que »§; = ()~
Autrement dit, toute cochalne multiplicatrice ne de g* définit
une cochalne alternée

ve e CH{U%, %)
et réciproquement.
Le g-cobord de n®*: Ag n% définit de méme des sections

MHiik : Uggﬁk - U?_:f}’c K N X {?-}1 .u'i:!k(.x) = (x: (Agna)i?k(x)) ?‘)
qui coincident avec les représentations locales
(8v%ipe : U — U X N x {7}

du cobord &* de »*. On obtient ainsi unc application bijective de
la classe §° sur la classe nulle de H2(11*, ¥) (définie indépendam-
ment de toute suite exacte ¢ - F — ...). En passant 4 la limite
inductive, on voit que la classe neutre Y c H2(B, X)) correspond &
la classe nulle de H2(B, %).

I’espace fibré F et par suite le faisceau & ne sont pas uniques
si I’on peut trouver un 11* et une classc §h* pouvant étre définie
par deux cocycles g et §* non cohomologues (chacun d’eux est

alors le produit de 'autre par un cocycele multiplicateur de celui-
cl).
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