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XXXI.

Bemerkungen iiber die Reduction der vollen elliptischen
Integrale zweiter Gattung auf die vollen elliptischen Inte-
grale erster Gattung fiir denselben Modul.

Von
K. Meissel

Abdruck aus dem Programm der Realschule in Kiel.

Auf den 'Wunsch einiger mathematischen Freunde habe ich mich
entschlossen, die folgenden Untersuchungen hier zu verdffentlichen.

Es sei
n T
3 d
T Rt dy
49 =V1—Fisin’p; F(k) = dgi E® = [ dgap
0

g0 erhiilt man bekanntlich durch die Transformation der nten Ordnung
F() = AF(k)
(1) p
FY1—23 = - FY1—#?

In diesen Gleichungen ist A der transformirte Modul, den wir
als eine Function von % ansehen werden; wihrend der Factor A,
welcher gleichfalls von k abhingig ist, mit Hilfe der Modulargleichung
zwischen 4 und % aus der Beziehung
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338 Meissel: Bemerk. iber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc.

n(k—k%) di
@) A== &

gefunden werden kann.

‘Die Gleichung (2) leitet man aus der Verbindung vom (1) mit
den Gleichungen

() =5 e

(FVI———A = di
A\—F )T T2 a=vrm

her, wie dieses Jacobi in den Fundamentis novis p. 75 gleichfalls
getan hat.

In den vorstehenden Gleichungen (1) und (2) ist » eine ganze
positive Zahl, welche den Ordnungsexponenten der angewandten Trans-
formation darstellt, — Leicht lisst sich zeigen, dass diese Gleichungen
noch giiltig bleiben, wenn n gleich einer gebrochenen positiven Zahl
wird. Denn durch eine Transformation mter Ordnung wirde man
erhalten -

F(k) = 4,F(u)

—_— A (n—pd) di
—B=22Fy1—ut. 2 — =
FY1—B#=22FV1 5 A’—mll"!

und durch Verbindung dieser Gleichungen mit (1) und (2) zu den
Resultaten gelangen:

F(p) = %.F(Ic); FYl—p= ;i‘ (%)FVI—I:‘

Man sieht hieraus, dass die Gleichungen (1) und (2) bestehen bleiben,
selbst wenn man n gleich einer beliebigen positiven rationaleu Zahl
setzt. Nur sind in diesem Falle zwei Transformationen an-
zuwenden, deren Ordnungsexponenten dem Nenner und
Zihler der gebrochenen Zahl n beziehlich gleich werden.

Nun differentiire man die Gleichungen (1) nach & und benutze
die bekannten Relationen:
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Meissel: Bemerk. itber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc. 339

Ek

sowie die Gleichungen (1) und (2); dann ergeben sich leicht die bei-
den folgenden Gleichungen:
n
4(3)
dk

+§<1—k'>—4<1—v)]r(k)

dk

E() = };E(k)—[(k—k«*)

| evie

EVﬁ:%EVlTk—"-{—[(k—ks) —£k9+41

Durch Zusammenstellung erh#lt man demnach:

FQ) = AF(k) mit der entsprechenden alge-
braischen Modular - Gleichung

zwischen & und A.

— 4
FYl—i = ;FVI——L-’

k—i3 di

$ — oy 2
A=

n
) E() = 4 E()— BF(})

EV1-—A2=%EV1—k2+(’i———l)FV1——ks
wenn gesetzt wird:
n
) , .
B = (k—#%%). & + 1 A—r)—AQ1—A2)

Differentiirt man nun die Gleichungen

EQ}) = 2E(k)—m*(k)

E1/1-1,= = —EV1—k2+ (‘ﬂ——1>FV1—U

abermals nach % und benutzt die vorher angegebenen Relationen, so
gewinnt man eine neue Beziehung zwischen 4, B, A, nimlich:

A’(A+B) (1 )'2) (—--—- B) (1_1“0) +(L_—k8) (IL

22*
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340 Meissel: Bemerk, iber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc.

80 dass dberhaupt zwischen diesen drei Grdssen und dem Modul %
folgende Gleichungen bestehen:

(019 = n(e—1)

al®
4) B= 3(1 — 1) — A(1— A+ (k—E9). g‘;)

dB_ 4 (A+B)

& —i 2 1— z=)+(3_,)(1_,g,

Daurch Elimination von 4 und B gewinnt man die wichtige Differen-
tialgleichung dritter Ordnung zwischen den beiden Moduln ¥ und &,
welche zuerst von Jacobi, Fund. nova pag. 77 aufgestellt worden ist.

In mebr dbersichtlicher Weise schreiben sich die Gleichungen (4),
wenn man setzt:

A=ayn
(42) % B=yn[—B+155— -]

und man erhilit:

adk da 1 di

(@) .
a@h = k*(l—md(;;) +a81— (e

Zu bemerken ist bei diesen Gleichungen der Umstand, dass wenn %
in A’ und A in %’ tbergehen, die Grosse « sich in% verwandelt,
withrend § ungeindert bleibt. Gehen aber k in 4, 1 in % dber, so

verwandeln sich » in %, « in %‘, B in —8.

Bildet man aus den Gleichungen (3)

FQEV1I—R=FRXK)EV1I—k k’+(A +AB _ )F(/:)Fv'f—‘[é

FY1—2BE(\)= FY1—RE®()— AB -F()FY1—72

n
_ T N
—F) FYT=I= — = P PY1I =02

n
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Meissel: Bemerk. iber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc. 341
und addirt dieselben, so ergiebt sich:
FMEY1—=B4+FY1I=BEQM)— FQ) FY1—13

= F(k) EY1—1P 4 FY1 =B E(k)—Fk) FY1— &

Diese Gleichung gilt fir jeden beliebigen rationalen
Wert von n; daher muss jede der beiden Seiten sich auf
einen constanten Wert reduciren. Also:

F(k) EY1—% — {F(k)— E(k)} FY1—#® = Const.
Dass {F(k)— E(k)} FY1—#3 far abnehmende % sich der Null-

grenze nihert und F(k) EY1—%® die Grenze g fir ¥ =0 errcicht,

beweist man leicht aus den Integralen und leitet auf diese Weise
den schonen Satz des Legendre aus der Transforma-
tion her.

Es mag nur in der algebraischen Modulargleichung zwischen %
und A unter der Voraussetzung, dass = eine positive rationale Zahl ist,

A=Vi—®
cingesetzt werden, so wird k eine specielle Zahl, welche nur von =
abhiingig ist und man gewinnt aus (3):
FY1—18 = Y n F(k)

(%) S
VnE(k)—EY1I—&% = B, F(k)

wo B, der besondere Wert ist, welchen B in diesem Falle annimmt
und den man in jedem einzelnen Falle von der Auflosung einer
algebraischen Gleichung als abhiingig anzusehen hat.

Durch Verbindung der zweiten (?leichung (5) mit der Gleichung
von Legendre

FEYI—@+ FYI—RE®)—F®)FYi—# = g

erhiilt man die Resultate:
FY1=i@ = yn.F®)

© 5® = (14505 Fo + AR

EY1—1% = (}———-—)FVI i® +4F(L)
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342 Meissel: Bemerk. iiber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc.

und man ersieht,

dass die vollen Integrale zweiter Gattung in
einer unbegrenzten Menge von Fillen durch die
vollen Integrale erster Gattnng dargestellt wer-
den kdénnen.

Belispiele.

Fir die allgemeine Transformation zweiter Ordnung
hat man

2vyk, . 1—k
=i ViSP-igm
F)=(@ +Ic)F'(lc); FY1—=M = #vai
()

EVI—A’:mE'Vl—k’-i—lk?cF}/l——k’
Hieraus folgt, wenn ¥®4-A* = 1 gesetzt wird:
k=vy2—1; By=2—v2
Fyi—i=y2.Fk)
(7a) =
EFk)=7V%. F(k)+4F}/1

EVi—B=(01—VY}HFV1—i k’+4F(k)

Fur die allgemeine Transformation dritter Ordnung
wird

po 0t L, (-t

14-2a 142«
PRI oL 1—p = A0 —a?
F 2a)% =T 20
— 142« — |
(8) FQ) = (1420)F(k); FY1I—AB = 3 FY1—F# |
E@) — ¢ fj%E(k) T iC)
EVITR = - BYi— W +§‘E1(i_";“))FViT-7¢?
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Meissel: Bemerk. iiber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc. 343
Hierans folgt, wenn %34-1%2 = 1 gesetat wird:

3—1 3—1
B TR e

FY1—2 = y3.F(k)

(8a)
Ew = rm +

4FV1 fX]

A‘E‘Vl—k’ = V23V3 FY1—1 +4F(k) ‘

Entsprechend erhilt man fir die n#échstfolgenden
Transformationen die fertigen Resultate:

ne=4; ‘k=(Y2—1)*}
FY1—k® = 2F(k)

9 E(}) =2(y2—1). F(k)+m

EYVi—iF = (Y2—1. FYI—© + 47(17)

ne=b5; RYI—B=y5—2; k=V}{—Vy5—2
FY1—i® = V5. F(k)

(10)

ew = (1+)/ L5 ‘)F(rc)+m,1 -

EVi=m- (- ) o) PV g

/ n=6; k=@—V3)(¥Y3—Vv2
}' FY1—if = y6.F(k)

) E® — 11+81/2V6V3 LA Jy

41«*1/1 5
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344 Meissel: Bemerk. iber die Reduction der vollen ellipt, Integrale atec.

e 3—vy7
( n="T, %VI<K=1 L= 4_‘/1;

FY1—K = y7.F®%

12 E(k) = (}-{-V,‘.)F( )+4FV1~—k?

E1/1-k2=(§——)m/1 k+4F(L)

s _s  pol=ve2VYye—i

re 1+V2VV2—1

FY1—id= y8.F(®%)
(13) i 1+2VV2—"1

O = Vitavya— T )+4FV1——L2
T — 1—v} PV T
BV R = ey v TV T Rt s

_— . —_— 1
n=09; UVYI—i< (ﬁ’#

o ¥3—1—V2y3—3
= 3

(14) FY1—7% = 3F(r)

E® = (+"3 ) PO+ g

EVlTIﬁ-( )FVI:'k§+4—F’f@)

Es braucht kaum bemerkt zu werden, dass wenn = ein Quadrat
ist, die Grosse F'(k) sich stets durch Fy/ } darstellen lisst. So ist z. B.

fir n = 4; F(k) = i‘ 2F.‘./‘/}2

. n=9; Fk)—-Y2EVE
V33-v3)
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Meissel: Bemerk, iber die Reduction der vollen ellipt. Integrale etc. 345

Um die Resultate fir gebrochene n ohne zu grossen Aunfwand
von Rechnung zu gewinnen, bemerke man, dass amus der Transfor-
mation ater Ordnung (» ganz) die Gleichungen fliessen:

FA)=AF®k); FY1—3 = ‘i: FY1—#?

E() =7 E®)—BF®) cf. (3)

k—I3 di
A=a3"dk

B = (k—ks)i@

T - — 40—

A = n—

und aus der Transformation mter Ordnung (m ganz) die folgenden:
FQQ) = 4,F(p); F 1—}.’=% FY1—u®

E() = 7 E(w)— B, F(g)

p—u® di
A—A% "dp

' m
By = (p— ’)d( )

Durch Elimination der ,,A“ folgt:

Ad=m—1
+A (1 —ph)—4,1—MN)

4 — m 4 —_—
F(P)'=ZIF(’¢)= FVI-—p’=-;.;1—1.F}/1_k2

Ep) = = .2 By — 22— 2B g

()

nA
dk + '

= By = (h— k) — u—w——wwv

Aus der letzten Gleichung folgt, dass alle Gleichungen
(3) selbst noch far gebrochene » giltig bleiben. Ferner
ist klar, dass die Modulargleichung zwischen % und ¢ als das
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346 Meissel: Bemerk, iber die Reduction der vollen ellipt Integrale etc.

Resultat der Elimination von 4 aus den algebraischen Gleichungen
zwischen 4 und %, sowie zwischen A und @ selber algebraisch
wird

Ich will der Kiirze wegen die obige inverse Doppel - Transfor-
mation als eine Transformation von der Ordnung:'; bezeichen; so-
wie die algebraische Gleichung zwischen den Moduln % und g durch

(15) £t 2)=o0
Setzt man nun:
F(p) = AF(); FY1—pd = ’in‘-' FY1I—&t
E(s) = 5 E()— BF(k)
eyi—p =L eyt + (24D 1) py1o

so werden 4 und B algebraische Functionen von % und u.

Ferner ergiebt sich, dass wenn w= V1 — &* gemacht wird,
FY1—=13 =:V1%.F(k)
EV1—i¢ = l/,%E(k)—BOF(k)
1 By}/m ]
w0 =+ 2V ) ot sy
( ﬂ) 4Fy1 — 13 o, ©)
L evicE - (5 2 VD) rvicre gl

und B, eine algebraische Zahl wird, welche von der Grosse des
Bruchs - abhAngt, sobald die algebraische Gleichung

f (k }’F—Tﬂ.ﬁ) =0

(16)

sich algebraisch 18sen lisst.

Man gewinnt z. B, fir n =3, m = 2
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| VI—B=02—V3)(V3+V2)
FY1—i3 = y}.F(k)

an < s 1—8Y2—6y345vy6
: E®) = V6

x®
Ot i

FYI=F + 5

i 8y 2+46yY3—11—4Y6
\ EV1I=i = 76

Um zu untersuchen, ob in dem Falle

FYI—% = VZ F&)

die vollen Integrale zweiter Gattung durch F(k) und algebraische
Zahlen aunsgedrtickt werden kdnnen, hat man die Modulargleichung
far die Transformation siebenter Ordnung

4 _ ] e

Va4 VA—)@1—a) =1
mit der Modulargleichung fir die Transformation dritter Ordnung

Vig+YI—ma—ph =1

zu verbinden, u® = 1—#%® zu setzen und zu untersuchen, ob % aus
beiden Gleichungen algebraisch dargestellt werden kann.

Man setze, wodurch beide Gleichungen erfiillt werden:
(] —a\ ¢
kA3 =(1';'”) 5 B(1—an) = (1——1’)

2

A—)(1—1) = (1;”)'; (A—k3) s = (—1-—'2'}"-’)'
Aus jhnen folgt zunichst
1—z3 =2V1—¢
und damn durch Elimination
, 284128+ 222414423 —15 =0
mit den reellen Wurzeln
ad = 2Y7—5
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348 Meissel: Bemerk. iiber die Reduction der vollen eltipt. Integrale etc.
Ist der Kiirze wegen
z=VY2Yy7—5

y=2zVy3
so folgt:

ag

und es sind in den Gleichungen

FY1—R=ViF®k)
k13
E(k) =gF(k)+ AFYI—#

TR ey P IR
EVY1=i =hrFY1—k + 17w
k, g und % algebraisch darstellbare Zahlen,

Ich habe in einer grossen Anzahl von anderen Fillen dic Moduln
Lk, welche der Gleichung

FYi=# = VgF(k)

geniigen, in algebraischer Form gefunden. In allen diesen Fillen
sind die vollen olliptischen Integrale zweiter Gattung in
F(k) und algebraischen Zahlen darstellbar. Ob aber k immer
als algebraische Zahl dargestellt werden kann, dartiber wage ich keine
Vermutung - auszusprechen.

Kiel, im Januar 1874.
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