[1952b] Sur les “formules explicites” de la
théorie des nombres premiers

La théorie analytique des nombres connait quelques formules qui re-
lient des sommes étendues a tous les zéros non triviaux de la fonction
zéta a des sommes étendues aux puissances de nombres premiers.! 11
n’est pas difficile d’étendre ces formules, dites »explicitesy, & des cas
beaucoup plus généraux, et ce n'est la a vrai dire qu’un simple excreice.
Si je me permets de U'offrir en hommage a Marcel Rirsz, ¢’est que d’une
part il met en valeur le role que joue dans la question une transformée
de Fourier qui n’est pas une fonction mais une distribution au sens de
L. Schwartz, et que d’autre part la structure formelle des formules ainsi
obtenues semble présenter quelque intérét, de sorte que par la elles mé-
ritent d’étre mises a la disposition des chercheurs.

Rappelons d’abord la définition des fonctions L de Hecke »mit Gros-
sencharakteren».? Soit & un corps de nombres algébriques, de degré d
sur le corps des rationnels; si v est une valuation de k, on désignera par
k, le corps déduit de & par complétion par rapport a v, et par k7 le groupe
multiplicatif des éléments non nuls de £,. St v est une valuation discrete,
elle correspond & un idéal premier p de £, et on se donnera le droit d’é-
crire D au heu de », done kv, k; au lieu de £ , £7; on désignera en ce cas
par U, le groupe (compact) des unités du corps p-adique &, =£,. On dé-
signera par v, (1 <<o<{r;) les valuations archimédiennes réelles de [, par
v, (ry - 1<<e<<r; }+-15) les valuations archimédiennes complexes de k, ot
par k; le complété de & par rapport a vy (1<<A<Ir,-+ry); k, est domne
pour tout p le corps des réels, et k, est pour tout ¢le corps des complexes;
on posera 1,—1, ,—=2.

L'V, par exemple A. E. Ingham, The distribution of prime numbers (Cambridge
Tracts, n°30, Cambridge 1932), Chap. IV; dans ce qui suit, nous nous référerons
& ce livre par le sigle DP.

2 K. Hecke, Eine neue Art von Zelafunktionen..., Math. Zeitschr. I (I1918), p. 357,
et 5 (1919), p. 11.

Reprinted by permission of the editors of Meddelanden Frdn Lunds Universitets Matematiska Seminarium.
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On sait qu’on entend par un ideéle de £ un élément a=(a,) du groupe
I1 &% tel que apé Up pour presque tout p (c’est-a-dire pour tout p & un

nombre fini d’exceptions preés); le groupe des idéles, topologisé de la
maniére »naturelles,® sera désigné par [,; P, étant le groupe des ideles
principaux, soit C',=1,/P,. Soit ¥ un caractére de ', ou, ce qui revient
au méme, un caractére de [/, prenant la valeur 1 sur £,. Sip est un
idéal premier de £, soit m(p) le plus petit des entiers m >0 tels que y(a)=1
pour a€ Uy (c’est-a-dire ap¢ Uy, et a,=1 pour v#p) et ap=1 mod. p™; de
la continuité de y sur /., il résulte que m (p) est toujours fini, et nul pour
presque tout p, done que f=T1p" ® est un idéal de k; f s’apelle le con-
ducteur de y. D’autre part, sur le sous-groupe l;[ ki de I, x est de la

forme

rit+7a a; ""f2_1 .
1@y, ot o )=11 — [@;|iea (1)
A=1 laq\

ou chacun des f, est égal & 0 ou 1, ol les f, sont entiers, et ol les ¢; sont
réels.

Soit a=(a,) un idéle; pour chaque p, ap détermine un idéal principal
(ap) =p" ) de ky; par définition des ideles, n (p) est 0 pour presque tout
p, donc [[p"* () est un idéal entier ou fractionnaire de k, qu’on désignera
par (a). Par définition de f, on a ¥ (¢)=1 si (#)=1, a;=1 pour tout 4, et
ap=1 pour tout diviseur premier p de f; done, si @;==1 pour tout 4, et
apy =1 pour tout diviseur premier p de f, ¥ (a) dépend seulement de
I'idéal a=(a); on a ainsi défini une fonction y(a)=y%(a) des idéaux a de
k premiers & f. On pose alors:

N () x(p)\ 1
L <s>—aZ<7va—>s—§ (1‘ (NEF) )

ot la somme est étendue & tous les idéaux entiers a de % premiers & f, et
le produit & tous les idéaux premiers p de k& qui ne divisent pas f. Si
est le caractére y, partout égal a 1, L(s) est la fonction zéta £ (s) du corps

k. On tire de (2):

LL(s)=—2" > log (Np) x(p)" (Np)~. (3)
b n=1

Si on pose s=g-}-it, les séries et produits ci-dessus convergent absolu-
ment, et uniformément dans tout demi-plan ¢>1-}-a, pour a>0; done,
dans un tel demi-plan, L (s), L(s)~1, et L'/L(s) sont bornées.

8 Cf. A, Weil, Sur la théoric du corps de classes, Journ, Math, Soe. Japan, vol.
3 (1951) p. 1.
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Pour a¢l, et a=(a), soit [la||[=]]as|" N (a)~L. Comme [ja|=1 pour
a

a€P,, x;(a)=|a|" y(a) est encore un caractere de C;; la fonction L asso-
ciée & y; est Ly (s)=L (s+¢7); on dira que y, y, sont associés. Parmi tous
les caractéres associés a un caractere donné, il y en a un et un seul pour
lequel les exposants ¢; qui figurent dans (1) satisfont & Zm ,=0; sans
restreindre la généralité, on pourra done supposer désormais que cette
condition est satisfaite.

Soit A le discriminant de k; soit A=(272)~¢| 4| Nf. On posera:

$1=8+1p; (1<A<ry+7y)
G~y r (221 4)
G, (5)— G(1—3)=(2n A) = I r (’m(l—z;z)HfAI)
ot~ désigne imaginaire conjugué, puis
P eI P LI .

- Sl
@

S (8)=@ ()]G4 (s)=2 (s1).

g
a m4, 12

En vertu des propriétés connues de la fonction I, |G (s)|~1 est O (eclt))
uniformément dans toute bande ¢,<o<oy, pour c¢>nd/4, et, dans la

méme bande, | & (s)] est O (|¢}V) pourN:d(al—%) si on exclut un voisi-
nage des poles de & (s).

Posons maintenant A (s)=G(s) L.(s). Un théoréme fondamental de
Hecke (loc. cit.?) dit que /1 (s) est une fonction méromorphe dans tout
le plan, ayant ses péles en s=0, 1 si y=y,, sans pole st y # y,, et qu’elle
satisfait & I’équation fonctionnelle

A(1—s)=xA(s) (6)

ol » est une constante, et |x¢]|=1. La démonstration se fait en exprimant
A(s) au moyen d’une intégrale définie; cette expression montre en méme
temps que /(s) est bornée dans toute bande o,<<o<<o,, des voisinages
des pdles s=0, 1 étant exclus pour y=y, Soit L;(s)=s(s—1) L (s), et
prenons ¢,<<0<1<<ay; dans ¢,<c<<oy, on aura |L;(s)|<Cetl) on ¢, C
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sont des constantes. Mais, d’aprés (2), L(s) est bornée sur =0, et
L(1—3) 'est sur 6=0,; comme on a

Ly (s)|=]s(s—1) L(s)|=[s(s—1) & (1—5) L (1—s)|,

il s’ensuit que |L, (s)]| est O (]t|¥) sur 0=0, et sur =0, st N est pris assez
grand. D’apres des théorémes classiques, on en conclut que |L, (s)| < D¢
dans ¢,<{6<{g,, |t|>1, D étant une constante; appliquant alors par ex-
emple le théoreme D de DP, p. 49, & deux cercles de rayons constants
r, R et de centre 1+a-tit, ou a est fixe >0, on voit que le nombre de
zéros de L, (s) dans le plus petit de ces cercles est O (log |¢]). Comme, en
vertu de (2) et de (8), tous les zéros de A (s) sont dans la bande 0<{o<(1,*
il s’ensuit que le nombre des zéros de A (s) satisfaisant a 7'<<|t| <741
est O (log T'); il y a donc une constante a, et, pour tout entier m tel que
|m|>2, un T, compris dans lintervalle m <7, <<m-1, tels que A(s)
n’ait pas de zéro dans la bande [¢—7T,, | <la/log |m|.

D’autre part, |G (s)] est O(e#'™) pour tout e>0 dans le demi-plan
o>>1; comme L(s) est bornée dans le demi-plan 0>1-1a, pour a>0, il
s’ensuit que |A(s)| est 0(35811“) dans ce demi-plan, donc aussi, d’apres
(6), dans le demi-plan ¢<<—a; comme /1 (s) est bornée dans —a<<o<<l-+a
(& un voisinage pres des pdles), il s’ensuit que [s(s—1)[x A (s) est une
fonetion entiere d’ordre 1 si on pose §,=1 pour y=y, et §,=0 pour y # y;.
On a done:

As)=ae [s (s—1)] ¢ 1l (ng) sl

ou a, b sont des constantes, et ou le produit est étendu aux zéros w de
A (s) comptés avec leur multiplicité.?> On a done, quels que soient s, s,:

1
2214 6)= ) (o=t s+ )

ur

d’ot1 en particulier pour s=1-—3§,, en tenant compte de (6):

apria-Su( ) (i )

w

t Le raisonnement classique d’Hadamard, appliqué comme le fait Landau (Vor-
lesungen iber Zahlentheorie, vol. 11, p. 14—15), montre d’ailleurs que A (s) n’a
pas de zéros sur la droite ¢=1, ni par conséquent sur ¢=0. Ce raisonnement ne
tombe en défaut que si y est un caractére réel #y, mais en ce cas L (s) est le
quotient, par la fonction zéta de %, de la fonction zéta d'une extension quadra-
tique de k, et par suite le résultat reste valable.

5 8i s=0 était un zéro de A, le facteur correspondant devrait étre remplacé
par s, et il n'y aurait rien & changer & ce qui suit; d’ailleurs cette circonstance
ne peut pas se présenter (cf.4).
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ou N désigne la partie réelle. Pour sy;=1-+a-+41¢, 0<<a <1, cela donne:

| A A (s)| =N [A'/A (So)] zz(a—l—l)zj—(t—~y)2_ax (aj_]+%)

ol on a posé w=pf-+iy. Mais L'/L(s) est bornée sur la droite 6=1-4a;
sur cette droite, (' /G (s) est O (log |¢]); done | A'/A (s,) | est <Ajlog|t|4-A,,
et on a par suite

1 (a+1)2 1 , ,
Z a’+(t— y)2§ a? Z (a+1)2+(t—y)2§A° log [¢t|+4;,

o 23}

ou A, A,, 4,, A, dépendent de @ mais non de ¢. D’autre part, si on prend
s=o0+il, —a<o<l+4a, et t=T,, d’ou |t—y|>aflog |m|, un raisonne-
ment élémentaire (DP th. 26, p. 71--72) montre qu’on a

, , V3 S )
| A" [A () — A'[A(sy)] ST(“‘{'I“U) log [m]| ( az—l—(t——y)2+a2—1—t2)’
d’aprés ce qui précede, le premier membre est done <B, (log |m|)2+ By,
ot B, B; ne dépendent que de a; comme d’ailleurs |A"/A (s,)| est
O (log [m]), on a donc en définitive, pour m entier, |m|>2, s—=o+:7,,, et

—a<eg<l-taq, 0<<a<l1:

| A [A(s)] < B (log [m|)?

m?

——
-1
—

ou B dépend de ¢, mais non de m ni de .
Cela posé, soit F(x) une fonction & valeurs complexes définie sur la
droite réelle qui possede une »transformée de Mellin» &

e |
@(s):j F(x) I gy

holomorphe dans une bande —a <o<{1-+a; d’'une maniére plus précise,

nous supposerons qu’il existe a’ >0 tel que F (x) oLt )il appartienne a

L, ce qui assure que @ (s) existe et est holomorphe dans —a’'<o<<1+ta’;
et nous supposerons de plus qu’il existe >0 tel que a <1, a<<a’, et que
D (s) soit o ((log |t[)“2) uniformément dans la bande —a <¢ <{1--a. Pre-
nons 7'>2, 7'>2; il y aura des entiers I, m tels que |7T—T,,|<1,
| =T'—1T,|<1. Le nombre des zéros w=F-+1iy de A(s) dont la partie
imaginaire y est comprise entre 7' et 7', est O (log 7'), donc la somme
Z D (), étendue a ces zéros, tend vers 0 quand 7' augmente indéfini-

8 Conformément aux usages recus, il faudrait dire que @ (s) est la transformée
de Mellin de la fonetion v—'/: F {log v), définie pour »>0.
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ment; il en est de méme pour — 7" et T',. Considérons alors I'intégrale
de @(s)dlog A(s) sur le contour du rectangle formé par les droites
c=—a, o=1+4a, t=T,, t=T, en vertu de (7) et de 'hypothese faite
sur @, 'intégrale prise sur le c6té t—=1T,, de ce rectangle tend vers 0 avec
1/T, et celle relative au coté =7, tend vers 0 avec 1/71". En tenant
compte de (6), on obtient:
D (w)=6, [®(0)+S(1)|+1(T,,T,) mod. o(1) (8)
—I<y<T
o1 on désigne par o(1) le groupe additif des fonctions de 7', T qui ten-
dent vers 0 avec 1/T, 1/T", et oi1 on pose:
1+a+it
Tt )=y f@(s)d]og/l(s)—@(l—é)dlog/l—(s)
1+ atit
Comme d’ailleurs, sur la droite o=14a, L'/L(s) est bornée, et G'/G (s)
est O (loglt]), I(T,T,) tend vers 0 avec 1/T, et I (— T, T,) avec 1/1",
de sorte que dans (8) on peut remplacer I (7T, T,;) par L (T, —7"). Dans
I(T, —1T), remplagons A(s) par G (s) L(s); I (T, —T') apparait comme
somme d’une intégrale analogue I,(T, —T’) portant sur L(s) et d’une
antre 1, (T, —T") portant sur G (s). Appliquant (3), on obtient:

T +
IO(T,%T'):%}] dth Hyp . (u) et dy (9)

- }J, no T
ou l'on a posé

log N -
o, (u):%in;;[x (M F (u+log Np) oz Taju

+x (0} F (u—1log N p») e*(ilz*“‘) ”]

D’autre part, on a

1+a%iT —a+jT
2mi [ (T, —T")= _/ @ (s) d log G (s)-— | @ (s)d log Gy (s).
1+a—i 7" —a—i

Mais G'/G'(s) n’a pas de péle dans le demi-plan ¢>0, et par suite
G1/G, (s) n’en a pas dans o<1; d’ailleurs ces fonctions sont O (log |t|)
dans ¢;<<0 <y, en dehors de voisinages de leurs péles, quels que soient
oy, 0,. Il s’ensuit qu'on a

THeT
1/
1, (T, ﬁT’)mzm,/@ (s)d log § (s) mod. o (1)
i
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d’ol1, en appliquant encore une fois le méme raisonnement:

*1+7T2

IAT, —T)=Jo(T, =T+ > Ju(T, =T mod . o (1)
en posant B
14dr
J (T, —T") logAf@ 5) ds,
——zT
Ligm
T (T, —T") f@ (s—ign)dlog &, , ().
j-ir
On a done:
3@ ()=, [@(0)+ B ()] + 1, (T, —T)+J (T, —T")+
—T<y<T
T+
+ 2T, —1T) mod . o (1) (10)
i=1

Comme d’ailleurs @ (;——%fit—iqm) est la transformée de Fourier de
F(x)e iz on a
+ @

(T, —T") = [F (@) e=inx (T, —T) dx

— 0

avec

T
, 1 4 :
Iy 1 (5 T, —T') =5 — [ e d log 8, ; (L+it).
-
Posons maintenant

+ o

H,,,,(x):iﬁfeixt [%d log &, 4 (}zw{%t) d log &y, U( +it)};

2

— 00

en vertu d’identités et d’évaluations connues, on voit que la différence
entre I'intégrale du second membre, et la méme intégrale prise entre les
limites — 7" et T, est, en valeur absolue, <2 (e~*74-¢—*"") pour p=1,
f=0ou l, et <C (T-14T'-1) pour n=2, C, dépendant de { mais non
de T', T'. De plus, en vertu de formules connues, on a:

(—1)L-7 | —e—ltali2

H‘:f(x):W,E’ Hy (x):m.
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11 §’ensuit qu’on a:
=+ oo
Ja (T, —T’)z%—'l JF (x) e=®r H,, + (x) de+

— 0

+% JF(x) e Wiy o (2 T, —1") do mod.. o (1).

Pour aller plus loin, nous ferons sur F (x) des hypothéses plus précises
que jusqu’ici. Nous supposerons pour fixer les idées que F(x) satisfait
aux conditions suivantes:

(A) F(x) est continue et continument différentiable partout sauf en
un nombre fini de points a,, en lesquels F (z) et sa dérivée F' (x) n’ont
qu'une discontinuité de premiére espéce, et en chacun desquels on a

F(a,) :; [F(ai+0)+F(ai~O)].

—(i+0) 1z
(B) Il existe 6>>0 tel que F(x) et F’(x) soient O(e o) ) pour

‘ (3+e) 12
Cela entraine que, pour 0<<a’<b, F(z)e" vl est dans L1, et que

D(s) est O (}t}*l) uniformément dans —a’ <o<<14a’'; les résultats précé-
demment démontrés sont done valables pourvu qu’on prenne 0<<a<<a' <
a<<1. Pour un choix convenable de la constante C, on aura

d’ot, en posant d=b—a:

Hy o (u)| e
C'log Np — Nprd+d

_I_-anb eé\uf inf (Np—n(l +2b), e—(1+2b) lu!) g 21\Tpfn (14-a)

d’olt
o log N
1 og VD
Lda << .
J\ {Hp, n ) du<<2C ( +1+2a/_|_(3) pn(l—{—a)
Il s’ensuit que la série H (u Z H,  (u)est absolument et uniformément

convergente et définit une fonctlon H (u) qui est dans L1, et que (9) peut
s’écrire

iy +
1,(T, T 1 f dt f H (u) ette du.
- o0

7T
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De plus, H (u) est continue et continument différentiable en dehors des
points a,+log Np” ol elle a, ainsi que sa dérivée, au plus des disconti-
nuités de premiére espece, et oll sa valeur est moyenne arithmétique
entre ses limites & droite et a gauche. Dans ces eonditions, la formule
d’inversion de I'intégrale de Fourier s’applique, ¢’est-a-dire que {, (T, — T
tend vers — H (0) pour T'-—»+}occ.

Pour obtenir la limite commune des deux membres de (10) pour
T—=1T"—-oco,il ne nous reste donc plus qu’a évaluer la limite de J (7T, —T')
dans le cas ou n;=2, f;=0. Autrement dit, il faut évaluer la limite de

T +T
zfuf W (t) d log §2,0(%+it):£f () B[ 170 (5+it) | de
_T -7

pour T—+oo, ¥(t) étant la transformée de Fourier d’une fonction
F(x)=F (x) e~#i® qui satisfait aux conditions (A) et (B).

Mais la fonction %R [P’/F (;-Jr—zt)] est paire et est de la forme
log [t|4+0 (t—2) pour {|—+-oco. La transformée de Fourier de log |¢| est
une distribution, qui a été déterminée par I.. Schwartz?; celle de
R |17/I (3 +it}] est donc une distribution, qui ne différe de la précé-
dente que par une fonction continue. On trouve que c’est la distribution
—n PF (lexf"z—e*xf’z\*l), olt le symbole PF est défini comme suit. Soit
a(x) une fonction appartenant 4 ! sur (- oo, --1) et sur (+1, +oc), et
telle que f(x)=|x! a(x) satisfasse & la condition (A); on posera:

PFf:(x) dx=Tim | f(of—e—w) a(z) de—2p(0) log 4].
— A-rd4o0  — w0

Alors, si a{z) est telle que |x| a(x) satisfasse & (A), et si ¢ (x) est continue
et continument différentiable & support compact, la formule

+ w0

PF « ((p):PFfa (x) @ (x) do

définit une distribution PF a, égale a la fonction a sur tout intervalle ne
contenant pas 0, et qui ne différe de la distribution Pf a de Schwartz que
par un multiple de la distribution é de Dirac. Cela posé, il résulte des

? L. Schwartz, Théorie des Distributions, vol. 11 (Act. Sc. et Ind. n°1122, Paris,
Hermann et Cle, 1951), formule (VI1I, 7; 18).
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théoremes de Schwartz que, si F,(x) et ¥ (f) sont comme ci-dessus, on a

T + w0

.
lim f W@ R [ et)]dt~~'zPFf fy(@de

1=+ ’exf'Q,__g“—ﬂz"EE’

— 0

on peut d’ailleurs le vérifier directement comme suit. Comme
R (+it)]

ne différe de log [¢| que par une fonction de L?, il suffit, en vertu du théo-
4T
réme de Plancherel, de vérifier la formule analogue pourf Y (t)log |t] di.
-

On peut, sans rien changer, remplacer ¥(#), F,(x) par ¥ )+ ¥ (—1),
Fi(x)+ F,(—=x), ou autrement dit supposer que F,; et WV sont paires;
vérifiant le résultat directement pour F; égale & 1 pour |x|<1, & 0 pour
|z|>1, on se raméne au cas ou #,(0)=0, donc, compte tenu de (A), ou
Fi(x)=|xz| Fy(x), F, étant une fonction paire, continue sauf en un
nombre fini de discontinuités de premiére espéce, et O (e—/#12) &4 I'infini.
On a alors en définitive & démontrer la formule suivante:

o0 T

+ Lo i
j Fy(x) de= _2 lim |logt [J Fy(x) cos (tx) de dt,
0 0

Trstw
0

ou, apres une intégration par parties:

+ o T +x

f Fy(x dx-w— lim ff sin )dtd
Tt

0

I'intégrale double du second membre est absolument convergente, et peut
donec s’écrire:

+ o :L'T. + + 0 + ©
f Fz(x)(f Si?jdt) dx:’;f F2(x)dxj Fz(x)(fs“”dt)d
0 0 0 0 T

et 1l est immédiat que le dernicr terme tend vers 0 pour 7'— +oo, ce qui
achéve la démonstration.

Nous obtenons done le résultat définitif suivant:

St F(x) satisfait auz conditions (A), (B), la somme Z D (w), étendue
aux 26ros o=ty de L(s) qui satisfont @ 01, |y|<T, tend vers une
limite pour T— oo, et cette limite a la valeur
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-{:oc
lim Z D () =19, { F(x) (ex/2+e—1’2) dzx+F(0)log A
T—+4 o |yl<T — o

1 O'I\T
—Z Z"Tp)“ £ (0)" F (log Np™)+ 1 (p) " F (log No-1)]

=

P

. Z PFf I(w e¥i«mx Kn;', i1 (x) dx (11)
oll on a posé:
efi—1) Izl g lwliz
K],;(:U):m, : 2,f(x):;€x,ﬂ2__e ﬁx,"ZE-

Telle est la forme la plus générale des »formules explicitess. Naturelle-
ment, on pourrait élargir sensiblement les hypothéses faites sur F.

Nous allons appliquer ces résultats & une transtormation de I'’hypo-
thése de Riemann qui n’est peut-étre pas sans intérét. Pour cela, nous
nous appuyerons sur le lemme suivant:

Pour que L (s) satisfasse & Uhypothése de Riemann, il foud et il suffit que
la valeur commune des deux membres de (11) soit >0 pour toute fonction F
de la forme

F(@)=F,(@)* Fo(—a)=[Fy(z+10) Fy (&) dt,

ot Fy est une fonction satisfaisant a (A), (B).

F est alors continue et est la primitive d'une fonction F’ continue
partout sauf en un nombre fini de discontinuités de premiére espéce (ce
sont les points a,—a, si les a, sont les points de discontinuités de F,); ¥
satisfait & (B); et, si @, est la »transformée de Melliny de F, (cf.%), celle
de F est @ (s)=D,(s) D,(1—s5). Si done tous les zéros o de L (s) dans la

. 1 .
bande critique sont sur o= le premier membre de (11) est >0 pour ce
choix de F et @. Supposons au contraire que L (s) ait dans cette bande

un zéro wy=p,+y, avec ‘BO#%. Posons
et (s—5—iyyl, Py(s) =P, (z), D (5)=" (2),

de sorte quon a ¥ (z)=¥,(z) ¥, (2) et que Fy(x) e F (z) ¢ sont les
transformées de Fourier des fonctions induites par ¥, (z), ¥ (z) sur l'axe
réel. Comme la transformée de Fourier de toute fonction de la forme
P(x)e~41%¥, ou P est un polynome et A >0, est une fonction de méme
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forme, il §’ensuit que, si on prend pour ¥;(z) une fonction P (z) e—4%,
F,(x) satisfera a (A) et (B). Pour un tel choix de ¥ (z), ¥ (z) sera de la
méme forme, done @ (s) sera O (e'ﬂ“") pour tout 4’<C A4, uniformément
dans 0<<e <1, et par suite Z @ {w) sera absolument convergente; pour
achever de démontrer le lemme, il suffira de faire voir que cette somme
sera <0 pour un choix convenable de P(z) et de 4. Posons en effet,
pour tout zéro o de L(s) dans la bande critique, n:i(a)f%—iyﬂ), et en
particulier n,=1 (wo~f;~ﬁ-iy0):i(,6’0ﬁ;f). Soit ¢ (z) le polynome ayant
pour zéros simples tous les # distincts, autres que 5, et 7,, qui satisfont
a [Ny <2, comme, d’aprés (6), les 5 sont réels ou deux & deux imagi-
naires conjugués, on peut prendre ¢ & coefficients réels; on prendra
P(z)=2Q (z) @{—=z). Alors, si m est I'ordre de v, comme zéro de L (s}, on
aura, pour A4>1:

Z B ()= —2m (50_;‘)2 1Q (1) |42 (ﬁr-‘_;)'*jLZ P ()2 e 24n° <
R >2
< 2m (B 5 1Q ) * e P e N P (pyze,
|y >2
et il est clair que le dernier membre est <0 pour 4 assez grand.

On va maintenant, au moyen du lemme, donner une condition néces-
saire et suffisante pour que toutes les fonctions L construites sur le
corps k satisfassent a ’hypothese de Riemann.

Pour cela, soit comme précédemment C',—=1,/P, le groupe des classes
d’ideles de k; pour toute valuation v de k&, k7 sera identifié avec le groupe
des 1ideles dont toutes les composantes sont égales & 1 sauf au plus celle
relative a »; comme ’homomorphisme canonique de [, sur €, induit sur
ce groupe k£ un isomorphisme de k} sur son image dans C,, cette image
sera, elle aussi, identifiée & k7. On a défini précédemment la fonction [le||
sur I,; comme elle est égale & 1 sur P,, elle détermine sur C,, par pas-
sage au quotient, une fonction qu’on notera ||&||; &— [[£]| est un homo-
morphisme de (', sur le groupe multiplicatif y des réels >0, dont le
noyau C} est compact (cf.?). La fonction [|&]| induit |z sur &}, |«|? sur
kf, et Np—=@ sur ky si n (x) est défini pour xékﬁ par (x)=p» @,

D’une maniére générale, st p est un homomorphisme & noyau compact
d’un groupe ¢ sur le groupe y, on peut normer la mesure de Haar sur &
par la condition que la mesure de la partie compacte de G déterminée
par 1 <¢ (& <M soit log M; si ¢ est un homomorphisme & noyau com-
pact de & sur un sous-groupe discret ¥’ de y, on peut normer la mesure
de Haar sur @ par la condition que la mesure de la partie compacte
(ouverte et fermée) de ¢ déterminée par 1 <g¢ (&)<M soit log M-+0O (1)
pour M->-+oo; en ce dernier cas, si " est engendré par a>1, la mesure
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du noyau de ¢ sera log a. Dans 'un et autre cas, la mesure de Haar
ainsi déterminée sur G sera dite normée au moyen de @. On notera d£ la
mesure de Haar sur ¢, normée au moyen de [|&];; et, quel que soit v,
on notera d*x la mesure de Haar sur k7, normée aussi au moyen de |lz|;
cette notation est destinée a rappeler qu’il s’agit d’une mesure de Haar
sur le groupe multiplicatif k7; si d*x est une mesure de Haar sur le
groupe additif £,, d*x ne différera de d+a/| 2| que par un facteur con-
stant. Sur £}, on a d*x=dx/2]x|; sur k], si on pose x=re?® on a
d*x=drd0/mr; sur ky, la mesure, pour d*z, du groupe compact Uy des
unités de kp est log (Vp).

Considérons le sous-groupe de [, formé des idéles a=(a,) tels que
ap=1 quel que soit b, et a;=a,>0 pour 1<A<{r;tr,; soit v, 'image de
ce groupe dans (';; y, est isomorphe & p, et () est produit direct de
02 et y,; de plus, les caractéres y de ', qui satisfont a Zn;_ ;=0 sont
ceux qui prennent la valeur 1 sur y,, de sorte que le groupe I" de ces
caractéres est isomorphe au groupe des caracteres du groupe compact
('%; on attribuera done A I la topologie discrete. Soit F, (y, ) une fone-
tion définie sur I" x R, nulle pour presque tout y (c’est-a-dire que, pour
tous les y sanf un nombre fini d’entre eux, on a #(y, x)=0 quel que
soit a), et telle que, pour tout 4, F,(y, x) satisfasse & (A) et (B). On po-
sera, pour £¢C,:

=2, Fol, ~logligl)) x(8),
ze I
et, pour tout y¢r,

+w

F(y,a)= [ Fylz, a4+t F,(z, 1) dt.

— o

On aura, dans ces conditions:
P(E=0(£=Q(EN=2 F (y. —logll&) z(8),
x€ L

ou # désigne le produit de composition dans {',, pour la mesure d&; P (&)
est une fonction de type positif sur C,. Kcrivons que le second membre
de (11) est >0 quand on y substitue F (y, ) a ¥ (z); et faisons la somme
des inégalités ainsi obtenues pour tous les y¢ . On obtient, aprés quel-
ques calculs sans difficulté:

D (P)= +/"P

”x‘,} -
Zf rx—lu I‘xl 4 (12)

e8] dE—
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avec
Fitre -+
o=log [A|+log (2z)~1— > PF [ 0(e %) K, o () dx (13),

A=1 T

ou on a pris 6,(1)=1 quel que soit v, Op(¢)=0 pour {# 1 quel que soit p,
et ou les 0; sont tels que (13) ait un sens; on peut prendre par exemple
0;(t)=1 quel que soit t. La valeur de D(P) est indépendante du choix
des 8.

11 résulte du lemme que D (P)>0, pour toutes les fonctions P obtenues
comme il a été dit, est une condition nécessaire et suffisante pour que
toutes les fonctions [, construites sur le corps A satisfassent & I'hypo-
theése de Riemann. Comme D, en tant que fonction de P, est une distri-
bution sur C,, cette condition peut s’exprimer en disant que D est »de
type positify. 1l est & peine besoin de dire que 'hypothese de Riemann
ne parait pas plus facile & démontrer sous cette forme que sous sa forme
classique. En revanche, notre énoncé met en évidence I’analogie entre
corps de nombres et corps de fonctions. Si en effet £ est un corps de
fonctions algébriques de dimension 1, sur un corps de constantes fini a ¢
éléments, on peut définir (cf.?) le groupe €, des classes d’ideles de £
(qui ici est totalement discontinu, et limite projective de groupes discrets),
ainsi que les sous-groups k7 de € relatifs aux valuations » de % (qui ici
sont toutes discrétes); pour un idéle a, on pose ||a||=¢ 4 o a est le
diviseur associé naturellement a l'idéle a; de méme que plus haut, on
normera au moyen de [ja| les mesures de Haar sur U, et sur les groupes
k%. On définira une distribution D sur U, au moyen de (12), en prenant
cette fois p=(2¢—2) log ¢, ¢ étant le genre, et en prenant 0,(1)=1,
0,(t)=0 pour t# 1 quel que soit ». Cela posé, des calculs semblables aux
précédents, mais beaucoup plus élémentaires, montrent que 'exactitude
de I’hypothése de Riemann pour toutes les fonctions L construites sur
équivaut & I'inégalité I (P)>0 pour toutes les fonctions

P(§)=0(&) Q& 1)

sur ¢, ou £ est une fonction sur €, nulle en dehors d’'un compact, et
constante sur les classes suivant un sous-groupe ouvert de ¢/,. Bien en-
tendu, dans le cas des corps de fonetions algébriques, I'hypothése de
Riemann est un résultat acquis, et par suite, au sens qu’on vient de
dire, la distribution D attachée & un tel corps est bien »de type positifs.
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