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Calcul explicite de J(N) = /

— , Claude pour Denise Vella-Chemla
Jo Inx In(N —x)

Etape 1 : encadrer In(N — z) sur intervalle d’intégration
Pour z variant de 2 & N/2, le terme N — z varie de N — 2 (proche de N) a N/2. Donc :
N
ln(Q) < In(N—-2z) <In(N—-2) =~ InN.

Ces deux bornes ne different que de In 2, une constante - négligeable devant In N qui tend vers
I'infini. Donc sur tout l'intervalle,

In(N —z) ~InN (N — ).

Etape 2 : sortir ce terme (presque constant) de 'intégrale

1 N/2 (g
J(N) ~ 7/ ax
(N) In N J2 Inx

Etape 3 : reconnaitre I'intégrale logarithmique

/ZN/Z dw Li(Z) CLi2),

Inz

ou Li est la fonction intégrale logarithmique. Le terme Li(2) est une constante négligeable, et on
sait (c’est le coeur du théoréme des nombres premiers) que

N N/2 N
Li( — | ~ ~ N .
1( 2 ) w2~ amy V)
Etape 4 : assembler
1 N N

N) ~ . = .
J(N) InN 2InN 2(In N)?

Etape 5 : compter les deux moitiés

J(N) ne couvre que z de 2 a N/2 (une moitié du quinconce). En sommant 'autre moitié symétrique
(par z <> N — x), on double :

Vérification numérique rapide

Prenons N = 10000 : In N = 9,21, donc

N 10000
(InN)2 "~ 848

~ 118.
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Le vrai nombre de décompositions de Goldbach de 10000 est environ 155. L’ordre de grandeur colle
bien (rapport &~ 1,3) - ’écart vient justement de la corrélation entre “k premier” et “/N — k premier”
que le calcul naif d’indépendance ignore, et que seule une correction multiplicative peut absorber.

J’ai calculé les vraies valeurs par crible (exhaustif, en comptant réellement les paires (p, ) premiéres
avec p +q = N), jusqu’a N = 10°. Pour N = 10', le crible demanderait 10 Go de mémoire, ce
qui dépasse ce dont je dispose ici (3,9 Go) - je donne donc seulement 1'estimation heuristique pour
cette ligne, sans valeur exacte vérifiée.

N | Estimation N/(In N)? Vraie valeur 7(N) | Rapport (vrai/estimation)

104 118 127 1,077
10° 754 810 1,074
106 5 239 5 402 1,031
107 38 492 38 807 1,008
108 294 706 291 400 0,989
10° 2 328 540 2 274 205 0,977
1010 18 861 170 | (non calculé - mémoire insuffisante) -

Ce que ¢a montre

- L’ordre de grandeur N/(In N)? est le bon : le rapport reste toujours proche de 1 (entre 0,97
et 1,08 sur toute la plage).

- Mais le rapport n’est pas constant : il oscille autour de 1 plutot que de converger vers 1
de facon monotone. C’est précisément la trace de la corrélation entre “k premier” et “N — k
premier” que le calcul naif par indépendance (celui qu’on a fait) ignore - elle dépend de la
factorisation de N (typiquement, un N divisible par beaucoup de petits premiers a plus de
décompositions que la moyenne, un N “sans petits facteurs” en a moins).

- C’est cette dépendance en la structure arithmétique de N - invisible dans un modéle purement
probabiliste comme le notre - qui explique pourquoi 7(N)/[N/(In N)?] ne tend pas vers 1 mais
vers une “constante” qui varie avec N.



