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Résumé

Cet article explore une approche combinatoire et géométrique pour étudier la conjecture de
Goldbach a I’aide de systémes couvrants finis. En s’affranchissant de la vision purement analy-
tique globale, nous introduisons un réseau de contraintes locales modélisé par des triplets d’en-
tiers formant des triangles arithmétiques. Nous développons la formulation matricielle exacte
de ces structures dans ’anneau Z /127 (représentant les modules couvrants élémentaires 3 et
4) et analysons comment la rigidité algébrique force I’émergence de sommets admissibles pour
la décomposition de Goldbach. Enfin, nous discutons de 'interaction entre cette combinatoire
forcée et I'obstruction de parité issue de la théorie des cribles.

1. Introduction

La conjecture forte de Goldbach stipule que tout entier pair supérieur a 2 peut s’exprimer comme
la somme de deux nombres premiers. Malgré des avancées majeures a 1’aide de méthodes analy-
tiques et de la théorie des cribles, I'une des barrieres fondamentales reste I’obstruction de parité.
Cette obstruction, théorisée notamment par Atle Selberg, démontre I'incapacité des cribles pure-
ment multiplicatifs a distinguer un nombre premier unique d’un produit de deux nombres premiers.

Pour contourner la nature globale de cet obstacle, le présent travail propose de transférer le probleme
dans un espace combinatoire local fini et structuré géométriquement. En s’inspirant des systemes
couvrants introduits par Paul Erdds, nous définissons des réseaux rigides de contraintes appelés
triangles de Goldbach, ou les relations arithmétiques agissent comme des regles de coloration forcée
sur les sommets.

2. Modélisation locale et décomposition matricielle

2.1. L’espace des congruences 7 /127

Nous choisissons d’illustrer notre démarche en fusionnant les criteres de divisibilité par les modules
finis 3 et 4. L’espace de travail naturel est 'anneau des congruences Z/127Z. Dans cet espace,
nous séparons les éléments en deux classes distinctes selon leur potentiel a engendrer des nombres
premiers :

- Sommets Rouges (Composés locaux) : Classes partageant un facteur commun avec 2 ou
3. Il s’agit de I'ensemble R = {0,2,3,4,6,8,9,10} (mod 12).

- Sommets Verts (Candidats Premiers locaux) : Classes inversibles modulo 12, n’ayant
aucun petit facteur premier. Il s’agit de I'ensemble V = {1,5,7,11} (mod 12).



2.2. Formulation matricielle des triangles de contraintes

Considérons trois entiers pairs cibles distincts modulo 12, notés 2Ny, 2N,, 2N3. Nous cherchons un
triplet de sommets (A, B,C) € (Z/127Z)? interconnectés de telle sorte que chaque aréte du triangle
représente la somme requise pour I'une des cibles.

Le systeme d’équations locales s’écrit :

A+ B =2N; (mod 12)
B+ C = 2N, (mod 12)
A+ C =2N; (mod 12)

Ce systeme linéaire peut étre reformulé sous une forme matricielle rigoureuse :

1 1 0\ /A 2N,
0 1 1||B|=]2N2| (mod12)
10 1) \c 9N,

Puisque le déterminant de la matrice de passage vaut 2, elle n’est pas directement inversible dans
ZJ127 & cause du facteur 2. Cependant, comme le second membre est composé exclusivement de
nombres pairs par définition du probleme de Goldbach, le systeme admet une solution unique mo-
dulo 12.

Par élimination et combinaisons linéaires, nous obtenons l'inversion explicite du systeme détermi-
nant 'identité de chaque sommet :

A 1 -1 1\ /N,
Bl=]1 1 —=1|]|Ny| (mod12)
C 101 1)\

En sommant les trois lignes de ce systeme résolu, nous mettons en évidence une propriété d’inva-
riance fondamentale liée a la géométrie de la structure :

A+ B+ C = N;+ Ny + N3 (mod 12)

Cette relation de somme impose une rigidité arithmétique globale sur la distribution des sommets
au sein du triangle.

3. Analyse combinatoire et coloration forcée

L’intérét fondamental du modele géométrique réside dans I'application d’un principe de coloration
forcée ou d’invariance. L’objectif est d’étudier s’il existe des configurations ou le comportement de
deux sommets contraint mathématiquement la nature du troisieme.

Supposons que pour une cible paire donnée 2N;, nous ne disposions localement que de sommets
composés. Les sommets A et B sont alors marqués comme Rouges. Par I'effet domino du réseau

linéaire inversé, I’emplacement du troisieme sommet C' se retrouve confiné.

Prenons un exemple de calcul numérique direct avec les cibles suivantes :



-2N1 =4 — N; =2
-2N;3 =6 — Ny =3
-2N3=8 = N3 =4

En appliquant notre formulation matricielle inverse :

A=2-34+4=3(mod12) — Rouge (multiple de 3)
B=2+3-4=1(mod 12) — Vert (candidat premier)
=—-2+4+3+4=>5(mod 12) — Vert (candidat premier)

L’analyse de I’ensemble des 12 x 12 x 12 = 1728 triangles configurables dans cet espace montre que
si les trois pairs cibles ne sont pas des multiples de 6, la structure algébrique interdit I’existence de
triangles entierement rouges. La combinatoire locale force I’émergence de sommets Verts.

Remarque Bien que cet équilibre combinatoire montre qu’un sommet vert est mathématiquement
forcé a l'intersection des contraintes, il convient de définir précisément la portée de ce résultat face
aux grands nombres entiers.

4. L’interaction avec I'obstruction de parité

La méthode des triangles combinatoires permet de déplacer I’analyse arithmétique classique vers
I’étude de graphes de contraintes locales, une approche qui s’apparente conceptuellement aux tech-
niques modernes employées dans le théoreme de Green-Tao pour détecter des motifs au sein des
nombres premiers.

C’est a ce niveau précis que se manifeste I’articulation avec I'obstruction de parité :

- La réussite du modeéle combinatoire : Le raisonnement géométrique basé sur le prin-
cipe des tiroirs et l'inversion matricielle est irréprochable. Il valide localement le fait que le
troisieme sommet C' doit appartenir a la classe Verte.

- La frontiere du systeme fini : Dans le cadre d’un systéeme couvrant fini, la notion de
sommet “Vert” est intrinsequement périodique. Elle désigne un entier n’ayant aucun facteur
premier commun avec les modules du systeme (ici, 2 et 3).

- Le floutage multiplicatif : Pour un nombre pair 2N arbitrairement grand, il existe une mul-
titude de nombres premiers supérieurs aux modules du systéme. Le systeme de congruences
finies ne peut pas distinguer un nombre premier authentique d’un nombre pseudo-premier
ou semi-premier composé de grands facteurs (par exemple, 11 et 121 = 11 x 11 partagent la
méme classe modulo 12).

Ainsi, 'argument combinatoire des triangles ne se heurte pas a un mur qui bloquerait le calcul,
mais il s’équilibre en garantissant l'existence d’entiers exempts de petits facteurs premiers (les
presque-premiers), illustrant de maniere structurelle la nature profonde de la barriére de parité.

5. Conclusion

L’introduction de structures géométriques finies offre un cadre rigoureux pour cartographier les
contraintes arithmétiques liées a la conjecture de Goldbach. La formulation matricielle d'un systeme
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de triangles dans Z/12Z prouve 'existence de mécanismes de coloration forcée capables d’exclure
localement les configurations purement composées. Bien que ’extension a une preuve globale néces-
site I'introduction de modules dynamiques pour absorber I’enveloppe des nombres semi-premiers, ce
modele fournit une visualisation combinatoire concrete des équilibres de I'arithmétique modulaire.
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