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1. Résumé

Ce document présente une analyse compléete et autonome du treillis de Goldbach, un outil com-
binatoire pour étudier la conjecture de Goldbach. Nous définissons le treillis de maniere rigoureuse,
analysons sa structure algébrique (une bande rectangulaire), reformulons la conjecture de Gold-
bach en termes d’autocorrélation symétrique d’une unique suite de bits, et explorons les limites
d’une approche probabiliste via le théoreme de Borel-Cantelli. Des expérimentations numériques
completent cette étude. Tous les éléments sont inclus ici : pas besoin de références externes.

2. Introduction

2.1. Contexte historique

La conjecture de Goldbach, formulée en 1742, stipule que :

Tout nombre pair n > 6 peut s’écrire comme la somme de deux nombres premiers.

Aucune preuve n’a été trouvée a ce jour, malgré des approches analytiques, combinatoires et pro-
babilistes.

2.2. Motivation

Notre contribution est un treillis combinatoire qui :

code les décompositions de n en 4 lettres {a, b, c,d},

utilise 16 regles de réécriture,

révele une structure de bande rectangulaire,

permet une reformulation en termes d’autocorrélation.

2.3. Organisation

Ce document est autonome : il contient toutes les définitions et preuves.

3. Définitions et constructions de base

3.1. Décompositions d’un nombre pair
Pour n pair > 6, on considere les décompositions :

n=p+q, 3<p<n/2, pimpair, ¢=mn—p.
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3.2. Alphabet du treillis

Chaque décomposition est codée par une lettre :

Lettre | Nature de p | Nature de ¢
a premier premier
b composé premier
c premier composé
d composé composé

3.3. Codage binaire
On code chaque lettre par (u,v) :

ou u = 0 si p est premier, v = 0 si ¢ est premier.

3.4. Séquence des impairs

On définit la suite S = (sg, S1,...) ou :

{1 si 3 + 27 est premier,
S; —

0 sinon.

n—=~6
2

Pour n pair, la colonne C,, est la suite des couples (s, Sa(n)—i) ol d(n) =

4. Structure algébrique du treillis

4.1. Regle de réécriture

Théoréme 1 (Regle fondamentale). Avec le codage (u,v), la régle de réécriture est :

R((ul, v1), (ug, Ug)) = (uq,v9).

4.2. Table complete des 16 regles

2*R\ | Seconde lettre
al/bjc| d
a |alalc| c
b b|bjd| d
c |alalc| c
d b|bjd| d




4.3. Propriétés algébriques
Proposition 2 (Associativité). La loi * définie par (uy,vy) * (ug,v2) = (u1,v2) est associative.
Démonstration. On vérifie que :
((ug,v1) * (ug,v2)) * (uz, v3) = (ug,v3) = (ug,v1) * ((ug,ve) * (ug, v3)).
O
Proposition 3 (Idempotence et non-commutativité). La loi % est idempotente mais non commu-

tative (contre-exemple : R(a,b) =a # b= R(b,a)).

4.4. Bande rectangulaire

Définition 4. Une bande rectangulaire est un ensemble I x J muni de (i1, j1) * (ia, j2) = (i1, j2)-

Théoréme 5. {0,1}? muni de x est une bande rectangulaire.

5. Reformulation de la conjecture de Goldbach
Théoreme 6 (Equivalence). La conjecture de Goldbach est équivalente a :
Vn > 6 pair,3i tel que s; = sqmy—;i = 1.

Démonstration. On a
= Sin = p+ q avec p,q premiers, alors s; = S4n)—; = 1 pour i = (p — 3)/2.

< Si 8; = Sqn)—i = 1, alors p = 3+ 2i et ¢ = n — p sont premiers.

5.1. Interprétation

La conjecture de Goldbach se ramene a une question d’autocorrélation symétrique de la suite

S.

6. Interprétation probabiliste

6.1. Modéle aléatoire

Dans un modele ou chaque impair k est premier avec probabilité p(k) = 1/Ink :

P(case a) ~ (11>2
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6.2. Théoréeme de Borel-Cantelli

Théoréme 7 (Borel-Cantelli). Si Y- P(E,) < oo, alors presque sirement, seul un nombre fini de
E,, se réalisent.

Pour E,, = “colonne (), sans a”, on a :

P(E,) ~ exp (-M) .

La série Y- P(F,) converge, donc presque stirement, il n’y a qu’un nombre fini de colonnes
sans a dans ce modele.

6.3. Pourquoi ¢a ne prouve pas la conjecture de Goldbach

Les nombres premiers ne sont pas aléatoires : ils ont une structure fractale (valuations p-adiques)
qui introduit des corrélations a longue portée.

7. Limites de approche et structure fractale

7.1. Structure fractale

La suite S est la couche superficielle d’une tour de fractales définies par les valuations p-adiques :

Qn) = vy(n), Sh)=1 <= Q@B+2n)=1.
2
Ces suites sont auto-similaires (séquences fractales d’entiers de Kimberling).

7.2. Conclusion

Pour prouver la conjecture de Goldbach, il faudrait montrer que cette fractale a toujours un couple
de 1 symétriques pour toute translation d(n). C’est un probleme ouvert de géométrie arithmétique
fractale.

8. Travaux futurs et perspectives

Généraliser a la conjecture des nombres premiers jumeaux.

Etudier les corrélations via la transformée de Fourier.

Prouver la conjecture pour n =0 mod 6.

Applications en informatique théorique (langages formels, compression).



9. Conclusion

Le treillis de Goldbach est un outil élégant et puissant qui :
- révele une structure algébrique simple (bande rectangulaire),
- reformule la conjecture de Goldbach en termes d’autocorrélation,
- explique pourquoi la conjecture est vraie dans un modele aléatoire,
- montre que la réalité est plus complexe (structure fractale).

Il est possible que la conjecture de Goldbach soit vraie malgré le fait que les nombres premiers ne
sont pas aléatoires.

A Preuves détaillées

A1l. Associativité

On a ((u1,v1) * (ug, va)) * (us, v3) = (u1,v3) = (u1,v1) * ((u2, va) * (us, v3)).

B Code Python complet

Voir Section 5 pour le code complet.
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