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Résumé
Nous établissons I’hypothese quasi-Riemann en prouvant que toute fonction L de Dirichlet,
y compris la fonction zéta de Riemann, n’a pas de zéros dans le demi-plan s > 11/12. Plus
généralement, nous prouvons le méme demi-plan sans zéro pour toute fonction L de Hecke
d’ordre fini sur K = Q(v/—3). En particulier, cela exclut I’existence de zéros de Landau-Siegel.

Le texte ci-dessous est la traduction en francais par I'ia deepseek de la proposition de démonstration
par openai datant du 5 octobre 2026 téléchargeable a I'adresse
https://github.com/openai/math/tree/main/preprints/The-Quasi-Riemann-Hypothesis-October-5-2026.

1 Introduction

Pour un caractere de Dirichlet primitif x de conducteur g, la fonction L de Dirichlet associée est
définie pour Rs > 1 par la formule
n
L(s,x) = Z M, Rs > 1,
nS

n>1

et admet un prolongement méromorphe a s € C [22], §4.6. Lorsque x est le caractere trivial, L(s, x)
redonne la fonction zéta de Riemann ((s) [41].

Les zéros des fonctions L de Dirichlet présentent un intérét significatif, notamment pour leur role
dans la distribution des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. L’ Hypothése de Rie-
mann Généralisée prédit que tous les zéros de L(s, x) dans la bande critique 0 < Rs < 1 satisfont
Rs = 1/2. Pour ((s), l'assertion plus faible qu’il existe € > 0 tel que ((s) n’a pas de zéros dans
Rs > 1 — ¢ est appelée une Hypothese quasi-Riemann (par exemple, dans (2], §1, [34], p. 274, et
[4], §2). Pour les fonctions L de Dirichlet, nous considérons I'assertion analogue avec un seul € > 0
valable pour tout caractere primitif y, indépendamment du conducteur et de la hauteur.

Soit K = Q(+/—3). Le résultat principal de cet article est le suivant.

Denise Vella-Chemla, 15 octobre 2026
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Théoreme 1.1. Toute fonction L de Hecke d’ordre fini sur K n’a pas de zéros dans le demi-plan
Rs > 11/12. Ainsi, toute fonction L de Dirichlet, y compris ((s), n’a pas de zéros pour Rs > 11/12.

La section 3 prouve le théoreme en supposant la Proposition 3.1, dont la preuve est complétée dans
la section 5.6.

Le Théoréme 1.1 est une étape intermédiaire naturelle vers la région sans zéro plus forte s > 7/8
établie dans [36], Théoreme 1.1. Pour simplifier, nous avons isolé le Théoréme 1.1 et sa preuve ici.
Par un argument standard de formule explicite (voir [6], Chapitres 19-20), le Théoreme 1.1 donne la
forme quantitative suivante du théoréme des nombres premiers dans les progressions arithmétiques.

Corollaire 1.2. Soit w(x;q,a) le nombre de premiers p < x avec p = a (mod ¢q). Notons ¢ la
fonction indicatrice d’Euler. Pour x > 2,

1 v odt 11/12
sup |m(z;q,a) — —— — <L log x,
1242 (#34,0) @(Q)/2 logt &
(a,q)=1

ot la constante implicite est absolue et effective.

Le Théoréme 1.1 a un certain nombre de conséquences arithmétiques supplémentaires. Par la mé-
thode de la région sans zéro originant de Rodosskii [42], sous la forme enregistrée dans [33], Théo-
reme 13.12, le plus petit non-résidu quadratique modulo un nombre premier impair p est borné par
une puissance fixe de logp, ce qui prouve en particulier la conjecture de Vinogradov [49] que ce
non-résidu est <. p° pour tout £ > 0. Voir aussi Bhargava, Ivanyos, Mittal et Saxena (3|, Théo-
reme 6.7 pour cette conséquence d'un demi-plan sans zéro fixe. D'un point de vue de la théorie
computationnelle des nombres, cette borne permet d’extraire des racines carrées modulo p de ma-
niére déterministe en temps polynomial en logp en utilisant 1'algorithme de Tonelli-Shanks (voir
[11], §2.9). Le Théoréme 1.1 fournit également une implémentation déterministe en temps poly-
nomial du test de primalité de Miller [32]; notons que le test de primalité en temps polynomial
était auparavant connu inconditionnellement via I’algorithme d’Agrawal-Kayal-Saxena [1]. Pour
les discriminants fondamentaux négatifs D, 'argument de produit d’Euler court de Littlewood
[29], appliqué au demi-plan sans zéro fixe du Théoreme 1.1, conjointement avec la formule du
nombre de classes de Dirichlet (voir [6], Chapitre 6), donne la borne effective du nombre de classes

h(D) > \/ﬁ /loglog | D], avec une constante implicite absolue calculable. Les calculs de groupes
de classes d’Elsenhans, Kliiners et Nicolae [8], Théoréme 2, s’appuyant sur Weinberger [50], donnent
une liste complete des corps quadratiques imaginaires dont ’exposant du groupe de classes divise
deux lorsqu’il n’y a pas de zéros de Landau-Siegel. Conjointement avec la caractérisation de Grube
des nombres idoines et sa réduction aux discriminants fondamentaux [15] (voir [23], Théoréme 6 et
§2.3), cela montre que le Théoréme 1.1 confirme la complétude de la liste d’Euler des 65 nombres
idoines.

1.1 Travaux antérieurs

Il existe une longue lignée de travaux établissant des régions sans zéro pour les fonctions L de
Dirichlet. Hadamard et de la Vallée Poussin ont prouvé le théoreme des nombres premiers en 1896



en établissant que ((s) n’a pas de zéros sur la droite s = 1 [16], [46]. De la Vallée Poussin a
ensuite obtenu une région sans zéro quantitative a gauche de cette droite [47]. Pour les caracteres
de Dirichlet primitifs non principaux, le théoreme classique de région sans zéro de Gronwall et
Titchmarsh [14], [45], sous la forme moderne donnée dans [22], Théoreme 5.26 (voir aussi [6],
Chapitre 14), donne une constante absolue effective ¢q > 0 telle que
Lo +it,x) #0 si o>1 “ (1)
o+it,x si o -
log(q([t] + 3))
avec au plus une exception pour chaque caractere primitif. Toute exception est un zéro réel simple,
ne peut se produire que si y est quadratique, et est appelée un zéro de Landau-Siegel. Le Théoreme
1.1 exclut l'existence d’'un tel zéro.

I1 y a deux parametres dans (1) : le conducteur ¢ et la hauteur [¢t|. Méme lorsque ¢ est fixé, sa
largeur tend vers zéro avec la hauteur. Vinogradov et Korobov ont développé des méthodes [48],
[24] pour prouver que

1

it ' 1— t| > 2
Clo+it)#0 si o> (log [¢)?/3(log log [{]) /% t] > 3, (2)

pour une constante absolue ¢; > 0 (Ford [9] donne une valeur explicite de ¢;). L’assertion du Théo-
reme 1.1 est un demi-plan de largeur fixe, indépendant a la fois du conducteur et de la hauteur.

Comme nous le verrons dans le plan, la preuve du Théoreme 1.1 s’appuie sur les développements
modernes dans les grands cribles de caracteres et les séries théta métaplectiques. En particulier,
la connexion entre les sommes de Gauss cubiques et les coefficients théta cubiques [26], [38] lie
l'argument au travail sur la conjecture de Patterson par Heath-Brown et Patterson [20], Heath-
Brown [19], et Dunn et Radziwill [7]. Les arguments récursifs de grand crible s’appuient également
sur la preuve de Heath-Brown de I'inégalité du grand crible quadratique [18].

1.2 Organisation

La section 2 donne un plan de haut niveau de l'argument. La section 3 déduit la région sans
zéro d’'une estimation de moyenne quadratique pour les sommes de Mébius tordues. La section 4
réduit cette estimation a une moyenne quadratique duale avec des coefficients de sommes de Gauss
cubiques. La section 5 énonce les estimations de moyenne quadratique complétée et de transfert,
les combine en une inégalité récursive, et prouve la borne de moyenne quadratique requise. Les
sections 6 et 7 prouvent I’estimation complétée et les bornes pour les sommes de diviseurs cubiques
restantes, respectivement. L’annexe A fournit les identités arithmétiques et le calcul théta détaillé.
L’annexe B enregistre le lemme de séparation lisse utilisé tout au long.

1.3 Notation

Ecrivons O = O = Z[w], ott w = €*™/3. Pour a € K, écrivons Ngg(a) = aa = |a|?> pour sa
norme. Pour un idéal intégral non nul a C O, écrivons Ng g(a) = #(0O/a). Nous utilisons 1¢ pour
I'indicatrice d’une condition C. Pour un idéal premier représenté par p et un élément ou idéal non
nul a, écrivons vy(a) pour son exposant dans la factorisation en nombres premiers de a.



Nous utilisons la notation asymptotique standard, écrivant f = O(g) ou f < g lorsque |f| < Cy,
ol g > 0 et C > 0 est une constante absolue sauf indication contraire. Les indices indiquent une
dépendance possible de la constante implicite : par exemple, f <, w,. g signifie |f| < C,w.g, ou
la constante peut dépendre de v, W, e mais est uniforme dans tous les autres parametres variables.
Pour f, g non négatifs, nous écrivons f =< g lorsque f < g et g < f. Une plage de normes dyadiques
est un intervalle R < Ng/g(a) < 2R; une somme sur des échelles dyadiques utilise R = 27.

Nous utilisons D > 2 comme parametre de taille ambiant ; dans 'argument principal, ¢’est 1’échelle
de norme originale introduite dans le plan ci-dessous. Les échelles auxiliaires peuvent varier dans
des plages bornées par des puissances fixes de D. Nous écrivons

A< B si A<.D°B pour tout e >0,

uniformément dans les parametres variables sur leurs plages déclarées. Les constantes implicites
peuvent également dépendre des données fixes spécifiées dans chaque énoncé.

2 Plan de l'argument

Dans cette section, nous esquissons la preuve du Théoreme 1.1, en supprimant diverses conditions
de coprimalité, facteurs locaux et détails de lissage. Les énoncés précis apparaissent dans les sections

3-7.

2.1 Etape 1: Réduction a des estimations & gain de puissance pour les
sommes de Mobius tordues

Fixons un caractére de Hecke d’ordre fini v de K. Soit Lk (s,v) la fonction L de Hecke correspon-
dante. Nous étendons v par zéro aux idéaux non premiers a son conducteur. Nous déduirons le
Théoreme 1.1 d'une estimation a gain de puissance pour les sommes de Mobius tordues par v.

Soit u la fonction de Mobius idéale sur K. Toutes les sommes idéales originales portent sur des
idéaux intégraux non nuls. Comme dans la section 3, les idéaux dans ces sommes sont compris
comme étant premiers a 2, 3, et au conducteur de v. Pour une échelle de norme D > 0, considérons

Ai(D) =3 p(m)v(m)W (Ng/g(n)/D),

ou W € C°((0,00); C) est une fonction de coupure lisse. Ainsi A;(D) est une somme de Mobius
tordue par v lissée sur des idéaux de norme comparable a D, avec environ D termes. Nous cherchons
un gain de puissance sur cette taille : pour un 6 > 0 fixé et tout € > 0,

Ay(D) <, we DT pour tout W € C2°((0, 00); C). (3)

L’implication de (3) vers un demi-plan sans zéro est la version de Hecke lissée de la relation classique
entre les sommes de Mobius et les régions sans zéro. Dans le cas de la fonction zéta, I’équivalence
entre U'hypothése de Riemann et la borne Y,,<, f1(n) <. /%€ est due a Littlewood [28] ; voir aussi
[31], § 1. La section 3 donne 'argument complet nécessaire ici.



2.2 Etape 2 : Plongement de la somme dans une famille

Afin d’estimer A; (D), nous la plongeons dans une famille de telles sommes, paramétrée par u € O,
en introduisant une torsion sextique. Nous appelons un élément de O primaire s’il est congru a
1 (mod 3). L’anneau O = Z[w] est euclidien, donc il a une factorisation unique et tout idéal est
principal ; pour un idéal premier a 3, multiplier tout générateur par une unité unique donne n = 1
(mod 3), puisque les six unités représentent les six classes de résidus inversibles modulo 3. Pour
un élément primaire n, nous écrivons u(n) = p((n)) et v(n) = v((n)); les sommes de diviseurs
comptent chaque diviseur idéal une fois, en utilisant son générateur primaire. Pour un idéal n
premier a 6, utilisons son générateur primaire unique n et écrivons

Xn(w) = xn(u) = (u/n)s.

Ici (u/n)g est le symbole de résidu sextique, étendu par zéro lorsque (u,n) # 1.' Nous écrivons
aussi (u/n)s et (u/n)s pour les symboles de résidus quadratique et cubique, définis par la méme
convention avec 6 remplacé par 2 et 3, respectivement. Lorsque (n,6) = 1, ils sont égaux a x,(u)?
et xn(u)? Les restrictions qui gardent ces symboles définis sont sous-entendues lorsqu’elles sont
omises dans le plan. La famille est

Au(D) = p(m)v(n)xn(u)W (N j(n)/D). (4)

Fixons 0 < ¥ < 1/10. L’estimation cruciale, la Proposition 3.1, est que

Z |A.(D)]* <, w9e D'T°H, H = D', (5)
0< N jq(w)<H

Dans une moyenne quadratique, nous appelons la variable dans la somme extérieure la ligne et la
variable dans la somme intérieure la colonne. Dans (5), ce sont u et n, respectivement. A un facteur
De pres, (5) peut étre considéré comme disant que la famille {A, (D)} exhibe une “annulation en
racine carrée” en moyenne (au sens L?) sur u.

L’estimation de moyenne quadratique (5) donne le gain de puissance souhaité pour A;(D) car
Ays(D) = A;(D) pour de nombreux nombres premiers p. Pour un nombre premier primaire p avec
Y/2 < Ngo(p) <Y, lidentité x,(p°) = 1y, ne laisse que Ow (D/Y) termes différents et donne
donc

Ap (D) = Ai(D) + Ow(D/Y). (6)

Par le théoreme des idéaux premiers de Landau [27] (voir [22], Théoreme 5.33), il y a < Y/logY
choix de tels p. Prenant Y = H'/6 considérant la contribution de tels termes & (5) et utilisant (6)
donne

|A1(D)|? < DY H5/S + D?H~Y/3, (7)

Avec H = D' cela donne A;(D) < DW1259/124¢ pour tout 0 < o < 1/10 fixé. Choisissant
¥ suffisamment petit pour chaque perte d’exposant demandée, on obtient A;(D) <, w. D'/12+<.
Par conséquent, il reste a établir (5).

1. Pour un nombre premier primaire p { 6 et p t u, (u/p)s est 'unique racine sixiéme de l'unité congruente a
uNx/aP)=1/6 (mod p); posons (u/p)s = 0 lorsque p | u. Etendre multiplicativement dans le dénominateur pour
définir x,,(u) = (u/n)e pour n primaire premier a 6. Pour I'idéal unité, x;(u) = 1 pour tout u, y compris u = 0.



2.3 Etape 3 : Sommation de Poisson

Nous passons a la tache de prouver I'estimation de moyenne quadratique (5). Maintenant que nous
avons introduit la variable de ligne u, nous pouvons appliquer la sommation de Poisson dans cette
variable. Cela introduit des sommes de Gauss sextiques, provenant des transformées de Fourier des
caractéres sextiques. Apres application des identités de Gauss-Jacobi, ces sommes de Gauss sex-
tiques absorbent le facteur p et se transforment en sommes de Gauss cubiques. Nous interprétons
les sommes de Gauss cubiques résultantes comme des coefficients de la fonction théta cubique de
Kubota. Dans I’étape suivante, nous utilisons I’automorphie de cette fonction théta. Pour 'instant,
nous expliquons 'apparition de ces sommes de Gauss plus en détail.

Définissons le caractere additif
e(z) = exp(4miSz/V3) (2 € C).

Pour un entier d’Eisenstein sans facteur carré n = 1 (mod 3) premier a 6 et un entier j, définissons
les sommes de Gauss normalisées

75(n) = > xal@)e(z/n). (8)

NK/@( ) z mod n

Pour j = —1, nous interprétons y,, ' comme le caractére conjugué xy,.

Considérons I'identité classique
2
m \/— z mod m 7

ou m est un entier positif impair sans facteur carré et les symboles sont des symboles de Jacobi. Nous
aimerions une décomposition similaire pour p au lieu de (%) Suivant les travaux de Hasse [17],
pp. 443-445 et Heath-Brown [19], (2), nous dérivons 'identité suivante dans ’annexe A.1, valable
pour n primaire sans facteur carré en dehors d’un ensemble fixé de nombres premiers exclus :

pn)r-1(n) = xa(=1)G(n) 'a(n)ya(n),  a(n) = ek G(n) = xn(4)73(n).

Ici G(n) est un facteur de classe de rayon fixe. Le facteur y_;(n) provient de la sommation de
Poisson ; comme promis, il se combine avec p(n) pour produire le coefficient cubique a(n)ys(n) (a
des facteurs de classe de rayon pres). D’autres détails sont donnés dans la section 4.

Nous appelons les sommes obtenues apres application de la sommation de Poisson des sommes
duales.* Réarranger ces sommes duales réduit le probléme de I'estimation de 3, |A,(D)]? & Desti-
mation de la famille suivante de sommes de colonnes (pour plus de clarté, nous avons supprimé les
torsions auxiliaires et les conditions de coprimalité) :

Bu(X) = > am)n)Em)xa(h)U(Nk/g(n)/X). (9)
n=1 n%god 3) )

2. Pour cette terminologie, voir [40], p. 440, [25], § 2.3, et [10], résumé arXiv.
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Ici A est la nouvelle variable de ligne, duale de Fourier de u, tandis que U est un poids lisse restrei-
gnant la variable de colonne n a une norme comparable a X. Nous choisissons £ comme étant soit
vn soit 7n, oll n parcourt un ensemble fini de caractéres de classe de rayon de module fixe.® Pour
chaque choix de &, cela définit une famille de sommes B, (X).

Apres avoir traité la diagonale et séparé les poids lisses, nous obtenons grossiérement que

S AaOP<pE+ L S B (10)

0<NK/Q(U)§H 0<NK/@(]’L)—\<’H

Ici H < D?/H est I'échelle de norme duale. Cette comparaison schématique supprime les facteurs
communs apparaissant lorsque le carré est développé. Ainsi ’estimation souhaitée est

Y BU(D)? < D (11)
0<Ng /g(h)<H

2.4 Etape 4 : Relation avec les sommes de Gauss cubiques et la fonction
théta cubique de Kubota

Pour estimer (11), nous identifions d’abord les coefficients de Gauss cubiques avec les coefficients
de Fourier d'une fonction théta. Sa loi de transformation s’applique a une somme avec des facteurs
cubiques supplémentaires, que nous supprimerons a 1’étape 5.

Soit 6(z,v) la fonction théta cubique de Kubota sur ’espace hyperbolique de dimension trois (z € C,
v € Ryp), obtenue comme résidu d'une série d’Eisenstein métaplectique cubique [26], [38]. Nous
utilisons la normalisation de [7], § 5.1, (5.6)-(5.8), rappelée ci-dessous en (59).

Posons A = 1+ 2w. Pour des éléments primaires n,b € O = Z[w], avec n sans facteur carré et
(nb,6) = 1, soit cp(nb*) le coefficient de Fourier de 6 indexé par A=3nb® dans son développement en
z. La formule de Patterson [38], Théoréme 8.1, enregistrée dans [7], (5.7), donne

co(nb®) = 392(bxn(A) 2 (n). (12)

Prenant b = 1 dans (12) et substituant dans (9) donne

By (X) =37 Z(:Q co(n)a(n)xa(X)*€(n)Xa (MU (N g (n) / X). (13)
n=1 n%mod 3)
n sans facteur carré

Ainsi (13) exprime Bj,(X) comme une somme lissée et tordue des coefficients d’indice sans facteur

carré de . Cette connexion a été utilisée par Heath-Brown et Patterson pour étudier les sommes
de Kummer [20].

3. Le groupe de classes de rayon modulo un idéal m est le groupe des idéaux fractionnaires premiers a m, modulo
les idéaux principaux engendrés par des éléments congrus & 1 modulo m. Un caractere de classe de rayon est un
caractere de ce groupe fini. Pour un élément premier a m, sa classe de rayon signifie la classe de son idéal principal.



Pour utiliser la formule de sommation pour les coefficients théta, nous plongeons la somme (13) dans
une somme complétée, en incluant des termes indexés par nb3. Cette utilisation de la complétion
cubique suit Dunn et Radziwilt [7], Lemme 5.4 et Proposition 5.3, avec les coefficients théta sous-
jacents donnés par Patterson [38], Théoreme 8.1. Pour h, ¢ et U fixés, définissons

Th(X) = :35/21\/? ZO co(nb*)a(nb®) xnps (A)2E(nb?) X (M) U (N o (nb®) / X).  (14)

n,b=1 (mod 3)
n sans facteur carré
Les termes b = 1 sont exactement X /2B, (X); les autres termes fournissent les indices cubiques
dans le développement théta. Le premier objectif est de borner la moyenne quadratique de T} (X)
sur h.

L’automorphie de 6 donne une formule de sommation qui transforme la somme de colonnes complé-
tée T, (X), avec la ligne h maintenue fixe, en sommes duales de coefficients théta avec de nouveaux
poids lisses et torsions de caractéres. Une pointe (cusp) est représentée par un point frontiere dans
K U{oo}. Un développement en pointe est le développement de Fourier dans la variable horizontale
apreés un changement de coordonnées amenant 'infini a ce point. Nous appelons ses coefficients de
Fourier des coefficients de pointe. Notre point de départ est une variante (établie dans ’annexe A.2)
de la transformation théta de Dunn et Radziwill [7], § 5, étendant les travaux de Patterson [38] et
Yoshimoto [51]. Le point clé est la fagcon dont les torsions de caractéres changent. Supposons pour
illustration que h est sans facteur carré et primaire, avec (h,6) = 1. Alors, par la Proposition 6.2,
I’expression transformée est une combinaison linéaire finie de sommes de la forme

do(m)a(m) 3y (Neso(m)X
0#%260 \/NK/@(m)Xh( i’ ( Ni/g(h)? ) (15)

L’indice de colonne dual est m, tandis que h reste l'indice de ligne. Ici dp(m) désigne le coefficient
a Pindice de Fourier A~*m dans un développement en pointe de 6, et V! est la transformée en (64),
appliquée a V,(y) = y*/2U(y). Nous avons supprimé une somme finie sur ces développements en
pointe, des torsions périodiques fixes, des préfacteurs bornés et des constantes d’échelle fixes. Dans
chaque classe de rayon fixe de h, les suites de coefficients et les poids transformés sont indépen-
dants de h par le Lemme 6.3. La Proposition 6.2 donne la formule précise, en écrivant d(¢) pour le
coefficient de pointe & £ = \~*m.

Puisque V} décroit rapidement & l'infini, la plage de normes effective dans (15) est Ng/g(m) <
Ngjg(h)?/X, a la place de la plage originale Ng g(nb*) < X. Ces sommes duales proviennent de
la transformation théta et impliquent des coefficients théta sur 1’échelle transformée, maintenant
tordus par le caractére quadratique y;. Ce caractére apparait parce que, a chaque nombre premier
p | h, les facteurs de Fourier et théta se combinent comme

X% =" =X (16)

Maintenant, un point clé est que puisque Xf, est quadratique, le grand crible quadratique de Goldma-
kher et Louvel [13], Théoréeme 1.1 et Corollaire 1.2 (une généralisation du grand crible quadratique
de Heath-Brown [18] aux corps de nombres) borne la moyenne quadratique des sommes dans (15)
lorsque h varie. Pour les familles quadratiques sans facteur carré avec des plages de normes de ligne
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et de colonne M, L, le grand crible quadratique donne le facteur M + L, & (ML) pres. Cruciale-
ment, cela évite le terme supplémentaire (M L)?/3 dans le grand crible d’ordre supérieur général de
Blomer, Goldmakher et Louvel [5], Théoreme 1.3.

Nous appliquons ensuite Cauchy-Schwarz dans la variable cubique et le grand crible quadratique
dans la variable de colonne sans facteur carré pour estimer la moyenne quadratique de T} (X). Les
détails sont donnés dans la preuve de la Proposition 5.2, qui donne, pour H, X > 1,

Z |Th(X)|2 LU (HX)® (H + H2> . (17)

0< N g (h)<H X

A X = D et H < D, la comparaison heuristique By,(D) ~ v/DT},(D) donnerait donc la borne D?
souhaitée. La tache restante est de justifier la borne de moyenne quadratique correspondante en
supprimant les facteurs cubiques.

2.5 Etape 5 : Suppression des facteurs cubiques

Nous passons maintenant d’une borne de moyenne quadratique pour 7j(X) a une borne pour
X~12B;,(X), les deux moyennes étant prises sur k. Notons que ’on ne peut pas simplement écarter
les termes avec b # 1, car les contributions de différents b peuvent s’annuler. Nous commencons par
défaire I'addition des facteurs cubiques en utilisant I'inversion de Mobius. Des complétions appa-
rentées apparaissent dans Patterson [38], Théoréme 6.1 et Heath-Brown [19], § 3, avec suppression

explicite des facteurs cubiques par inversion de Mobius dans Dunn et Radziwitt [7], Proposition 5.3
et (8.2).

Fixons h et &, et écrivons Py, (X) = X~V/2B,,(X) pour la partie b = 1 de T},(X). En substituant la
formule des coefficients (12) dans (14), on obtient

n(xX)= Y wh(b))Ph <X> , (18)

o Nkl Nk/o(b)?
b=1 (mod 3)
wn(b) = a(b) €(b)*xu(h)®. (19)

Chaque facteur dans (19) est complétement multiplicatif en b. Ainsi wy,(bc) = wp(b)wp(c) méme
lorsque b, ¢ partagent des facteurs premiers, et |wy,(b)| < 1. L’inversion de Mébius (cf. [22], §1.3)

donne
_ p(d)wy(d) X
hlX) = c%(; Niyo(d) L <NK/@(d)3> ' (20)

d=1 (mod 3)

En effet, en substituant (18) dans (20) et en regroupant par 'indice cubique total b, on obtient le
facteur wy(b) Yqp p1(d), qui vaut 1 pour b = 1 et 0 sinon.

L’objectif est maintenant une estimation pour P, plutét que pour la somme complétée T},. Pour
la famille simplifiée et les plages de parametres provenant de I’étape 3, la borne requise est

> |P(X)]? <o (HX)X. (21)
0<Ngg(h)<H



Puisque By(X) = VX P,(X), cela équivaut & une borne de taille X2, & la méme petite puissance
pres, pour la moyenne quadratique de By (X).

Pour 1 < H, < X3, soit P, <y, (X) la partie de (20) avec Ng/o(d) < H.. En appliquant Cauchy-
Schwarz pondéré pour chaque h fixé, puis en sommant sur h et en utilisant (17), on obtient

> rPh,ngX)Fz( 5 1)( > N rTh<X/NK/@<d>3>\2)

N jqle)<H, NK/Q(e) NK/Q<d) 0<Ng o(h)<H

0< N g(h)<H
1 2N d 3 2H3
Nrja@ <. Nirold) X X
Ainsi
H2H?
Z ’Ph,SHc(X)P <<5,§7U (HX)E (H + X ) . (22)

0<Ng (h)sH

Pour H < X, I'estimation (22) est dans la cible (21) & condition que H?H?/X < X. Ainsi nous
appliquons la borne de moyenne quadratique complétée directement seulement jusqu’a la coupure

H, = min {X1/3, <;§>2/3} . (23)

Aux échelles de base de I'étape 3,
X=D, H=D"" H, =D"3

La somme inverse peut s’étendre a N /q(d) = D'/3 donc nous devons encore contrdler les diviseurs
plus grands.

Ecrivons 745, (b) pour le nombre de diviseurs idéaux intégraux non nuls de (b). Soit P~ p.(X) les
termes avec Ny g(d) > H, dans (20), et posons L, = X/Ngg(b)®. En substituant (18) dans la
formule d’inversion tronquée pour Py, - g, (X) obtenue a partir de (20), et en regroupant par b = dc,
on obtient

Poon(X)= >
Nia@sm. o Nr/a(d)Niolc)

= 2 7&@)%(}1)3&(%)7

(b)>H, NK/@(b)

p(d)wn(d)wy(c) Ph< X )
Nk q(de)?

Nk/o

ou tous les indices sont primaires et
— 3 .

Bo(b) = a(®) € > uld), |Bo(d)] < Taiv(b)-

d|b
Nk o(d)>He

Le support de U restreint Nk q(b) <v X 13 Cauchy-Schwarz pondéré pour chaque h, suivi d'une
sommation, donne

> rPh,>HC<X>|2s(;“”@);“”@ S B se Y B

0<Np/q(h)<H NK/Q(b) NK/Q( )0<NK/@(hHH b 0<Ng/q(h)<H
(24)
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Posons ag(n) = a(n)ya(n)é(n). Ecrivons

1 2

EH,X) = 5% Z z*:ag(n)xn(h)U(NK/Q(n)/X)

O<NK/Q(}Z)'\<’H n

Une étoile restreint un indice aux éléments primaires sans facteur carré. Par (9) et la définition de
P, nous avons

EHX) =~ Y BXP= Y |BOOR

Aux échelles de I'étape 3, notre objectif est de prouver
EH,X) =< X. (25)

A X = D, c’est précisément la borne (11) pour la moyenne quadratique de By,(D). La substitution
dans la comparaison de Poisson (10) donne alors I'estimation de moyenne quadratique originale
requise (5). En combinant (22) pour P, <p, (les termes avec Ngq(d) < H.) et (24) pour P g,
(les termes avec Nk q(d) > H,), avec la coupure (23), on obtient

EH, X)X+ sup  E(H, L)
13Lbsz/HS’

Il reste donc a prouver E(H, Ly) < X pour 1 < L, < X/H?. Ici la plage de lignes H reste fixe, et
la borne requise est toujours de taille X méme si I’échelle de colonne a diminué a L.

Nous développons maintenant le carré et appliquons la sommation de Poisson en h comme aupa-
ravant ; nous enregistrons maintenant la preuve en termes de E(#H, L;). Les coefficients de sommes
de Gauss deviennent des coefficients de Mobius, et la nouvelle variable de ligne y a une norme au
plus d’environ L7 /H. Aprés séparation des poids, cela donne schématiquement

H

POLL) <X+ 75 Y MWP
b 0<Ng q(y)<LE/H
M(y)= > pn)&(n)xa(y)Ui(Ngsg(n)/Ly).
N q(n)>Ly

Ici & est un autre caractere de classe de rayon fixe et U; est un poids lisse a support compact pro-
duit par la séparation des variables. Le terme X inclut les contributions diagonales et de fréquence
nulle, en utilisant H < X.

Puisque L, = X/Ng/g(b)? < X, nous pouvons élargir la somme non négative sur y a

XL, _ L}
Nkpoy) Y, Y= E > En
Le but de cet élargissement est qu'une seconde application de la sommation de Poisson donne une

plage de lignes plus courte :

L; HL
e Rl
H==—~

11



Les coefficients redeviennent des coefficients de sommes de Gauss cubiques, et

> IM)P YL+ YE(H, L)

0<Np/oy)=Y

Ici £ a la méme forme que E, avec éventuellement des poids lisses différents et des caracteres fixes ;
Y L, rend compte de la contribution de fréquence nulle. Par conséquent,

X HLb E(H Lb) E/(HLb/X Lb)
EH, Ly) x X E’(L) —— <1 2,
(Ha b) + Lb X b X + Lb
Il suffit donc de prouver
HLy
E’ ( L > < Ly.
X s &b b
C’est le type d’estimation original a des parametres plus petits :
X /
(H/’X/):< H | 3) ﬂ/:ﬂ
Nisq(b)?" Nisq(b) XX

Les deux échelles diminuent tandis que leur rapport reste fixe. Le facteur X /L, dans I'inégalité pré-
cédente est exactement ce qui convertit la nouvelle borne cible L, en la borne requise X. Ces deux
sommations de Poisson donnent I'estimation de transfert : une borne pour la moyenne quadratique
restante en termes de nouvelles moyennes quadratiques du méme type. Pour des utilisations appa-
rentées d’'une plage de sommation élargie, voir Goldmakher-Louvel [13], Lemme 4.4 et la preuve du
Théoreme 4.1, suivant Heath-Brown [18], Lemme 9.

En combinant les bornes (22) et (24) de la premiére partie de I’étape 5 avec I'estimation de transfert
ci-dessus, on obtient la borne récursive
EH, X E'(H, X'

X Ngoy>H, X'
Ly>1

HL
,xzm,wzjg

Pour chaque b dans ce supremum, la coupure (23) donne H' < H(H/X)? < D~*H. Puisque
H' /X' = H/X, la méme contraction s’applique a chaque étape. Apres Oy(1) étapes, chaque
moyenne quadratique résultante a soit un reste vide, soit un parametre de ligne au plus 1, ou
le comptage donne la borne souhaitée a ses échelles réduites. En appliquant 'inégalité récursive a
rebours a travers ces étapes, on prouve (25) pour le E(H, X) original, complétant I’esquisse de la
preuve.

L’esquisse précédente supprime les torsions auxiliaires et les facteurs communs a des fins d’illus-
tration. Pour mener a bien cet argument avec les torsions auxiliaires incluses, nous utilisons la
famille

2

1 * *
N}({/@()f)XF 0<NK/@(I€);<’H n
fvS =1

et prouvons E(H, X, F') < XF dans les plages de parametres de la Proposition 5.1. Contrairement
a l'esquisse ci-dessus, 'argument complet doit également gérer les facteurs communs et les plages
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dyadiques résultantes. La famille précise est définie en (37), et la Proposition 5.4 énonce 'estimation
de transfert. En la combinant avec les bornes pour les deux parties de la somme inverse a ’étape
5, on réduit la plage de lignes a chaque étape. La section 5 prouve la borne souhaitée par une
itération finie, suivant la méthode des exposants admissibles de Heath-Brown [18], Lemme 8 et § 8,
[19], Lemme 9; voir aussi [13], Théoreme 4.1 et [5], §3.2.

3 De l’estimation de moyenne quadratique a la région sans
Zéro

Nous réalisons d’abord les étapes 1 et 2 du plan : extraire 'annulation dans A; (D) d’une estimation
de moyenne quadratique pour la famille, puis utiliser une transformée de Mellin pour déduire la
non-annulation. Fixons un caractere de Hecke d’ordre fini v de K et un ensemble fini S d’idéaux
premiers qui contient tous les idéaux premiers au-dessus de 2 ou 3, ainsi que tous les idéaux premiers
divisant le conducteur de v. Pour un idéal ou un élément a, écrivons (a, S) = 1 si aucun idéal premier
dans S ne divise a. Un idéal est supporté sur S si tous ses facteurs premiers appartiennent a S.
Pour W € C2°((0, 00); C), rappelons la famille

AuD) = > p(n)v(n)xn(WW (Nk/g(n)/D),
(n,9)=1

introduite en (4). Ici et tout au long de la famille originale, n parcourt les idéaux premiers a S,
représentés par leurs générateurs primaires. L’estimation clé est la suivante.

Proposition 3.1. Pour tout 0 < 9 < 1/10 fizé et € > 0, il existe un entier k = k(0,e) > 1 tel que,
pour tout intervalle compact I C (0,00), tout W lisse supporté dans I, et D > 2,

) 2
> AUDIE Cusro (max WO ) D (20)

O<NK/Q(U)§D1+0

Nous déduisons d’abord le Théoreme 1.1 en supposant la Proposition 3.1. La preuve de la propo-
sition est complétée dans la section 5.6.

Preuve du Théoréme 1.1 d partir de la Proposition 3.1. Fixons 0 < ¥ < 1/10, et posons H = D'*?
et Y = HY6 = DUFD/6 Pour les idéaux premiers Y/2 < Ngjg(p) < Y, p ¢ S, soit p leurs
générateurs primaires, choisis avec p =1 (mod 3). Alors x,(p°) = 1y, et donc

[A1(D) = Aps (D) < [Wlloo#t{n = (n,5) = 1,p [ n, Nijg(n) < D} <w D/Y.

Pour ce corps fixé, le théoreme des idéaux premiers de Landau [27] (voir [22], Théoréme 5.33) donne
J <Y /logY tels nombres premiers. Leurs puissances sixiemes sont des lignes distinctes de norme
au plus H. Appliquons (26) avec une perte £/2 et utilisons log Y <. D%/? pour obtenir

2

AD)F<5 3 [Ap(D) + Ow(D?/Y?)
Y/2<Ngo(p)<Y
(p,5)=1
Ky S e D2+19+8/Y+ D2/Y2 _ D11/6+519/6+E +D5/3719/3' (27)
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Ainsi A1 (D) <, 5w D12H59/124 Etant donné toute perte d’exposant demandée, choisissons
¥ > 0 puis la perte dans la Proposition 3.1 suffisamment petite. En renommant la perte résultante
€, nous obtenons

A(D) <, swe DM/ (28)

Nous utilisons maintenant (28) pour exclure un zéro de Lk (s, ) dans &8s > 11/12. Supposons qu’un
tel zéro g existe. Choisissons 0 # ¢ € C°((1,2)), ¢ > 0, et W(y) = y~2¢(y). Avec la convention de
Mellin W (s) = [;° W (y)y*dy/y, nous avons W (p) = [ ¢(y)dy/y > 0. La fonction

o0 _.aD

M(s) = [~ aup)p— 5

0 D
est holomorphe sur Rs > 11/12 : Pestimation (28) controle Iintégrale a 'infini, et le support
compact de W fait que A;(D) s’annule pour D suffisamment petit. L'intégration terme a terme
pour Rs > 1 donne

My (s) = W(s)

(n,8)=1 NK/Q(”) B Lf((s, v)’
ot L3 est le produit d’Euler en dehors de S :

L3 (s,v) = Lg(s,v) Hg(l —v(p)Nijolp)™?).
pe

_ pn)v(n)  W(s)

Par le théoréme de prolongement méromorphe de Hecke [21] (voir [22], §5.10) et le théoréme d’iden-
tité, Videntité L7(s, )My (s) = W(s) est valable sur Rs > 11/12. Les facteurs d’Euler omis sont
non nuls ici, donc I’évaluation en s = p donne 0 = W (p) > 0, une contradiction.

Pour déduire ’assertion pour les fonctions L de Dirichlet dans le Théoreme 1.1, soit x_3 le caractere
non trivial modulo 3. Pour tout caractere de Dirichlet y, le changement de base quadratique donne,
a des facteurs d’Euler non nuls dans Rs > 0 pres,

Lk (s, x o Niyg) = L(s, x)L(s, xX-3)-

La conclusion de Hecke exclut les zéros de I'un ou 'autre facteur en dehors de s = 1. En s =1, la
seule annulation pole-zéro possible est exclue par le théoreme de non-annulation de Dirichlet, qui
donne L(1,x_3) > 0 (voir [6], Chapitres 4 et 6). O

4 Sommation de Poisson et moyenne quadratique duale

Nous passons maintenant a I’estimation de moyenne quadratique dans la Proposition 3.1. Suivant
I’étape 3 du plan, nous développons le carré et appliquons la sommation de Poisson dans la variable
de ligne u. Les transformées de Fourier finies des caracteres fournissent des sommes de Gauss. Les
identités arithmétiques combinent ensuite ces sommes de Gauss avec les coefficients de Mobius
originaux pour donner les coefficients de sommes de Gauss cubiques normalisés qui apparaissent
dans la fonction théta.

Les indices de colonne produits par le développement du carré n’ont pas besoin d’étre premiers
entre eux. Nous extrayons d’abord leur facteur commun, puis utilisons I'inversion de Mobius pour
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séparer la condition de coprimalité restante. Ces opérations introduisent un indice de torsion auxi-
liaire et un idéal d’exclusion. La comparaison ci-dessous supprime ’exclusion sans changer la plage
de lignes ni le produit des échelles de colonne et auxiliaire.

Nous enregistrons d’abord les identités arithmétiques et de Poisson, puis définissons cette famille.
La Proposition 4.5 énonce I'estimation pour celle-ci qui suffit a prouver (26) ; le reste de la section
prouve cette implication.

4.1 Les identités arithmétiques

Nous enregistrons d’abord les identités qui convertissent entre les coefficients de Mobius et les
sommes de Gauss cubiques normalisées. Rappelons que, pour un élément primaire sans facteur
carré n avec (n,S) =1,

n 1

an) =—, vn)= w(z)e(x/n € 7)),
(n) ] 7i(n) \/ngnx()(/)we)

ot e(z) = exp(47i¥z/+/3), comme en (8). Posons
ag(n) = a(n)y2(n)é(n) (n sans facteur carré),

ou £ est un caractere de classe de rayon fixe. Le caractere £ rend compte de la torsion originale v
et des facteurs de classe de résidus dans les identités ci-dessous.

Par orthogonalité des caracteres [22], § 3.1, nous pouvons absorber les fonctions sur un groupe de
classes de rayon fixe dans une somme finie de torsions . Choisissons un module fixe, supporté sur
S, divisible par le conducteur de v et suffisamment grand pour que tous les facteurs de réciprocité
ci-dessous dépendent uniquement des classes de rayon correspondantes. Nous développons ensuite
ces facteurs en caracteres de ce groupe fini.

Le lemme suivant rassemble les conséquences standard des identités de Gauss-Jacobi, des évalua-
tions de sommes de Gauss quadratiques et de la réciprocité.

Lemme 4.1. Sur un groupe de classes de rayon fixe, il existe une fonction G' d valeurs dans {z € C :
|z| = 1} et un bicharactére symétrique R a valeurs dans {£1}. Cela signifie que R(a,b) = R(b,a)
et R est multiplicatif en chaque argument séparément :

R(ad’,b) = R(a,b)R(d’,b), R(a,bt')=R(a,b)R(a,l),

pour toutes les classes a,a’,b,b' dans le groupe de classes de rayon. Ces fonctions ont les propriétés
suivantes. Soient a,b,n des €éléments primaires premiers a S, avec (a,b) = 1 et n sans facteur
carré. Alors

xb(a) = R(a,b)xa(b), G(ab) = G(a)G(b)R(a,b), (29)
Y2(n)? = p(n)a(n), Y1(n)72(n) = p(n)a(n)G(n), (30)
G(n) = xn(4)y3(n), n(n)r-1(n) = xa(-1) (31)
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Par conséquent

a(n)ya(n)n(n) = pn)Gn), (32)
pn)r-1(n) = Xa(=1)G(n) " a(n)y2(n), (33)

ag(ab) = ag(a)ag(b)xs(a)", (34)
Xa(—1)G(a)G(D)R(a,b) = G(ba™"). (35)

Dans (34), a,b sont également sans facteur carré. L’identité pour G(ab) en (29) s’étend a toutes
les classes du groupe de classes de rayon fize ; le quotient en (35) est pris dans ce groupe.

La preuve, y compris la dépendance de G et R sur les classes de rayon fixes, est donnée dans
I'annexe A.1. Sous la sommation de Poisson, (33) convertit les coeflicients de Mobius en ag(n), a
des facteurs de classe de rayon fixes pres, tandis que (32) les reconvertit.

4.2 Sommation de Poisson avec nombres premiers exclus

La somme de lignes a laquelle nous appliquons la sommation de Poisson aura une restriction de
coprimalité supplémentaire. Nous enregistrons la formule avec cette restriction incluse, afin que son
effet sur les fréquences de Fourier et la normalisation soit explicite.

Pour un idéal non nul v, écrivons radt pour le produit de ses diviseurs premiers distincts. Nous
utilisons le caractére additif e introduit a 1’étape 3. Dans les quotients et les sommes de Gauss,
utilisons un générateur fixe pour chaque idéal, choisi primaire lorsque 1'idéal est premier a 3.

Lemme 4.2. Soit H > 0, soit v un idéal non nul, et soit ®(Ng,g(k)/H) un poids de Schwartz
radial lisse sur le réseau de lignes. Soit x un caractére multiplicatif primitif de (O/m)*, vu comme
une fonction sur O par réduction modulo m et extension par zéro sur les non-unités. Ecrivons

Y(x) = Njg(m)™2 3~ x()e(z/m)
z mod m

pour sa somme de Gauss normalisée. Puisque x est primitif, son module m est déterminé par x et
est supprimé dans la notation. Alors

_ M0 X)) ~—ss [ HNkjo(h) >
ZX Lk )=1P(Nk/o(k)/H) No(m) d%;lt Nrc/old) ;X(h)@ (NK/Q(d)NK/@(m) . (36)

Ici ® est défini par

& (|w]?) \/_/ (|zPPe(—zw)dx dy, z=z+iy.

La mesure est normalisée pour que O ait un covolume de un. Ici k,h € O, et h est la fréquence de
Fourier. Nous avons

x non principal = x(0) = 0.
Pour le caractére primitif principal (x = 1,m = 1), la contribution de fréquence nulle est

HE(O)T] (1 _ 1) .

it Nio(p)
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Démonstration. L’inclusion-exclusion suivie de k = d¢ donne

> X0 N8/ 1) = 3 ple(d) S x(6)0 (

dlrad ¢

Niyo(f) )
H/Nkso(d))

Appliquons la sommation de Poisson sur réseau [22], Théoréme 4.5 en £ sur les classes de résidus
modulo m, & I'échelle H /N /g(d). L'identité de somme de Gauss primitive [22], (3.12) évalue la

transformée de Fourier finie comme |/ Ng/q(m)y(x)x (k) pour tout h, donnant (36). Pour un carac-

tere primitif non principal, x(0) = 0, donc le terme de fréquence nulle s’annule. Pour le caractere
principal, sommons pu(d)/Ng/g(d) sur d | radt pour obtenir la contribution de fréquence nulle
affichée. O

4.3 Les moyennes quadratiques duales

Nous utilisons la moyenne quadratique suivante des sommes de colonnes avec les coefficients ag(n).

Définition 4.3. Les paramétres H, X et F' sont les échelles de norme de k,n et f, respectivement.
Ici k parcourt les éléments de O, et une étoile restreint une somme aux idéauzr sans facteur carré
premiers a S, représentés par leurs générateurs primaires. Pour un poids lisse W a support compact
sur (0,00), définissons la moyenne quadratique duale par

2

1 * *
EMXFEW) = o= % S X acmaa ()W (Na(n)/X)
(f,5)=1

(37)

Ci-dessous, & parcourt tous les caracteres du groupe de classes de rayon fixe choisi ci-dessus, a
travers lesquels v, G et R se factorisent.

Ecrivons & pour la méme expression avec la restriction supplémentaire (n,t) = 1. Cette notation
n’est nécessaire que dans les réductions de Poisson ; la comparaison suivante revient a £.

Lemme 4.4. Soit vy le produit des nombres premiers divisant v en dehors de S. Pour H,X > 0,
F > 1, et W lisse a support compact,

8r(H7X7F;£7 W) S Tdiv(r[)) Zg <H7 ]VK‘/)((Q@’FNK/Q(d)’é-, W) . (38)

d|ro
Démonstration. Soit C.(X;k, f) la somme de colonnes intérieure définissant &, avec &, W fixés.
L’inclusion-exclusion, n = dm, et (34) donnent

*

Ce(Xsk, f) =D uld) > ae(n)xa(k)xa(f)' W (Nk/g(n)/X)

dlro (n,S)=1
dln
= > wd)ag(d)xa(k)xa(f) C1L(X/Niso(d); k, df).
d|ro
(d,f):l
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En effet, x,,(d)* force (m,d) = 1 et se combine avec x,,(f)?*; les termes avec (d, f) # 1 s’annulent.
Chaque coefficient extérieur a un module au plus un. Appliquons Cauchy-Schwarz en d, puis élar-
gissons I'image injective f — df a la plage sans facteur carré F'Ng q(d) < Ngjo(df) < 2F Nk g(d).
Le produit de normalisation est inchangé : (X/Ng/q(d))(FNgk/q(d)) = XF. O

4.4 Réduction a la moyenne quadratique duale

La proposition suivante donne l'estimation duale suffisante pour (26). Sa preuve applique la som-
mation de Poisson directement aux sommes de Mobius originales.

Proposition 4.5. Firons 0 <9 < 1/10 et posons H = D', Pour chaque C > 1 fizé et tous réels
B, F > 1, considérons les plages
D CD? D
X=— XF=—.
pr V<Hs g B (39)
Supposons que pour tout € > 0 il existe un entier J = J(¥,e) > 1 tel que, pour tout intervalle
compact I C (0,00) et tout W lisse supporté dans I,

EH, X, Fi 6, W) <ysrcoe W2 D XF, (40)

ot
_ W)
IWliesn = max; sup [WH(z)].

Pour les fonctions de plusieurs variables, la norme utilise toutes les dérivées partielles d’ordre total
au plus J. Alors l’estimation de moyenne quadratique originale dans la Proposition 3.1 est valable.

Démonstration. Ecrivons I = [ao, bo]. Choisissons un poids de Schwartz radial non négatif @ tel
que ®(z) > 1 sur [0,1] et supp® C [0,Cs| pour un certain Cy > 0 fixé. Il suffit de prouver
Mp <5109, HWHCJ, H D¢ pour un certain J' = J'(¢,¢), ou

2

Mp = 55 & @Nria(w/H)| 5 nwn)xa(W (Naln)/D) (an)

ueO (n S)=

Conjuguons la somme intérieure, développons le carré, et posons g = (ny,ng) et n; = gz;. Les
indices sans facteur carré satisfont (21, 22) = (2122,9) = 1, et

Xn1 (U)an (u) = 1(u,g)=1Xz1 (U)X22 (u)

Appliquons le Lemme 4.2 avec x = X\, X, et exclusion g :

Hpe)x(e)y(x) = HNgo(h)
O(Nicjo(u)/H)Lug=1x(u) = x(h)® :
" % Ny Naateirae 7 \ NN Nurale)
(42)
La fréquence nulle n’apparait que lorsque z; = z5 = 1 et contribue
2= 580) 3 Wiol)/DIPTT (1= 3 - o) < HIWIE,
D (9,5)=1 plg Ni/a(p) ’ h
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Retenons tous les h # 0, y compris ceux avec z; = z5 = 1.

Développons la fonction de classe de rayon fixe v(t)G(t7') = ¢ ce&(t). Le théoréme des restes
chinois et (33)-(35) donnent

plzn)p(z2)v (20) v (22)7 (X X)) = Zsj Ceag(21)ag(z2). (43)

Ecrivons N = Nk g pour le reste de cette preuve, et posons Wy(z) = z~/2W (z). En substituant
(43) dans (42), en incluant la normalisation 1/D dans (41), on obtient

Mp—Z=3 ¢S, [Mp—2ZI< max |Sl,
:

puisque la somme de caractéres est fixe et finie. Fixons . En utilisant x(e) = x.(e°), sa contribution
est

f D2 Z Z Z Z G{(Z’l )@Xu (h€5)Xz2 (h65)

g e h#0 21,22
l9 7 (z1,22)=1

XWO(Nggzﬂ)wo (528 (staven)

Ici et ci-dessous, chaque variable étoilée est sans facteur carré, primaire et premiere a S, tandis que
h, k parcourent les éléments non nuls de O. Nous devons montrer |S¢| <, 57,0, W2 s D"

Insérons 'identité de coprimalité et changeons les variables :

Loyem=1 = . p(v), z=vm;.

v|z1,v|22
Par (34), le facteur commun des deux colonnes satisfait
ag(vm) = ag(v)ag(m)xm(v)", lag(v)xu(he’)* = L m=

ou (v,e) = 1. Ainsi la méme somme devient

=g 3 SEREEE S S e

(g, v) 1 lg (h v) (mllegrgs) 1
_ N N
X Xy (h€’0?) X, (hePvH) Wy <(ggml>> W ((gng)>

HN(h)
@ <N<e>N<v>2N<m1>N<m2>> |

Il n’y a plus de restriction (m;,my) = 1. Faisons le changement de variables bijectif

b=gle, f=ev, k=eh,
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e=(fk), v=7fle, g=be, h=k]e.

Les b, f résultants sont premiers entre eux et sans facteur carré, k # 0 est arbitraire, et

gu=>f, hev* =kf*  ple)u(v) = pu(f),

Par conséquent,

SE = % > b,f ,U(f)N(b) Zk;éo > mame ag(ml)ag(m2)Xm1(kf4)Xm2(k‘f4)

(b, =1 _(mma )=l (44)
xWo (M%ml)) Wo (N(b)gm?))q) (N(f)zﬁ(]\fﬂ”ff))f\f(mz)) :

Les caracteres forcent (m;, f) = 1, ne laissant que l'exclusion affichée (m;,b) = 1. Les supports de
Wy et ® donnent

Cyb2D?
NB)N(f) <byD, 0< N(k) < HNO(b)2'

Partitionnons B < N(b) < 2B et F' < N(f) < 2F en plages dyadiques. Désignons la contribution
correspondante a (44) par Sg.p p, et posons

X:E H:CI"I’Dz

BF, TB2, OL@ = maX(Z, Ccpbg)

Ceux-ci satisfont (39). Dans les variables x; = N(m;)/X, le poids lisse couplé est

Kb,f,k(xhlé) = Wo(mh)mcf) ( @ ) ,

X122

_ NO)N(f) _ HN(k)
r=—pm € [1,4], Q—WSCI,¢~

Pour tout entier ¢ > 0, ces noyaux satisfont

sup 1KCs. 1Ml catanaboy Krog W 1 2acry-

Pour U € C(1,), ou I, = [ay/8, 2by|, posons

*

Su(b, f, k) = ( Z): ag (1) xn (k)Xn (f)'U(N(n)/ X).
(n’,i):ll

Les décalages (X, F') — (X/N(d), FN(d)) préservent (39). Ainsi le Lemme 4.4 et (40), avec J =
J(¥,e/4), donnent

Z |SU(b7 f: k)‘Q = XFg(b)(HvXa F7€7 U)
Ik
< X Fran(b) S E(H, X/N(d), FN(d); €, U)

djb
<Ly,8,1,9,2 Ds/z(XF)2 | UH2CJ(I*)'
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Ici N(b) <; D, donc les facteurs de diviseurs sont absorbés dans D/*. Nous utilisons le principe de
poids lisse suivant, énoncé et prouvé dans le Lemme B.2 : une borne de moyenne quadratique valable
pour toute fonction de test commune, avec une norme C”, borne également la somme quadratique
correspondante avec un noyau dépendant de la ligne, & un cofit donné par la norme C?/** du noyau.
Pour chaque b fixé, appliquons le Lemme B.2 avec I'indice de ligne (f, k), le coefficient u(f)1¢fs)=1,
et le noyau Gy 5. La plage de lignes plus grande 0 < N(k) < H n’ajoute que des termes dont le
noyau original s’annule. Avec ¢ = 2J + 4, cela donne

* HN (b
Se.,r| <u5.1,0, DE/QHWH%W(I) Z D2( )
B<N(b)<2B

1> HB g
(XF)??< D /QHW”%q(I)ﬁB(XF)g =D /QHWH%’Q(I)Ha

(45)
ou XF = D/B et le comptage des idéaux donne O(B) choix de b. En sommant les O((log D)?)
plages dyadiques non vides, on borne S comme requis. Sommons sur 'ensemble fini fixe de &,
incluons Z, et restaurons le facteur D pour obtenir (26). L’ordre de dérivation requis dépend
uniquement de 9, €. O]

5 Itération de I’estimation de moyenne quadratique duale

Posons ¥ = X F. Nous prouvons l'estimation suivante pour la famille (37), avec les exclusions
supprimées par le Lemme 4.4. Les deux entrées sont prouvées dans les sections 6 et 7.

Proposition 5.1. Fizons k > 0 et Cy > 1. Supposons que
HX,F>1, S=XF<D% H<ED™" (46)
Pour tout € > 0 il existe un entier J = J(k,Co,e) > 1 tel que
EMH, X, F; 6, W) <1085 HWHQCJ(I)DEE (47)
pour tout intervalle compact I C (0,00) et tout W lisse supporté dans I.

La preuve est donnée dans la section 5.5, en utilisant le Lemme 5.3 et la Proposition 5.4.

5.1 Les sommes complétées

Soit W une fonction completement multiplicative a valeurs dans C sur les idéaux intégraux non
nuls de Ok = Z|w] premiers a 3, s’annulant sur les idéaux divisibles par un nombre premier dans
S. Pour un élément primaire n, écrivons W(n) = W((n)). Définissons

. a(n)y2(n) ¥ (n)a () W (b)?
T(X;V) =
S (n,ZS):=1 g(:? 05 V/Niso(n) Nk o ()

b=1 (mo

(b,9)=1

Vi(Nko(n)Nijo(0)?/X),  (48)

ot Vi(y) = \/yW (y). L'indice supplémentaire b fournit les cubes dans le développement de Fourier
de la fonction théta de Kubota. Ici n,b sont des éléments primaires de O; seul n est requis sans
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facteur carré.

La partie b = 1 est exactement X /2 > (ns)=1 @(n)y2(n)¥(n)W (Ng/g(n)/X). Pour identifier cela
avec la somme de colonnes normalisée dans (37), fixons un caractere de classe de rayon £. Pour une
ligne non nulle £ € O et un f primaire sans facteur carré premier a S, posons

Ti(n) == E)xa()xa(f)', T(X3k, f) = T(X; Tp). (49)

Le produit affiché définit Wy (n) pour (n,S) = 1; posons Vy(n) = 0 sinon. Ainsi 'extension par
zéro requise dans (48) fait partie de cette définition.

5.2 L’estimation de moyenne quadratique complétée

Pour la torsion (49), la transformation théta convertit les torsions sextiques pertinentes en caracteres
quadratiques. En la combinant avec le grand crible quadratique, on obtient I’estimation suivante,
prouvée dans la section 6.

Proposition 5.2. Fizons € > 0, Cy > 1, et un caractére & du groupe de classes de rayon fize. Il
existe J = J(g,Cy) > 1 tel que

S Kk D reseco DIW (2o (H ‘ (50)

0<Ng q(k)sH

HQNK/@(f))
X

chaque fois que
1 <H,X,Ngg(f) <D,

Ici f est sans facteur carré et primaire avec (f,S) =1, W est lisse et supporté dans un intervalle
compact I C (0,00), et T est défini par (49).

5.3 Inversion cubique et sommes restantes

Posons

X? X
Lemme 5.3. Fizons Cy > 1 et € > 0. Supposons 1 < H, X, F < D% et H <X = XF. Il existe
un entier J = J(g,Cy) > 1 tel que

5(H7X>F;£7 W) <<I,I/,S,Co,5 D* ZHI/VH%J(I) + sup 8(H7Lb>F;€7W) (52)
b=1 (mod 3), (b,5)=1
Ny /g(b)>He, Ly>1
pour tout intervalle compact I C (0,00) et W € C°(I). Un supremum vide est nul; en particulier
il est vide lorsque H? < X.

Démonstration. Ecrivons N = Ny /@ et I = [u,v]. La multiplicativité complete dans (48), y compris
aux zéros de ¥y, donne

XS alna k(W V) x) -y Al

(n,S)=1 (h,9)=1

B Ny k). (53)
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En effet, aprés substitution de (48), le coefficient de I'indice cubique total b contient Y-y, u(h) =
1p—;. C’est I'inversion de Mobius ; comparer [22], (1.18) et [7], (8.2).

Séparons le membre de droite de (53) en Pour(k, ) + Pong(k, f), ol

3

p(h)a(h) Wi (h)?
Pl f) = 3> PSSO s, ),
(h,S)=1
N(h)<H.
1 *
gcourt - F Z Z |Pcourt(k7f)‘2‘
F<N(f)<2F O<N(k)<H
(f,9)=1

Définissons &jong de la méme maniere en utilisant Pone. Cauchy-Schwarz pondéré pour chaque &, f,
suivi de la Proposition 5.2, donne

1 1 1 *
gcourt S Z NT/ LN Z AT/ T Z Z |T(X/N<h)3ak7f)|2
(N(h)SHc N (h)) vz N F oo NFcar oan i<

(£,9)=1

€ H2FH§ 15
<<I,I/,S,Co,€ D /2HW”20J(I) (H“— X ) << D /QEHWH%J(I) (54)

Ici X/N(h)® > 1, et la somme des normes réciproques ne contribue qu'un logarithme. Nous utili-
sons la Proposition 5.2 avec I'exposant /4 et la plage Cy + 1, puisque N(f) < 2D%. Si H. < 1, la
somme est vide.

Développons T' en utilisant (48) dans les termes restants, avec I'indice cubique c :

Pl 1) = 5Ty Nahe Bahey
h,S)=1 (¢,S)=1
N(h)>H.
S v (NN (he)?
< 3 atntaw (TR

Posons b = hc; les paires donnant b sont exactement (h,b/h) avec h | b et N(h) > H.. Puisque
()3 = £(b)3xs(k)*1 s, 5)=1, cela donne

Bo(b, fxp(k)* 1 * )
Piong(k, f) = e (1) X (B)xn () W (N (n) /L),
(b,Sz):zl N(b) \/L_”(n%)::l e(n)xn(k)x

N(b)>H,

Bo(b, f) = ng(b)gl(b,f):l > w(h), Bo(d, f)l < Taiv(b).
N,

La fonction diviseur 74;,(b) compte les diviseurs idéaux. Tous ces indices sont primaires et premiers
a S; b n’a pas besoin d’étre sans facteur carré. Le support de W restreint la somme a N ()3 < vX.
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Cauchy-Schwarz pondéré donne maintenant

iv b iv b
glong < Z T]i/é) Z T%E))g(HaLbaFafaW)
H.<N(b)<(wX)1/3 ( ) H<N(b)<(vX)1/3 ( )
(b,5)=1 (b,5)=1

La somme des diviseurs réciproques est < 10g2(2 + X)), puisque

2 5 - e = () <veen we

N(b)<R N(cd)<R N(c)<R

Si Ly < 1, la somme de colonnes est vide sauf si L, > 1/v; sinon elle a O;(1) termes, donc
H
EM, Ly, F; &, W) < f"W“Zo < D[W%.
b

Absorbons les logarithmes dans D® et combinons les deux parties en utilisant & < 2€qure + 2E10ng-
Cela prouve (52). Si H? < X, alors H. = X'/3, donc N(b) > H, implique L; < 1. O

5.4 L’estimation de transfert

Fixons un poids de Schwartz radial non négatif ® avec ®(¢) > 1 pour 0 <t < 1 et supp P C [0, Col.
Un tel poids est obtenu en élevant au carré et en redimensionnant une fonction de Schwartz radiale
réelle a transformée de Fourier a support compact. Ecrivons N = Ngq. Pour H, L, F,§ fixés,
posons

2

*

Z af(”)Xn<k)Xn<f)4W<N(n)/L)

(n,S):l

A= > Y (55)

F<N(f) <2F keO
(f,9)=

Ainsi E(H, L, F; £, W) < A(W). Dans la proposition suivante, 3 est une échelle cible indépendante ;
nous l'appliquerons a 1’échelle de colonne L, avec ¥ = X F'.

Proposition 5.4. Supposons 1 < H, L, F,%¥ < D% et max{H,LF} <%, pour Cy > 1 firé. Pour
tout entier m > 0 et € > 0,

EH X' F: ¢ U
AW) < D€Z||W||é4m+1z<1) (1 + sup ( 5 3 )) (56)
ot le supremum est sur la famille (37), avec ¥’ = X'F', H', X', F' > 1, et
HL H _H
— <= Y<L.
Hevp w3 Y= (57)
Pour I = [u,v], les tests satisfont U € C(I'), I' = [u/16,4v], et ||U||cmry < 1; un supremum vide

est nul. L’estimation est valable pour tout compact I C (0,00) et W € C°(I), avec une constante
implicite dépendant de m,Cy,e,1,v,S et du groupe de classes de rayon fize.

La preuve est donnée dans la section 7, en combinant les Lemmes 7.1 et 7.3.
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5.5 Preuve de la Proposition 5.1

Preuve de la Proposition 5.1. Fixons k > 0 et Cy > 1. Nous prouvons par récurrence sur j > 0 que
la proposition est valable sous la restriction supplémentaire H < D%, avec 'ordre de dérivation
et la constante implicite autorisés a dépendre de j. Plus précisément, pour tout € > 0 il existe un
entier J = J(j,k, Cy,€) > 1 tel que

5<H7 X, F;¢&, W) KIp,5.5.4.Coe DEE”WH%'J(I)

pour tout intervalle compact I = [u,v] C (0,00) et W € C°(I), sous les hypotheses de la pro-
position. L’ordre de dérivation est indépendant de I ; cela nous permet d’appliquer I'hypothese de
récurrence sur l'intervalle élargi dans 'estimation de transfert. Pour le cas de base 7 = 0, nous
avons H < 1. Dans (37), le support de W restreint n aux O;(X) idéaux avec N /g(n) € [uX,vX].
Les facteurs ag(n), x»(k) et x,(f)* ont une valeur absolue au plus un, donc I'inégalité triangulaire
borne chaque somme intérieure par Op(X||W||w). Il y a O(F') choix de f et O(H) choix de k. Par
conséquent,

FH
EH, X, Fi6 W) <1 s (XIWlo)? = HX W

En divisant par > = X F et en utilisant H < 1 et F' > 1, on prouve l'assertion pour j = 0, avec
J =1

Supposons ’assertion vraie pour j, et fixons € > 0. Soit m l'ordre de dérivation fourni par I'hy-
pothése de récurrence avec l'exposant ¢/3. Pour H < DU+D% appliquons le Lemme 5.3 avec
I'exposant £/3. Nous devons borner les moyennes quadratiques dans son supremum uniformément
en b. Si ce supremum est non vide, alors H? > X et H? = X?/H?. Pour chaque tel b, rappelons
que L, = X/Ngp(b)? > 1. Puisque L, < X et ¥ > max{H, L,F}, la Proposition 5.4 s’applique
a l’échelle de colonne Ly, avec l'ordre de dérivation m, et I'exposant £/3. Son estimation borne

également E(H, Ly, F;&,W) car E(H, Ly, F; £, W) < A(W).

Soient H', X', F' des parameétres quelconques dans le supremum de (56), avec ¥/ = X'F’ comme
dans cette proposition. Par (57) et Nk q(b) > H,,

HL, H HN\Z .
HISZF:NK/@(b)3F2<%(X) < D < D
/
Z,gggD“, Y <L, <8< D

Ainsi chacune de ces moyennes quadratiques est couverte par I’hypothese de récurrence. Son poids U
est supporté dans [u/16, 4v] et a une norme C™ au plus un. En appliquant ’hypothése de récurrence
sur cet intervalle, on obtient

EH, X', F'; ¢\ U)
E/

3
<<I7yvszjzl€7007€ DE/ :

L’intervalle élargi est déterminé par I, donc la constante implicite n’a que la dépendance autorisée
au support. En substituant dans (56), on obtient, uniformément en b,

E(H, Lln F; 57 W) <<I,V,S,j,li,00,€ DQE/SZHWH%‘“""'H(I)'

25



La substitution dans (52) contribue le facteur restant D%/3. Choisissons J au moins 4m + 12 et au
moins l'ordre de dérivation requis par le Lemme 5.3. Nous obtenons

8(H7 X, F;¢&, W) LI1w,8.5.4,Coe DEEHWH%J(I)

Le choix de J dépend uniquement de j, k, Cy, €. Si le supremum dans (52) est vide, la méme borne
découle directement de ce lemme. Cela complete la récurrence.

Enfin, prenons j = [Cy/k]. L’hypothése H < ¥ < D assure H < D’*, donc la récurrence donne
la proposition. O

5.6 La moyenne quadratique originale et ’exposant 11/12

Preuve de la Proposition 3.1. Fixons 0 < 9 < 1/10 et posons H = D'*’. Les plages dans (39)
donnent

CD'Y D H _

<~ Z—XF—B, E<<D . (58)
Pour D grand, la Proposition 5.1 s’applique avec K = 9/2 et Cy = 2. Si X < 1, un support non
vide force X >>; 1, et le comptage donne & <; H||W||Z, < Z||W |2 ; si H < 1, la somme est vide.
Ainsi (40) est valable, avec un ordre de dérivation dépendant uniquement de 9, ¢, et la Proposition

4.5 prouve (26). Le cas D borné est a nouveau couvert par le comptage. ]

6 Preuve de ’estimation de moyenne quadratique complé-
tée

Nous prouvons la Proposition 5.2. Nous exprimons d’abord la somme complétée (48) en utilisant
les coefficients théta cubiques et énoncons la formule de transformation. Nous appliquons ensuite
le grand crible quadratique et tenons compte des facteurs premiers répétés dans k.

6.1 Réalisation par la fonction théta cubique

Avec la ligne k et I'indice auxiliaire f fixés, nous exprimons 7'(X; k, f) comme une somme pondérée
de coefficients de Fourier de la fonction théta cubique. Son automorphie exprime ensuite cette
somme en termes de coefficients a d’autres pointes, comme dans [7], § 5 et Annexe A. Nous utilisons
U, de (49), en supprimant sa dépendance au f fixé et a &.

Ecrivons (z,v) € C x Ry pour les coordonnées du demi-espace supérieur, avec la coordonnée hori-
zontale z et la hauteur v. Nous utilisons la fonction théta cubique de Kubota dans la normalisation

e [7], §5.1, (5.6) :

35/2
0(z,v) = - VB4 ST (0K js(dn|lv) exp(2mi(Cz + £2)). (59)
ZEK)\#OO

Ici K3 est la fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece, et 7(¢) est la suite de coefficients
donnée explicitement dans [7], (5.7)-(5.8), suivant le calcul de Patterson [38], Théoréme 8.1.
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Nous définissons Oy (z,v) en tordant les coefficients de Fourier de §. Définissons d’abord ¢y, : @ — C
par

or(n) = {gn()\)mllk(n), n=1 (mod3), (n,S)=1

sinon.

Nous définissons ensuite ©4(z,v) en multipliant le coefficient de Fourier de # en ¢, qui est 7(—£),
par ¢ (A\3) : )
Ok(z,v) = > T(=0)gr(NOvKy 5(4r|C|v) exp(2mi(lz + (Z)). (60)

LeXT30
070

Rappelons que cy(nb?) est défini en (12). Choisissons un ¢ € O non nul tel que ¢ soit périodique
modulo ¢, et posons

Buh) = s S oulmlel—hna).

n mod ¢
Lemme 6.1. Avec ces définitions,
TX:k, f) = —— nb? nbanmb )W | L)) 61
e v 2 cow )t (M (61)
n,bzl7 (mod 3)
n sans facteur carré
(nb,S)=1
De plus, R
> ou(h)0(z + ANh/q,v). (62)
heO/q

Démonstration. La formule des coefficients (12) donne
co(nb®) i (nb®) = 32 [b|ya(n) Wy (n) Ui ().

La substitution dans (48), en utilisant Vi(y) = /yW (y), prouve (61). L'inversion de Fourier finie

donne )
= > dhe(nh/q), Y dk(h) = dr(0) = 0.
he0/q heO/q

La multiplication du f-iéme mode de Fourier par e(A3(h/q) translate z en z + A\?h/q. La seconde
identité annule le terme constant, prouvant (62). [

La formule de transformation résultante est énoncée dans la sous-section suivante ; son calcul d’au-
tomorphie est donné dans 'annexe A.2.

6.2 La transformation théta

Rappelons que, pour un nombre premier primaire p ¢ S, x,(z) = (z/p)s est le caractere de résidu
sextique sur (O/(p))*. Pour tout entier j, écrivons Xf; pour sa j-iéme puissance sur ce groupe,
étendue par zéro sur les multiples de p; en particulier, Xg(x) = 1,,. La réciprocité sextique (29)
exprime les facteurs de ¥, aux nombres premiers en dehors de S comme de telles puissances, avec
0<j<5.
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Pour un nombre premier primaire p ¢ S, j € {0,...,5}, et x € O, définissons le facteur local

Xp(x)ijia .] 7£ 07 47
By j(z) = { Ngjo(p) *(=1+ Ngjo(p)Lpe), =4, (63)
Nio(p) ™ xp(x) 72, Jj=0.

Le cas clé est le caractere quadratique

By (z) = xp(2)”.

Pour le poids lisse & support compact V, dans (48), posons V. (s) = [&° Vi(x)x*dz /x. Nous écrivons
f(g) pour l'intégration vers le haut le long de la ligne verticale de partie réelle o. Avec I" désignant
la fonction gamma d’Euler, la transformée accompagnant le poids est

! o D(7/64+0T(5/6+1t) ((2r)z\ "
V*ﬁ(“”)_2m'/(0>V*(_t)r(7/6—t)r(5/6—t)< 27 ) at, =>0. (64)

Ici 6 est la fonction théta cubique de Kubota, normalisée en (59). Les sommes duales utilisent les
coefficients de Fourier de 6 a trois pointes. Prenons les représentants

1 0 1 0
7021, 7+:<w 1>a 7—:<w2 1>a (65)

agissant sur le demi-espace supérieur. Pour o € {0, +, —}, définissons d,(¢) par le développement
de Fourier [7], (5.9), (5.15)

R 1275 _
0(15(2,0)) = = 1,—ov? + 3 d (0K 5(47|¢)v) exp(2mi(Lz + (2)). (66)
2 0£LEA1O
Ainsi dy(¢) = 7(—{), avec T étendu par zéro en dehors de A=3O. En particulier, cg(nb?®) = dy(A3nd?)
pour les indices dans (12); le plan utilise dy(m) pour d,(A™*m) avec 'un de ces trois choix de o.
Les formules arithmétiques pour les trois suites sont données par (91) et (92) dans 'annexe A.2.

Nous énongons la formule pour un produit général de torsions locales. Fixons un caracteére de classe
de rayon dont le conducteur est supporté sur S, et soit ¥y son extension par zéro a chaque nombre
premier dans S. Soit P un ensemble fini de nombres premiers en dehors de S, chacun représenté
par son générateur primaire dans O, et choisissons des entiers 0 < j, < 5 pour chaque p € P. Pour

n € O primaire, posons .
W(n) = Wo(n) [T 1 (n).
peP

Dans les sommes transformées, A parcourra des sous-ensembles satisfaisant
{peP:j,#0} CACP.

Ainsi seuls les nombres premiers avec j, = 0 peuvent étre omis de 4. Nous appelons les nombres
premiers dans A actifs et ceux dans P \ A inactifs. Pour un tel sous-ensemble et ¢y € O\ {0},

écrivons
c=c [] p

peA
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Proposition 6.2. La quantité T(X; V) définie en (48) est une somme de Oy, s(2/71) termes de la

forme
Nij(O)X ) '

Ni/o(e)? (o7

s 02O i) [T B, (V0)V? (

0£ter-10 \/ Nk jg(f) pEA

Ici A et ¢ sont comme ci-dessus, et |C| <w,.s 1. Les triplets (d, 1, cy) appartiennent d une famille
finie fize dépendant uniquement de Wy, S, ot d € {dy,ds,d_}, co € O\ {0}, et ¢ est un caractére
additif de module un sur O.

Pour moyenner les sommes transformées sur kg, nous devons choisir leurs coefficients de pointe et
caracteres additifs de maniere cohérente lorsque kg varie. Fixons un ensemble fini Pg, de nombres

premiers primaires en dehors de S et des exposants j, € {0,...,5}, et posons
Uiy (n) = To(n) IT x3r(n) [T xp(n),
PEPsx plko

ot ko est primaire et sans facteur carré, avec (ko, S [Iyep, p) = 1. Soit Agx parcourant les sous-
ensembles satisfaisant

{pEPﬁX:jp#o}gAﬁngﬁ)n A:Aﬁxu{pplk()}
Chaque nombre premier divisant ky appartient a A, puisque son exposant est 1.
Lemme 6.3 ((Uniformité dans la torsion)). Pour la famille Wy, ci-dessus, les termes de la Proposi-
tion 6.2 peuvent étre indexés par (h, Ag,), avec h dans un ensemble fini five dépendant uniquement
de Uy, S. Les coefficients scalaires nuls sont permis. Pour chaque indice fixé, le triplet (d,, co)

dépend de ko uniquement par sa classe de rayon modulo un idéal fixe supporté sur S et dépendant
uniquement de Vg, S.

Pour estimer les sommes duales, nous avons besoin de bornes pour les coefficients de pointe et le
poids transformé.
Lemme 6.4. Pour chaque d € {do,d,d_}, le coefficient d(¢) s’annule sauf si ¢ peut s’écrire
(= u\"nb?, (68)
ouu€ O, meZ avecm > —4, et n,b € O sont primaires avec n sans facteur carré.
d(0)] = |d(uA™nb®)| < 27 - 3™/5|b|. (69)

Pour A > 0, des entiers j > 0, et Vi supporté dans un intervalle compact fixze I C (0,00), il eziste
J = J(A,j) tel que

(20, Y VE(@)| <agr IVellesnmin(at a=4), 2> 0. (70)

La Proposition 6.2 et les Lemmes 6.3 et 6.4 sont prouvés dans I'annexe A.2.
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6.3 La moyenne quadratique quadratique du coté dual

Nous enregistrons I'estimation du grand crible quadratique nécessaire ci-dessous.

Lemme 6.5. Soient H,U > 1, et soit 5(n) des coefficients complexes sur n primaire sans facteur
carré avec Nk g(n) < U. Pour tout € > 0,

2
*

> > Blr)xr(n)®| <se (HUP(H+U) Y _|BM)% (T1)

k=1 (mod 3),(k,S)=1|n=1 (mod 3),n sans facteur carré n
Nrjolk)<H Nrjg(n)=<U

L’¢toile restreint k aux éléments primaires sans facteur carré.

Démonstration. C’est le grand crible quadratique de Goldmakher et Louvel [13], Théoréme 1.1,
apres avoir fixé le produit des facteurs premiers de n appartenant a S, et un nombre fini de classes
de rayon. Pour étre complet, soit e, € {0,1} selon que Ng/g(k) = 1,3 (mod 4), et soit sy le
caractere non trivial modulo \. Le caractére x +— (x/k)qr)(2)% est trivial sur les unités et a pour
conducteur primitif kA% . Lorsque e, = 0, le facteur k) (z) est omis. Les classes modulo 240 fixent
les caracteres supplémentaires et les facteurs de réciprocité ; pour k1, ko premiers entre eux dans la
méme classe, le caractere produit a pour conducteur ki kq. Ce sont les hypotheses de [13], Définition
1let§2. O

6.4 Lignes sans facteur carré et borne complétée

Ecrivons N(a) = Ng/g(a). Dans (49), autorisons tout g € O \ {0} & la place de f, donc Wy.(n) =
E(n)xn(k)Xn(g)*. L’extension par zéro en S est conservée. Choisissons des générateurs d’idéaux
premiers, primaires en dehors de 3, et étendons multiplicativement a tous les idéaux. Nous bornons
d’abord les lignes sans facteur carré.

Lemme 6.6. Pour tout € >0 et Cy > 1 il existe J = J(e,Cy) > 1 tel que

S T(Xiues ) <resecs DIWIE (H . (72)

0<N(s)xH
s sans facteur carré

pour 1 < H,X,N(g) < D%, ug € O%, tout intervalle compact I C (0,00), et W € C>(I). La
somme utilise les générateurs choisis des idéaux sans facteur carré, y compris ceux rencontrant S.

Démonstration. Par homogénéité, supposons ||[W{|cs ) < 1, avec J choisi ci-dessous. Ecrivons

H
s =tky, t p||| p, N(ko) < Ho N ()

plg ou peS
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Fixons t¢; alors kg est sans facteur carré et primaire, avec (ko,g) = 1 et (ko,S) = 1. Ecartons les
plages vides, donc Hy > 1, et retenons ces restrictions ci-dessous. Pour une fonction de coeflicients
A(n,b), une échelle positive Y, et un entier m > —4, posons

.: A(n,b)xk, (nd)* - (3" N(n)N(b)*H3
Sm[A,Y](kO> . n’bzlz(mod 3) 3m/3 /N<n)N(b)‘/* ( YN(/{ZO)Q ) .

n sans facteur carré

(73)

Nous obtiendrons, apres partition de kg en classes de rayon fixes,

T(X; ugtko, g) = Z Z CL,m(kO)Sm[AL,m7 YL](kO)v

LEL m>—4

ou Z est indépendant de ko, |Z| < 1, |¢,m(ko)| < 1, et A, ,, est indépendant de ky. Pour certains
a,,Y, > 0, les coefficients et les longueurs satisfont

3

NN (). (74)

| Ay (n,0)| < a0l <1, alY, <
Toutes les restrictions de colonnes sont incluses en étendant A, ,, par zéro. Posons k = ugtky. Pour
P={p¢&S:plkg}, laréciprocité sextique (29) donne

Ui(n) = Uo(n) [ x22(n), Jjp = vp(k) +4vp(g) (mod 6), 0 < j, <5. (75)

peEP

Méme lorsque j, = 0, le facteur Xg(n) = 1,4, conserve 'extension par zéro en p | kg. Le facteur
fixe Uy contient £, les facteurs en S, les facteurs unitaires, et n +— R(n, []¢s p’*®). La quatrieme
puissance en g ne contribue aucun signe de réciprocité, et les facteurs en S dépendent uniquement
des exposants modulo six. Ainsi ¥, parcourt une famille finie fixe. Dans la notation du Lemme 6.3,
prenons Psx = {p ¢ S : p | tg}, de sorte que P = Ps, U{p : p | ko}; les exposants sur Pg, sont
fixés avec t, g. La partition de kg en classes de rayon fixes fixe U et, par le Lemme 6.3, les données
d, 1, cg dans chaque terme transformé.

Fixons un terme transformé, avec des nombres premiers actifs Ag, en dehors de kg, et posons
¢ = o [pen,, P- Ainsi ¢ = c.ky dans (67). Par (68), écrivons £ = uX™nb?, avec u, m,n,b comme la.
Chaque nombre premier divisant ky a j, = 1, et donc

Bp,l(u)\m“nb?’) = Xp(u)\m+4)3xp(nb)3. (76)

En effet, lexposant transformé est —1 — 2 = 3 (mod 6) et x,(b)? = x,(b)*, aussi lorsque p | b par
extension par zéro. La borne des coefficients et la décroissance rapide dans le Lemme 6.4 donnent
une convergence absolue de la série transformée, donc nous pouvons regrouper ses termes ci-dessous.

POSOHS d )\m b3 /\m b3 )\m+4 b3
Aym(n,b) = (uA™nb")a(uA"nb" )y (A" n >, | Ay m(n,b)| < 27.
3m/6,/N(b)

Le terme transformé est donc

3m N (n)N(b)3X

Aum(n,b b)?
C(ko) Z Z Yo (U)\m+4)3 Z s <n7 )Xko (n ) H Bp7jp(u)\m+4nb3)v;ﬁ (
we®x m>—4 n,b=1 (mod 3) 3m/3\/ N(n)N(b) PEAfK

n sans facteur carré
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La représentation est unique : en dehors de A, les exposants premiers de ¢ sont 3v,(b) ou 1+ 3uv,(b).
A part le caractere quadratique et le poids, la dépendance en kg est un scalaire borné.

Fixons u, m et écrivons ¢ = N(p) pour un nombre premier actif p t ky. Pour j, = 4, I'identité locale
est
Bp’4(u)\m+4nb3> _ _q—1/2 + q1/21p|n + q1/21p|n7p\b-

Pour afficher le réindexage dans (73), soit A®(n,b) incluant tous les autres facteurs locaux et

posons
AP (b)) = 1,, AP (pn, b), APV (n,b) = 1,, AP (n, pb).

Alors les changements n = pn’ et b = pb’ donnent 'identité exacte

S [AP) (0, 0) B, 4 (uX™nb%), ¢*Y] (ko)
= —q 28 [AY) Y (ko) + Xko (p)2Si[AP™, qY ] (Ko)
+ q_1/2xko (p)38m [A(}Lb)v Y/q](ko)

Dans le second terme p 1 n’ préserve 1'absence de facteur carré; dans le troisieme, p 1 n est retenu
et b est sans restriction en p. Les deux phases extraites ont un module un. Les facteurs ¢'/? dans

1/2 aprés division par N (pb').

I'identité locale s’annulent contre (/N (pn') ou laissent ¢~
Soit a une borne de suivi |A(n, b)| < 27a pour le coefficient dans (73), et soit Y son échelle. Avant
d’insérer les nombres premiers actifs, ceux-ci sont @ = 1 et Y = N(cg)*H2/X. Chaque nombre
premier actif contribue ¢ a la norme du conducteur au carré. En incluant ce facteur, les mises a
jour sont
(a®,¢*Y"), Jp ¢ 10,4},
(CLQ, Y) = (a2/Q7 QQY)u jp - 07

(CLZ/q, QQY)’ (a27 C]Y), (a2/qa Y/Q)? jp = 4

Ainsi a? ne diminue jamais. Si p | t et p ¢ S, alors j, est impair, donc a?Y" cofite au plus N(p)>.
Sip|getptt, lecolt est N(p) pour j, = 0,4 et N(p)* pour j, = 2; ce dernier cas nécessite
v,(g) > 2. Donc

2 2 2
a?Y <« 7:)[(0 H N(p)? H N(p)vp(g) < w.
plt plg

pES pit, p¢ S

Le réindexage aux nombres premiers distincts préserve la forme et les extensions par zéro. Par le
Lemme 6.3, les termes transformés, les unités, et au plus trois choix par nombre premier p € Ag,
avec j, = 4 forment un ensemble d’indices de taille bornée par un diviseur en tg. Ici et ci-dessous,
borné par un diviseur en a signifie borné par C'ry;, (@) pour des constantes fixes C, A ; en particulier,
c’est <. Nk/g(a)® pour tout € > 0. Pour un indice ¢, abrégeons a = a,, Y =Y,, et A,, = A,,,.
Les mises & jour locales donnent Y < D pour un certain C; = C;(Cy) fixé. Séparons b en
B < N(b) < 2B, et n par une partition dyadique lisse V(N (n)/U), avec U, B > 1 et des coupures
uniformément bornées. Pour cette partie de (73), écrivons

Sm;U,B(kO) — Bfm/3 Z Xk:o(b)B}?b(k(D7
B<N(b)<2B N(b)
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Ek) = Y Am(”’b)Xko(”)3v<N<n>/U>mﬁ(

n sans facteur carré N (n)

3™N(n)N(b)3H3
Y N (kg)?
Ici n, b restent primaires. Posons z, = 3™UB?/Y et fixons un exposant de décroissance A > 0. Avec

m, U, B,Y fixés, le Lemme B.1, appliqué uniquement en N(n)/U, donne la représentation suivante
dans une variable de Mellin réelle s :

Fy (ko) :/Rcb,ko(s)Gb,s(kO) ds,

Ap(n,b)xg, (n)? s
Groth) = > Anl DUy gy ()
n sans facteur carré N (n
N(n)=<U

b ()] ra (14 2) 74 (1 + [s)) 72

En effet, 'échelle R dans (107) est 3"UN (b)>H2/(Y N (ko)?) > z.. Le Lemme 6.4 fournit les bornes
de dérivées requises, indépendamment de b, ko, U, B, m. Puisque > n@)<v N (n)™! < 1, le Lemme
6.5 donne, pour tout ¢ > 0,

*

S (Ghalko)]? s aX(HoU) (Ho + U).
N(ko)<Ho

Appliquons Cauchy-Schwarz pondéré a l'intégrale de Mellin, comme enregistré en (111), avec le
majorant commun en (77), puis Cauchy-Schwarz pondéré en b, en utilisant -5y <op N(0)7F < 1+

SN (ko) <to [Smivp (ko) < 37278 (ZBSN(b)<2B ﬁ) Y B<N(b)<2B N () LN (ko)<Ho [Fo(ko)[?
(78)

L1540 A23723(HoU) (Ho 4+ U) (1 + 2.) 724

Puisque m > —4, nous avons U < 81Y z, et donc HoU < D0+ (1 + 2,). Choisissons 0 < 0 < 1
petit en termes de g1 > 0, Cj et prenons A = 3. En prenant les racines carrées dans (78), on obtient

. 1/2
( > |3m;U,B(k0)|2) < aD* 373\ Hy +VU)(1 +3mUB?)Y) ™2
N(

ko)<Ho

Les sommes dyadiques infinies convergent : pour U, B > 1 dyadiques et tout Z > 0,

Y 1+ UBZ2)? < log?(2 + Z), S VUQ+UBY2) < VZ.

U,B dyadiques U,B dyadiques

Ces estimations rendent la somme des normes ¢?(ko) finie. L’inégalité triangulaire et la somme
géométrique sur m > —4 donnent donc

o\ 1/2
*

S S m(ko)Sm[Am, Y] (ko) < aD* (\/Holog?(2 + Y) + VY).

N(ko)<Ho |m=>—4
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Combinons les choix d’indices ¢ bornés par un diviseur et utilisons (74) pour obtenir

s 2N (t)2N 2N
Z |T(X;U0tk?079)|2 %maxa?(?—[o—f—yb) <<H0+M S’H+L@.
N(ko)<Ho t X

Somnons les classes de rayon fixes et les choix ¢ | rad(g [[,cs p) bornés par un diviseur, en choisissant
€1 et les autres pertes de petite puissance en termes de e. Les estimations de poids ci-dessus
nécessitent un nombre fixe J = J(e, Cy) de dérivées. L’homogénéité restaure ||[W]Z s(1) €t prouve
(72). m

Preuve de la Proposition 5.2. Ecrivons de maniére unique k = ugsv?, avec s sans facteur carré et
s,v parmi les générateurs d’'idéaux choisis. Aucune condition (s,v) = 1 n’est imposée. Puisque
8 =2 (mod 6), y compris les extensions par zéro,

Xn(Uosv)xn () = Xn(uos)xn(f03)*,  T(X;uosv?, f) = T(X;ugs, fv°).

Appliquons le Lemme 6.6 avec la borne de ligne H/N(v)? et la torsion auxiliaire ¢ = fv?. Ici
N(g) < HN(f) < D*, donc utilisons ce lemme avec 2C. En sommant ses bornes, on obtient

Yo Tk HP= > > > T (X;ugs, fo?)]?
O<N(k)xH ug€O0* N(v)2<sH  N(s)sH/N(v)?
s sans facteur carré

HEN 1
< D*|W 181y (H + (f)) > N

X

La derniere somme est (x(2) < 0o, ot (k(s) = Lk(s,1) est la fonction zéta de Dedekind de K.
Cela prouve (50). O

7 Preuve de la proposition de transfert

Nous prouvons la Proposition 5.4 pour A(W) défini en (55). Tout au long de cette section,
H, L, F, 3, ¢ satisfont les hypotheses de cette proposition. Nous conservons le poids fixe ® et la
borne de support Cg choisis avant (55). L’élargissement par ¥/(LF') > 1 dans la moyenne quadra-
tique intermédiaire fait que la seconde sommation de Poisson revient a (37) avec une plage de lignes
au plus HL/(XF). Le Lemme B.2 sépare les poids, et le Lemme 4.4 supprime 1’exclusion restante.

7.1 Premiere application de la sommation de Poisson

Ecrivons N = Ng g, I = [u,v], et I, = [u/2,2v]. Tous les indices idéaux ci-dessous sont premiers
a S et représentés par leurs générateurs primaires; une étoile exige en outre l'absence de facteur
carré. Les variables k, h, y parcourent O. Pour C,t sans facteur carré avec (C,t) =1, et pour d | C,
posons

L 1N (C) SLEN(d)

= NON@) 1T N@rFE YT THNC)R
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ou ¢; > max(1,4Csv?) est fixé. Ne retenons que £ > 1/(2v). Pour U € C°(1,) et un caractere &
du groupe de classes de rayon fixe, définissons

py(n) = ( )E1(1) Ln,)=1Xn (U)X (C) *Xn (),

Poauly: U zpy n)/0). (79)

La notation p, supprime sa dépendance a C,d,t,&;. La forme non négative requise dans le second
calcul de Poisson est

Qg (U) = > chczZ‘b (v)/Yo.a)| Poas(y; U). (80)

C,t sans facteur carré d|C
(C,9)=1,(Ct)=1
N(C)N(t)<2vL

Le domaine extérieur n’a pas de restriction supplémentaire provenant du support de ®. Ici Yoia>0
peut étre plus petit que 1; les sommes extérieures sont finies, et la somme en y converge absolument.

Lemme 7.1. Sous les hypotheéses de la Proposition 5.4, fitons un entier j > 0 et g > 0. Si M > 0
satisfait Q¢, (U) < M||U||2s(;,) pour tout U € CZ(1.) et tout &, alors

AW) < D*(Z + M)W |[Z2544(1)

Démonstration. Développons le carré définissant A(W), et écrivons n; = Cu;, ou C' = (nq,ng) et
(u1,u2) = (ugug, C') = 1. Le caractere de ligne est Yy, Xu,, primitif modulo ujus, avec la restriction
supplémentaire (k,C) = 1. Le Lemme 4.2 introduit d | C' et une fréquence h. Soit Z la contribution
de fréquence nulle. Elle nécessite u; = up = 1, donc

H
7l <15 S S IWINE)/DP < HIWE

F<N(f)<2F C

Pour les autres fréquences, le théoréme des restes chinois, (32) et (35) donnent identité appariée

a (u1)ag(u2)Y (Xun Xup) = () pu(u2) (EG) (uauy ). (81)

Développons (£G)(2) = Y¢, le,&1(2) sur le groupe de classes de rayon fixe. Insérons 1(y, uy)—1 =
D thus, tjus M(t) €t posons u; = tx;. L'inverse est x; = u;/t; I'absence de facteur carré impose (;,t) =
1, mais aucune condition (z1,x2) = 1 ne subsiste. Les facteurs en C,¢ s’annulent contre leurs
conjugués, laissant p(d)u(t) et les restrictions (f, Ct) = (h,t) = 1. Ainsi

AW) = Z =3 L, > > ud)p(t)we.a
&1 C\t sans facteur carré d|C
(C,9)=1,(C;t)=1
N(C)N(t)<2vL

*

Y > > pnp2(@1)pag2 (2) Kn(N(21) /€, N(22) /0),
F<N(f)<2F h#0,(h,t)=1 1,22
(f,Ct)=1 N(h)<Cpv?L? N(d)/(HN(C)?)
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ou, pour chaque entier jo > 0,

Kn(z1, 22) = (21752)_1/2W(21)W&> (HJV(}L)W>

LQN(d)Zl Z9

sup ||ICr || cio 12y <1, HWHQCjo(I)

Ici x,,(C)* fournit (x;,C) = 1; les autres zéros originaux sont fournis par pjs2(z;). La plage de
fréquences affichée découle du support de ®.

Pour C,d,t fixés, 'application (f,h) — y = hf? a une multiplicité bornée par un diviseur en y.
Puisque X/(LF) > 1, son image non nulle satisfait N(y) < 4Cpv*L*F*N(d)/(HN(C)?) < Ycoa.
Puisque ® > 1 sur [0, 1] et est non négatif,

Y > weay |Poai(hfA U R Qe (U) < M|U[2s sy,

Cit d|C f.h

avec les plages précédentes a gauche. Appliquons le Lemme B.2 & I'expression complete affichée
pour A(W) — Z. La borne du noyau donne

AW) = Z| < DO MW |[B2yes )
Conjointement avec H < I, cela prouve le résultat apres avoir alloué les pertes de diviseurs dans
£o- ]
7.2 Seconde application de la sommation de Poisson

Soient C' t des éléments primaires sans facteur carré premiers a S, et soit d | C'. Fixons un caractere
& du groupe de classes de rayon. Pour des échelles arbitraires £,Y > 0 et U € C°(I,), avec
I, = [a,b] C (0,00), posons

*

P(y) —( ) 1(n)&1(n) L0 =1Xn () X (C) X (d)U (N (1) /£),
nS)=1 (82)
M = EEOCD (N(y)/Y)|P(y)*.

Ici P(y) abrege Poq.(y; U) de (79), avec 'échelle ¢ maintenant arbitraire.

La seconde sommation de Poisson transforme les coefficients de Mobius en coefficients de sommes
de Gauss cubiques. Pour énoncer I'identité, posons Uy(x) = x~/2U(z) et développons

(2)G(27) = cef(2)
5/
sur le groupe de classes de rayon fixe.

Du c6té transformé, g est le diviseur commun des colonnes originales, e | g provient de I’exclusion de
ligne, et w supprime la condition de coprimalité restante. L’indice h est la fréquence de Fourier non
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nulle. Soient g, w parcourant les éléments primaires sans facteur carré premiers a S, e les diviseurs
de g, et h parcourant O \ {0}, sous réserve que

Cq;bQEQN(e)

(9,Ct) = (w,gCth) =1, N(gw)<bl, N(h)< YN (g)?

Ces conditions assurent que tg/e et Cew sont premiers entre eux et sans facteur carré. Pour chaque
tel choix et chaque caractére &', la nouvelle échelle de colonne, le coefficient et le poids lisse couplé
sont

14

X/
a*(n) =
K:(l’l,xg) = UQ(.Z‘l)U()(IEQ)EI\) (

(gw)’
¢ (1) L(19/e)=1 Xn (deR) xn (Cew)?, (83)
YN(h)N(g)?
N(e)l?xixq )
Ici K dépend de U, Y, ¢, g, e, h. Une étoile sur une somme en nq, ny restreint chaque indice séparément
aux éléments primaires sans facteur carré. Définissons aussi

Q 2

~

Z=Y80) 3 U@/ (1- 55 )

(g,Ct)=1 plg
(g,5)=1

Lemme 7.2 ((Seconde identité de Poisson)). Avec la notation et les plages d’indices ci-dessus,

M=7+ 3 Y“<6>‘;\§Z>);€’N (9) Y am (JV;?) Ng”) R

Le terme de fréquence nulle satisfait
Z| <1,.0 YU,

Démonstration. Développons le carré, posons g = (ny,ns) et n; = gz;. Les termes non nuls satisfont

(21,22) = (2122, 9Ct) = (9, Ct) = 1, X, (Y) X (¥) = Ly 9=1X1 (¥) X2 (1)

Appliquons le Lemme 4.2 & ce dernier caractére, avec exclusion g et diviseur e | g. Sa fréquence
nulle se produit exactement lorsque z; = 2o = 1 et donne le Z affiché; le comptage de g donne sa
borne. Pour les fréquences non nulles, (33)-(35) et le théoreme des restes chinois donnent

11(z21) (22)&1(21)€1(22)Y(Nor X ) = D ceraer (21)agr (22).
I
Utilisons aussi
X:(dh)x:(e)x:(C)* = x.(deh)x.(Ce)*,
U(N(gz1)/0)U(N(gz2)/t) _ N(g) UO(N(gzl)/g)W-
N(21)N(22) ¢




Ainsi la contribution non nulle complete est

M-—7 = ;CE’ i Z YM]E;();)\;(Q) Z

(970%)11 elg h#0
x> ag(z1)ag(22) X (deh) xa, (deh) x, (Ce)'x., (Ce)
21,22
(z1,22):1

(2122,9Ct)=1

e (M) g (ND)g (L NOL

Tous les indices idéaux étoilés sont premiers a S. Insérons

1) )=1 = Z p(w), 2z =wn,.

wlz1, w|z2
Ici (w, gCt) = 1. L’équation (34) et les caracteres étendus par zéro donnent
ag(wn) = ag(w)ag (n)xa(w)*  ((w,n) =1),

|CL§/ (w)Xw(deh)Xw(Ce)4|2 = 1(w,h):1a
]-(n,gth):an(deh)Xn(Cew)4 = 1(n,tg/e)zlXn(deh)Xn(Cew)4-

Par conséquent, la somme complete précédente devient

M7 = chl giw Z Yp(e)p(w)N(g) Z

’ ) e N(e)f
¢ (9,Ct)=(w,gCt)=1 9 (h},zé)ozl
- ——, ( N(gwn1) N(gwny) \ » Y N(h)
4
X a*(ny)at(ng)U () Ui ( o
(Z) B U N(e)N (w)2N(n)N (ny)

Il ne reste aucune condition (ni,nz) = 1. Le support de la colonne donne N(gw) < bl et N(2122) <
b*(?/N(g)?*; le support de ® impose donc la borne affichée sur N(h). En substituant (83), on obtient

(84), avec seulement un nombre fini de termes.

Lemme 7.3. Revenons a I = [u,v] et I, = [u/2,2v]. Pour un entier m > 0, soit S,, le supremum

dans (56). Alors, pour tout eg > 0,

Qe (U) < D*S(1 + Sp)|U|Zzmrary (U € CE(1L)).

Les fonctions de test dans Sy, sont supportées dans I' = [u/16,4v] et ont une norme C™(I') au

plus un ; un supremum vide est nul.
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Démonstration. Ecrivons N = N x/0- Appliquons le Lemme 7.2 avec la longueur d’entrée £, I’échelle
de ligne Y¢ 4, et les mémes C, d, ¢, en utilisant le caractere ;. Ici h est la nouvelle variable de Fourier
pour la somme sur y. Sa sortie non nulle a g, w, e | g sans facteur carré, et

(9,Ct) = (w,gCth) =1, r=tgle, [ =Cew, Kk =deh.
Ainsi r, f’ sont premiers entre eux et sans facteur carré, et le coefficient af de (83) devient
@ (n) = ag (1)1 =1 X (K )xn ().

Ecrivons X}, pour Iéchelle de colonne individuelle X’ dans (83) ; ci-dessous, X’ désignera une échelle
dyadique commune. La longueur, le coefficient et le parametre de Fourier se simplifient en

, 0 L

2= N N@w) ~ NONF)
YeaN(g9)  ciXN(r)

YN T T
YeuN(h)N(9)?  erSFN(K)N(r)?
N (e)e? B HL '

Posons Uy(z) = 272U (). Le noyau couplé est donc

. (cIEFN(k’)N(r)2> |

Kr.pr (21, 22) = Up(21)Up(2) P H L1129

avec les deux colonnes évaluées en z; = N(n;)/X{. En particulier, son support non nul nécessite

4Cyv*  HL . HL
¢; XFN(r)? = XFN(r)¥

N(r)N(f) <2vL, 0< N(K)<
puisque Cg(20)?/c; < 1.

Pour r, f', k' fixés, toutes les préimages sont obtenues en choisissant
tlr, f'=Cew, el|k', (wk)=1, d|(CK),

et en posant g = e(r/t),h = k'/(de). La factorisation f’ = Cew est disjointe et sans facteur carré.
Toutes ces préimages ont le méme noyau : Ctgw = rf’, et le parametre de Fourier affiché ci-dessus
dépend uniquement de r, k’. Ainsi les restrictions de support n’écartent que les noyaux nuls. Les
choix t | r contribuent 7g4; (7). En un nombre premier p | f’, les choix p | C,p | e, et p | w,
respectivement, contribuent

(L + Lppr) = Lo — Lpwr = Ly

a la somme de p(e)u(w) sur les préimages; les deux choix dans le premier terme sont ptd et p | d.
Soit Z la contribution totale de fréquence nulle : la somme des termes Z du Lemme 7.2, avec les
poids extérieurs we 4 et les plages dans (80). Par conséquent, en regroupant avant de prendre les
valeurs absolues, on obtient

Q) -2="FFce L Noul) ¥ an)E ke (N(nl) NW) -
g

2 /e !
L r,f’ sans facteur carré k' #£0 XO XO
(r.f)=1 f'IK
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Fixons R < N(r) < 2R, F' < N(f') < 2F" dyadiquement, et posons

L 2’:X’F’:£, = L

,_ -
X = RF”’ R YEFR?

Ne retenons que les r pour lesquels un terme non nul se produit dans ces plages. Puisque f' | ¥/,
chaque tel r satisfait

L "L
= SFN(r)?

En particulier #' > 1. Pour tout j | r, en utilisant H < ¥, nous avons aussi

F' < N(f) < N(K)

X' _ SFN(r): _ FY
~ 2> ~ = > L (85)
N(j) =~ HRN(j) ~ H
De plus 1 < X'/ X < 4. Les noyaux redimensionnés
X’ X' >

Ky g1, m2) = Ky pr g <X(,]$1, fém

ont un support dans [u/8,2v]* C int(I"?) et satisfont

sup HKrjfl7le02m+4(I/2) <<[*7m7q> HUH%zmH(I*),
rf1 Kk

ou le supremum est sur les indices retenus dans le bloc dyadique. Cela découle des bornes de
Schwartz pour ®. Les parametres communs satisfont exactement

H' H H HL

—=——<=, Y<I, H<=—

X YFR ™ X - - XF
Fixons § > 0, a choisir en termes de gy & la fin. Pour chaque r retenu, élargissons les plages f’, k'
par positivité, en gardant cet ensemble de r fixé. Le Lemme 4.4 donne alors, pour V' € C°(I'),

* * * 2
)3 > X AMVINM)/X)| =XEnH, X F ¢ V) <5 D (2 Sl VIIEn o)

FI<N(f)<2F' 0<N(k)<H' | n

En effet, la suppression de I'exclusion remplace (X', F') par (X'/N(j), F'N(j)), j | r, préservant H’
et X'. L’équation (85) donne X'/N(j) > 1, et F'N(j) > 1 aussi. Ainsi chaque moyenne quadratique
résultante se trouve dans le supremum définissant.

Iy a O(R) idéaux r dans la plage dyadique. Appliquons le Lemme B.2 avec lindice de ligne
(r, ', k"), la borne de moyenne quadratique précédente, et la borne de noyau uniforme. La contri-
bution absolue de ce bloc dyadique est au plus

YR
D¥ = R(E VS|V Nanssiry = DHESm U,y

car (SR/L*)R(L/R)* = .
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Enfin, la borne de fréquence nulle dans le Lemme 7.2 donne

iv C
1Z| <o IUIZ > D weaYedl <1, EHUHzOZTd (©) )

<15 D'X||UZ..
N(Ct)<20L d|C o N(C)? N(t)<2vL

N(t)

Ceci n’utilise que Yo g > 0, pas Yoq > 1. Sommons les O, ¢, ((log(2D))?) blocs dyadiques et
I'ensemble fini fixe de caracteres, et prenons § = €y/4. La borne énoncée s’ensuit, avec une constante

implicite dépendant uniquement de I,, m, Cy, eg, des coupures fixes et des données arithmétiques.
]

Preuve de la Proposition 5.4. Utilisons S,, comme dans le Lemme 7.3, avec m comme dans la
proposition. Le Lemme 7.3, avec une perte D/*, fournit 'hypothese du Lemme 7.1 avec j = 2m +4
et M < D¥/*¥(1+ S,,). En appliquant ce lemme avec la méme perte, on obtient

AW) < DPE(1 4 S) [W |G amsz ),

ce qui prouve (56). O

A Identités arithmétiques et calculs théta

A.1 Réciprocité et sommes de Gauss

Prewve du Lemme 4.1. Preuve de (30). Pour n sans facteur carré, posons G(n) = x,(4)y3(n). Sa
dépendance a une classe de rayon fixe sera vérifiée ci-dessous. Fixons un nombre premier primaire
p =1 (mod 3) en dehors de S. Pour des caractéres multiplicatifs A, B de (O/(p))*, étendus par

zéro en 0, écrivons
> A(z)B(1 —xz).

x mod p

Pour chaque y € O/(p), la substitution v = 2x — 1 donne

#{xmodp:élx(l—x):y}:#{umodp:u2:1—y}=1—|—x2(1—y),

puisque p {2 et X?; est le caractere quadratique, étendu par zéro en 0. Donc

Xo DT xp) = D xpz(l—2)) = > WA+ xp(1— 1) = J(xp Xp)-

x mod p y mod p

L’identité de Gauss-Jacobi (cf. [22], (3.18)) donne

1 (p)ys(p ) o (Xanp) . XpuXp B 71(]?)
1) /Ngsolp) \/W w(p) '

Pour j # 0 (mod 6), les sommes de Gauss normalisées satisfont

% (P)7=i(p) = xp(=1)7.

Prenant j = 2, on obtient vo(p)y4(p) = X?)(—l) = 1, puisque X12) est cubique. En combinant cela
avec la relation de Gauss-Jacobi ci-dessus, apres annulation de 7;(p) et réarrangement, on obtient

N (P)72(p) = xp(4)13(P)12(p)°.
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Pour terminer le cas premier de (30), il reste a évaluer y,(p)*. Nous le faisons en calculant J(x7, x7).
Posons ¢ = Ngq(p). Nous avons J(x2, xz) € O et Ngo(J (x5, X3)) = ¢. Pour 0 < ¢ < (¢ —1)/3,
lexposant (¢ — 1)/3 4 ¢ est strictement compris entre 0 et ¢ — 1, donc >, modpx(qfl)/gﬁ = 0 dans
O/(p). En réduisant modulo p et en développant le bin6me, on obtient donc

—-1)/3

J( 2 2) — Z (q—l)/3(1 o )(q—l)/S _ (qi/ (_1)£ (q - 1)/3 Z (g—1)/3+L _ 0 ( d )

Xpr Xp) = . T z = 2 , . T = mod p).
z mod p = x mod p

Ainsi J(x2,x2)/p € O a une norme de un, donc J(x2, x3) est un multiple unitaire de p. Pour
déterminer 1'unité, écrivons x3(z(1 — x)) = w’* avec j, € {0,1,2} pour z € O/(p) \ {0,1}. Alors

I[[ z01—2)=1 = > j.=0 (mod 3).
x#0,1 x#0,1

Puisque (w — 1)? engendre (3), le développement modulo cet idéal donne

Xanp Z w? = (¢ —2)+ (w—1) Z Jj: =—1 (mod 3).
x#£0,1 x#0,1

Conjointement avec p = 1 (mod 3), cela fixe 'unité :
J(G, X2) = —p-

Par conséquent

s_ 20’ _ J0ex) _
72(p)” = @) Nralt) (p)-

Le théoréme des restes chinois étend ces identités de module premier a (30) pour n sans facteur
carré, avec un signe moins pour chaque facteur premier rendant compte de p(n).

Preuve de (34). Pour a, b primaires sans facteur carré premiers entre eux et premiers a .S, le théoreme
des restes chinois donne

(ab) = 72(a)72(b)xa(b)*xp(a)?,
Xo(a

2
et la réciprocité cubique donne y,(b)? = )2. En multipliant par a(ab)&(ab), on prouve donc (34).
Preuve de (29). Nous prouvons maintenant (29) et la formule pour G(n) en (31), y compris leur dé-
pendance a une classe de rayon fixe. Nous commencons par évaluer la somme de Gauss quadratique
normalisée. Pour ¢ € O premier a 2, nous montrerons que

DN | —

Lauaa(c) = le[™" 3° e(a?/c) =

z mod ¢

Zd e(—cy®/4). (86)

(@]

Pour justifier (86), appliquons la sommation de Poisson sur z € O & e(2%/c)e” ™ avec n > 0. La
gaussienne rend la somme convergente. La transformée de Fourier du produit est

el

We_ﬁnNK/Q(C)ly2/(4T")€(—0y2/(47n))a 7y = 1+ 3Ngq(c)n*/16.
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Divisons les deux membres par la masse gaussienne
|22 _
S e gt
z€0
Du coté de Fourier, remplacer 7,, par 1 a une erreur totale

O, (772 > |y\2€m|y2) = 0.(1),

yeO

ou C. > 0 est fixé. L'erreur normalisée est donc O.(n) — 0. En regroupant la somme originale
modulo ¢ et la somme de Fourier modulo 20, puis en laissant 7 | 0, on obtient (86).

Pour ¢ = a + bw, la formule (86) devient

L+i 4%+
5 :
Ainsi I'gyad(c) dépend uniquement de ¢ mod 40 et est invariant sous multiplication par un carré
dans (O/40)*. Les représentants des quatre classes de carrés et leurs valeurs sont
c |1 -1 X =)\
Cquaa(c) |11 @ —i

[ quaa(a + bw) =

Par conséquent, la fonction
Fquad(CICZ)

R =
(Cl ’ C2> Fquad (Cl)Fquad (CQ)

sur ces classes de carrés satisfait
R((_l)eAf7 (_1)g)\h) = (_1)eh+fg+fh, €, f7 g, h € {07 ]-}7

et est un bicaractere symétrique. Pour un nombre premier p, chaque y € O/(p) a 1+ Xf,(y) racines
carrées. En regroupant par y = 22, on obtient

Pana®) = = 3 (14 3@)ely/p) = 15(0),

Pl iod

puisque >, od p €(¥/p) = 0. Le théoréme des restes chinois étend cette égalité a n sans facteur carré.
Conjointement avec la réciprocité cubique, il identifie le R ci-dessus avec le quotient x;(a)/xaq(b)
pour a,b primaires premiers entre eux. De plus, x.(4) = (=2/c¢)3 = (¢/(—2))3 est un caractere
modulo 2. Par conséquent, G(c¢) = x.(4)quaa(c) se factorise a travers un groupe de classes de rayon
fixe et satisfait (29), avec R(c,c) = x.(—1).

Preuve de (35). Dans le groupe de classes de rayon fixe, la relation multiplicative pour G donne
G(a™") = xa(-1)G(a).
En utilisant la symétrie et la multiplicativité de R, on obtient
G(ba™) = GO)G(a YR(b,a™") = xo(~1)G(a)G(b)R(a, b),
ce qui est (35).
Preuve de (32)-(33). La seconde identité en (31) découle de Iidentité de Gauss du caractere inverse :

Y1(n)v-1(n) = xn(—1). Il reste a prouver (32)-(33). En multipliant la seconde identité de (30) par
a(n), on obtient (32), et en la combinant avec cette identité de caracteére inverse, on obtient (33). [
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A.2 La transformation théta cubique avec torsions de classes de rayon
fixes

Nous prouvons la formule de transformation de la Proposition 6.2 pour la somme complétée T'(X; W)

n (48), ainsi que l'assertion d’uniformité du Lemme 6.3 et les bornes de coefficients et de poids
du Lemme 6.4. La preuve adapte la méthode de transformation théta de Dunn et Radziwitt [7],
§5 et Annexe A, qui étend Patterson [38] et Yoshimoto [51]. Le traitement des torsions de classes
de rayon fixes et les assertions d’uniformité sont fournis ci-dessous. Nous utilisons la configuration
précédant la proposition et la dépendance des constantes spécifiées dans ces trois énoncés : Wy, S
sont fixes, tandis que P est I’ensemble fini variable de nombres premiers en dehors de S et j, sont
les exposants de leurs facteurs de caracteres dans V. Les puissances de caracteres suivent la conven-
tion d’extension par zéro précédant (63); en particulier, Xg(:c) = 1,,. Cette convention s’applique
également lorsque nous écrivons x,(z).

Ecrivons w = (2,v) € C x Ry, et utilisons 6 de (59). Les trois suites d,, o € {0,+,—}, sont
définies par les développements de Fourier de 6(y,w) en (66), avec les représentants (65). Pour les
caracteres additifs, écrivons é(z) = exp(2mi(z + 2)) ; ainsi e(z) = é(z/\), avec e comme en (8).

Preuve de la Proposition 6.2 et des Lemmes 6.3 et 6.4. Développement de Fourier fini. Définissons
¢: O — C par
(A\)2To(n), n=1 (mod3), (n,S)=1

Xn
¢(n) = { .
0, sinon.
Pour ¥(n) = Wo(n) [T,ep X7 (n), définissons

Ou(z,v) = > T(=0)p(N\*0) (H X (X*0) ) VK j3(4m|l|v)é(Lz). (87)

tex—30 pEP
10

Lorsque ¥ = WUy, le multiplicateur de 7(—¢) est ¢(\*(), donc cette définition redonne Oy, en (60).
Nous écrivons d’abord ©y comme une somme finie de translatés de 6 et déterminons leurs dénomi-
nateurs réduits. Choisissons une fois pour toutes un L € O non nul, avec des diviseurs premiers dans
S, divisible par le conducteur de ¥, chaque nombre premier dans .S, et des puissances suffisamment
élevées des nombres premiers au-dessus de 2 et 3. La loi supplémentaire de la réciprocité cubique
pour A\ [7], (1.5), qui évalue x,(\)? = (A\/n)3, rend ¢ périodique modulo L. Comme auparavant
(62), définissons

Cg(ho) Z d(z)e(—hoz/L), ho € O/(L).

NK/Q wmodL
Puisque |¢| < 1, nous avons |¢(ho)| < 1.

Pour p € P et 0 < 5 <5, nous développons X% sur O/(p) en caracteres additifs. Ses coefficients de
Fourier sont définis, pour h, € O/(p), par

Cyp j(hp) = > xh(y)e(—hyy/p).

NK/Q y mod p
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L’inversion de Fourier finie donne alors, pour z € O,

@)=Y Cpylhp)e(hya/p). (88)
hp€O/(p)

En multipliant (88) sur les nombres premiers dans P, on obtient, pour x € O,

M- 3 (Hcp,j,,<hp>)e(xzhp).

peP hp€O/(p) \PEP peP

Chaque terme est indexé par un tuple (h,)pep. En 2 = A3¢, son caractére additif donne le décalage
N3 ep hy/p de 0. En écrivant h = (hg, (hy)pep) avec hg € O/(L), nous affirmons que

Ou(z,v) =Y cp(h)d(z + zn,0),

peEP peP

o= X (ho/L Y hp/p) . en(h) = 3(ho) TT G, (). (89)

Pour vérifier cette identité, développons également le facteur fixe ¢. Les développements de Fourier
finis identifient tous les coefficients de Fourier non nuls, et les termes constants des translatés

s’annulent car .
> cr(h) = ¢(0) TT x2(0) = 0.
h peEP

Pour j # 0 (mod 6), nous utilisons v;(p) de (8). En changeant y en —y, on obtient

— > 0w e(=y/p) = xo(=1Y%(), )| =1.

\/ NK/Q(?) y mod p

Pour h, # 0, substituons y = h, 'u dans la définition de C, ;(h,). Pour h, = 0 et j # 0, utilisons
I'orthogonalité des caracteres; pour j = 0, sommons le caractere additif sur les résidus non nuls
directement. Ces calculs donnent

Ni o) ™2 xp(=1)77;(0)xp(hp) ™, 5 #0, hy #0,

Cp,j(hp> = b 1 j 70 hp =5 (90)
_NK/@(p) ) J :07 hp§£07
l—NK/Q(p)*l, Jj=0,h,=0.

Pour le tuple h, définissons son ensemble de nombres premiers actifs par A(h) := {p € P : h, # 0}.
Par (90), cp(h) # 0 implique {p € P : j, # 0} C A(h). Ainsi seuls les nombres premiers avec
Jp = 0 peuvent &tre inactifs, comme affirmé dans la proposition. Posons r = [],c 4n) P, €t soit ¢ le

dénominateur réduit de A\*hg/L. A chaque nombre premier actif p,
Up()\th/p) =—1, vp(zn— )\th/p) >0,

donc le facteur p ne peut pas s’annuler dans le dénominateur. Aux nombres premiers divisant L,
tous les termes A\?h,,/p sont intégraux. Ainsi le dénominateur réduit est ¢ = ¢or & une unité pres, y
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compris lorsque (hg, L) # 1. Le développement de Fourier fini a donc exprimé ©y comme O (2171
groupes de translatés 0(z + zp,v), avec des décalages z1, et des coefficients cp(h) donnés par (89).
Les groupes sont indexés par hg € O/(L) et 'ensemble actif A. Chaque groupe a un dénominateur

réduit commun ¢ = ¢g [[,c 4 p @ une unité pres.

Pour chaque translaté é(z + zn, v), nous identifions ensuite lequel des trois développements de Fou-
rier en (66) sera utilisé apres changement de coordonnées en z,.

Dénominateurs réduits et coefficients de pointe. Nous exprimons ensuite chaque translaté é(z—l—zh, v)
en utilisant 'un des trois développements en pointe identifiés ci-dessus. Nos représentants 7o, v, v—
correspondent & 71, Y19, Y19, respectivement, dans la numérotation de [7], § 5.1, qui suit [38], Tableau
I1. Nous autorisons (hg, L) # 1 et gardons le dénominateur réduit ¢y de A>hg/L dans le calcul ; c’est
I'extension au-dela de [7], Corollaire 5.1.

Posons M = M2?L%. Puisque (p, M) = 1 pour p € A(h), le théoréme des restes chinois nous permet
de choisir des représentants h, € O avec h, = 0 (mod M?). Changer les représentants modulo p
change 2y, par un élément de A\20 = 30, sous lequel 8 est périodique. Pour suivre la dépendance aux
nombres premiers dans r, restreignons r a une classe de résidus modulo M?2. Pour hg, l'ensemble
actif et cette classe de résidus fixés, écrivons z, = a/c sous forme réduite, en normalisant a = 1
(mod 3) si A | ¢, et c=1 (mod 3) sinon. Puisque

a=Nec (hO/L +> hp/p) :

plr

ces choix fixent le résidu de @ modulo M¢y. Puisque (a,c¢) =1 et (r, M) = 1, le théoreme des restes
chinois donne 0" € O satisfaisant les congruences suivantes, ot ¢ parcourt les diviseurs premiers des
éléments indiqués :
ad’ =1 (mod ¢"*™) (q|cp),
=0 (mod ¢ ™M) (q| M, qtco),

ad’ =1 (mod 7).

Posons 5
ad’ — 1 a b
bg = - , g= (C 5‘?) S SLQ(O)
Les congruences pour ¢ donnent
0
by=19 . a1, (mod g%,
—Cc -, q | M> q 'f Co,

Pour choisir le développement en pointe en a/c, posons
I, 3¢,

1 0
) . ue)=1, we{\—=A}, w=c (mod3),

-1
o 0), (c,A)=1, wy=a (mod 3).
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Dans le dernier cas, choisissons ug € O dans un ensemble fixe de représentants modulo 3. Dans
chaque cas, posons g1 = gH'. Alors ¢ = g1H et g = I (mod 3), comme dans [7], §5.1. Les
invariances

O(yw) = 0(w) (v € SLa(Z)), O(z+t,v)=0(zv) (te€Z+30)

réduisent §(Hw) & I'une des trois fonctions 8(y,w), o € {0, —,+}, avec les matrices v, de (65).
Ces représentants donnent le développement a l'infini et les deux développements en pointe sup-
plémentaires nécessaires ici : en translatant par w ou —w, puis en appliquant I'inversion, on obtient
les représentants étiquetés — et +, respectivement [7], (5.9)-(5.15), Annexe A. Ecrivons ¢,(¢) pour
le coefficient de vKj3(4n|l|v)é(¢z) dans O(y,w). Soient 71,7 : A~*O \ {0} — C les suites de co-
efficients définies dans [7], (5.13), (5.14). Le calcul de pointe de Patterson [38], Théoreme 8.1 et
Tableau III donne alors

to(0) = 7(0), t_(0) = PR (W20)E(0), te(0) = wra(wl)E(D). (91)

La conjugaison complexe change la fréquence de Fourier de ¢ a —¢. Ainsi les coefficients dans la
normalisation (66) sont

de(0) =t,(—¢), oe€{0,+,—}. (92)

Pour les indices £ = uA™nb® comme en (68), les magnitudes des coefficients satisfont

3E2+20p|,  m =3k —4, k> 1,

to(£)] <

| 0( )’ — {314/2-&-5/2‘[)” m = 3k — 3, k> 0.

Les coeflicients m = —4 de t_ et ¢, ont une magnitude au plus 9(b|. Pour le H choisi, soit o €
{0, +, —} T'indice du développement correspondant dans (66). Pour chaque translaté 0(z + a/c, v),
nous avons identifié le développement de Fourier en z de §(H(z,v)) comme ['un des trois dévelop-
pements en (66) :

. 5/2
0 0) = o1y gt™ Y dy (O (A f0)é(E).
2 0£LEN—1O

Ces coefficients satisfont la restriction de support (68) et la borne (69), prouvant les assertions de
coefficients du Lemme 6.4. L’étape suivante utilise g = g1 H pour exprimer le translaté original a
travers cette série de Fourier évaluée en g~!(z + a/c, v), et calcule le multiplicateur et la phase ad-
ditive accompagnants. La matrice g envoie oo en a/c, c’est pourquoi on parle d'un développement
a la pointe a/c.

La transformation de caracteére locale. La factorisation matricielle g = g1 H nous permet d’appliquer
la loi d’automorphie

a, b
0(giw) = k(g1)0(w),  K(g1) = (cr/ar)s, g1 = (Ci dll) = (mod 3),
ou k est le caractere cubique de Kubota [7], (5.4), (5.6). Nous combinerons son conjugué avec les
coefficients de Fourier finis C,, ;(h,) en (90) pour obtenir les facteurs B, ; de (63). Pour la fonction
théta translatée, la loi d’automorphie donne

0(z + a/c,v) = k(g1)0(Hg (2 + a/c,v)), (93)
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ou

g =+ ajev) = (-‘S/ ___: v ) . (94)

¢ A+ 127) Nigjo(c) (v + [2?)

En z = 0, le terme d’indice de Fourier ¢ dans le développement de é(H w) acquiert donc la phase
é(—d"¢/c). Nous affirmons que le multiplicateur est donné par

(co/a)s(a/r)s, 3
r(g1) = 4 (—uo/(a = uoby))s((co/uo)/a)s(a/r)s, va(c) =1, (95)
(a/co)s(a/r)s, (e, \) = 1.

Pour vérifier (95), utilisons I’équation du déterminant et la réciprocité cubique. Pour le cas vy(c) =
1, les congruences requises sont

a(c —upd") = —up  (mod a — upby), bye=—-1 (mod a).
Pour (¢, \) = 1, la congruence
—bjc=1—ad=1 (mod9)

supprime les facteurs supplémentaires; la réciprocité aux nombres premiers restants donne alors
(0'/(=bgc))s = 1. Les facteurs autres que (a/r); dépendent uniquement des résidus fixes aux
nombres premiers dans .S. Nous pouvons donc écrire

k(g1) = kola/r)s = ko [[ xp(@)?, kol =1,

plr

ol kg est fixé une fois hg, 'ensemble actif et » mod M? fixés.

Fixons hg et 'ensemble actif, de sorte que le dénominateur ¢ = cor soit fixe tandis que les résidus
non nuls h, varient. Posons Dy = A3cg. Pour chaque nombre premier actif p, définissons dans O/(p)

op = Nc/p, & =—((Nc¢/p)ay)".

L’'inverse dans €, est pris dans le corps O/(p); il existe car r est sans facteur carré et p 1 Aco.
L’expression pour a donne a = o,h, (mod p). Pour un indice de Fourier dual ¢ € A~*0, la forme
additive du théoreme des restes chinois donne

&(=0't/c) = p(N*0) [ ] e(eph, ' A /p), (96)

plr

ou
P(NY) = e(=8pr AU/ Dy), 6 =& mod Dy.

Les résidus ) et ! mod Dy sont fixés par les choix ci-dessus, donc 1) parcourt une famille finie
fixe de caracteres additifs de O. Nous affirmons I'identité de transformation locale

Z Op,j(hp)Xp(a)_%(Ephg:l)‘%/p) = Xp(ap)_zwp,ijJ(A%)? (97)
hpy0
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ou B, ; est défini en (63), et
Xp (=179 (D) vj2(P)xp(ep) 772, 5 #0,4,
Wpj = | 74(p), j=4,
—Y2()xp(ep) 2, j =0 actif.

Les indices de ~;(p) sont lus modulo six ; dans le second cas, x,(—1)* = 1. Dans chaque cas |w, ;| = 1.
Pour prouver (97), combinons (90), le conjugué de (95) et (96). En posant y = h, ', 'exposant du
caractere change comme suit :

Jj+2

Xp<hp)_jXp(a)_2 = Xp(ap)_QXp(hp)_j_Q = Xp(ap)_lel(y) Y= hzgl‘

Pour j # 0,4, le caractere Xf;” est non trivial, et sa somme de Gauss donne le premier cas de B, ;.
Pour j = 4, il est trivial sur les résidus non nuls; apres redimensionnement par €, # 0, la somme
est

> e(Mly/p) = =14 Nijg(p)Lypie

y#0
Pour j = 0 actif, le coefficient —N, K/Q(p)_l se combine avec une somme de Gauss cubique pour
donner

Bp,O (/\46) = NK/Q (p)_l/QXp()\4€)_2a

avec les facteurs unitaires inclus dans w,o. Cela prouve (97) dans tous les cas. Un nombre premier
inactif a 7 = 0 et ne contribue que le scalaire 1 — N K/Q(p)_l. Par conséquent, pour chaque hg fixé
et ensemble actif A, en combinant les coefficients de Fourier d,(¢) de 0(H(z,v)) avec les sommes
sur h, # 0, on obtient
4 (DU (N0) T] By, (VD).
peA

a un scalaire indépendant de ¢ pres. Ce sont les facteurs arithmétiques dans la somme duale (67).
En particulier, B, 1(A*) = x,(A*0)? est le facteur quadratique utilisé en (76).

La transformée archimédienne. Nous dérivons maintenant le poids transformé V? en (64) et le
scalaire multipliant la somme duale. Pour ®s > 1, introduisons la série de Dirichlet associée a la
somme complétée (48) :

. —3
T(s,0) = a(n)ye(n)¥(n) a(d) w(b)?
’ = Nk/g(n)® ico Njo(b)*+1/2
n=1 (mod 3) b=1 (mod 3)
(n,S)=1 (6,9)=1

Avec V, de (48) et sa transformée de Mellin définie avant (64), 'inversion de Mellin donne

~

1
T(X;¥) = 5 /(U) V(s — )T (s, 1) X*2ds, o> 1. (98)

L’identité (61), avec ¥ a la place de Wy, identifie ces coefficients avec ceux de ©y apres avoir inséré

le facteur a(nb?). Nous calculons maintenant la normalisation reliant 7 (s, U) a la transformée de
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Mellin de la dérivée de ©y.

Pour z = x + 4y, utilisons 9; = (0, +1i0,)/2 et 0. = (9, — i0,)/2. La différenciation en z fournit
un facteur ¢ dans chaque mode de Fourier. Combiné avec le facteur |[¢|~! de l'intégrale de Bessel

ci-dessous, cela produit le facteur angulaire requis a(¢). Nous définissons donc, initialement pour
Rs > 1, la transformée de Mellin

v* o,
z=0

T(s) = /OOO 0.04(z,v)

Pour chaque mode de Fourier non nul, la différenciation et 'intégrale de Mellin pour K3 (voir
[35], (10.43.19)) donnent les formules suivantes :

056(0z) = 2milé(Lz), (99)
o0 2251 (s + 1/3)T(s 4 2/3)
2s —
/0 VK yg(4m|lv)dv = @)= s > 0. (100)

Pour Rs > 1, la formule des coefficients (12) et (100) montrent que la somme des intégrales des
valeurs absolues est finie. Nous pouvons donc intégrer la série de Fourier différenciée terme a terme.

Pour ¢ = A\73nb3, la phase et I’échelle se simplifient en
<O\ pl—2s ST NS -5 —3s
ia(0)]€) 7> = 27%a(n)a(b) N o(n) *Ni/q(b) .

En combinant cela avec (12), on obtient

32 (27
765 (G

4
Nous montrons ensuite que J(s) est entiere et utilisons (101) pour prolonger 7 (s, V).

)S (s + 1/3)0(s + 2/3)T (s, 1), (101)

Ecrivons (2/,v") = g~'(z + a/c,v). En différenciant (94) en z = 0, on obtient

02
0z

1 0z
2=0 c2v?’ 0z

_o. o'

CA -
z=0 0z z=0

Ainsi la dérivée en coordonnées de pointe est —(cv)™2d,/, sans terme de dérivée en hauteur. La
série de Fourier définissant (87) pour ©y contrdle v — co. Pour v — 0, utilisons (93) et les déve-
loppements en pointe (66). Dans chaque développement, la dérivée horizontale supprime le mode
constant. Les modes restants décroissent exponentiellement lorsque v — oo; en v — 0, la hauteur
transformée 1/(Ng/g(c)v) tend vers I'infini, donnant une décroissance exponentielle en 1/v. Ainsi
I'intégrale définissant J(s) converge pour tout s et définit une fonction entiere. L’équation (101),
apres division par ses facteurs gamma, prolonge également 7 (s, ¥) en une fonction entiére.

Pour le terme indexé par h en (89), écrivons ¢y, 0y,, g1.n, Hn pour les choix correspondants ci-dessus.
Soit o, I'indice de pointe déterminé par Hy,. Définissons sa transformée de Mellin de pointe par

T (s) = /0 " 0. {0(Ha(z,0))) v o, (102)

z=—0; [cn

20



En substituant v — (x, (ch)v)*l dans chaque terme translaté de (s), en utilisant (93), on obtient

ZCF #(grn)e(en)i/ (en)y (1 = ). (103)
Ici cp(h) est le coefficient en (89). Les coefficients de pomte dy, (€) et (100) donnent, pour s > 1,
(s +1/3)'(s+2/3 ,
{(s) = T + 23 Tou 00U 5t/ (10)
(2m) 0£LEA—1%0 w/(£)

La série de Dirichlet (s, V) converge absolument pour Rs > 1, tandis que la série en (104) en
1 — s converge absolument pour s < 0. L’équation fonctionnelle (103) et la formule de Stirling
[22], §5.A.4 donnent donc des bornes polynomiales en |3's| pour (s, ¥) des deux c6tés de la bande
0 < Rs < 1. En divisant l'intégrale définissant (s) en v = 1, on obtient un ordre fini; Phragmén-
Lindelof [22], Théoréme 5.53 donne alors le méme type de borne a l'intérieur de la bande (comparer
les arguments de Dunn et Radziwilt dans [7], Propositions 5.1-5.2). Conjointement avec la décrois-
sance rapide de V, sur les lignes verticales, ces bornes justifient de déplacer le contour s en (98)
vers s < 0. Aucun pole n’est franchi, puisque (s, ¥) est entieére. En posant ¢ = - — s, on obtient
alors une ligne Rt > 1/2, ou la série de coefficients duale converge absolument.

Pour hy et 'ensemble actif fixés, insérons (104) dans (103) et utilisons (97) pour sommer sur les h,
non nuls. Apres la normalisation en (101), le scalaire C' en (67) pour ce groupe de translatés est

1
C= _ga( ) ¢<h0)’€0 H (1 K/ H Xp Up QWp,jpv |C| < 1/81'
p inactif p actif
En divisant (101) par ses facteurs gamma et en posant ¢t = 5 — s, on obtient le quotient gamma en
(64). Ses facteurs gamma numérateurs ont leur premier pole ent = —5/6, et ses facteurs gamma dé-

nominateurs réciproques sont entiers. Ainsi aucun pole ne se trouve entre le contour actuel Rt > 1/2
et Rt = 0. La décroissance rapide de ‘A/*, conjointement avec la formule de Stirling, nous permet
de déplacer chaque contour de noyau vers 2t = 0. Cela donne le poids V défini en (64), évalué en
k(€)X /k/(c)?. Conjointement avec (97), cela donne la somme duale (67).

Pour ky comme dans le Lemme 6.3, fixons hg, les facteurs de U autres que xy,, et les choix ac-
tifs/inactifs a leurs nombres premiers. Chaque nombre premier divisant kg a un exposant j, = 1 et
est donc actif, donc

r= ]{?0 H D.

PEfix
Ainsi r/ky est fixe, et fixer kg mod M? fixe r mod M?. Les choix de H, ¢, et les résidus en (96) sont
donc fixes dans chaque telle classe. Ainsi d = d,,, 1 et ¢y ont précisément la dépendance affirmée a k.

Il reste a borner le poids transformé. Le premier pole numérateur du quotient gamma en (64) est
en t = —5/6. Nous pouvons donc déplacer le contour du noyau vers Rt = —1/4 pour 0 < = < 1,
obtenant le facteur z'/4, et vers Rt = A pour z > 1, obtenant z—*. Chaque application de zd,
introduit un facteur —¢. La formule de Stirling sur —1/4 < Rt < A donne alors, pour tout A > 0
et j >0,

(@0, YV ()] <ay min(a", (1+2) )

X sup 1+ [u]) A2V, (1 + iu) |du.
—A<n<1/4J(

(105)
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Lorsque V, est supporté dans un intervalle compact fixe I C (0, 00), l'intégration par parties ré-
pétée dans sa transformée de Mellin donne une décroissance rapide en |u|, uniformément pour
—A < n < 1/4. Ainsi, pour un J = J(A, ) suffisamment grand, le supremum des intégrales en
(105) est <41 [|Villcs(r)- Cela prouve (70). Ainsi (67) exprime T'(X; ¥) comme Oy, s(2!) sommes
duales avec |C] < 1/81, la dépendance affirmée a la classe de rayon de (d, 1, ¢p), et la décroissance
du poids tout juste établie. Conjointement avec les bornes de support et de coefficients prouvées
ci-dessus, cela complete la preuve de la Proposition 6.2 et des Lemmes 6.3 et 6.4.

B Séparation des variables dans les poids lisses

Cette annexe justifie la séparation des poids lisses dans ’estimation de moyenne quadratique com-
plétée de la section 6, et le traitement des noyaux dépendant de la ligne dans les réductions de
Poisson des sections 4 et 7.

B.1 Séparation des variables

Nous utilisons I'inversion de Mellin pour séparer les variables d’un poids lisse, avec des bornes de
coefficients contrdlées par un nombre fini de dérivées.

Lemme B.1. Fizons une boite = Iy x - - - X I, ot chaque I; est un intervalle compact dans (0, 00).
Tout € C°((0,00)%) supporté dans a une représentation

d
it
:Ab(t)l_[lxj dt, ;> 0. (106)
j:
Pour J > 0 et tout entier pair q > J + d, le coefficient satisfait

[ )+ [t < s v

Démonstration. Prenons la transformée de Fourier en coordonnées logarithmiques :

1 .
b(t) = ) l(eyl, eV e Yy

En appliquant I'inversion de Fourier a cela, on obtient (106). Puisque les intervalles I; sont fixes et
bornés loin de zéro, la norme CY en coordonnées logarithmiques est bornée par une constante fois
|lcaq- En appliquant (1 — Ay)?? sous I'intégrale, on obtient donc

B(6)| gt (L4 [6)[llng (g > 0 pair).

La multiplication par (1 + |t])7 et I'intégration prouvent la borne lorsque ¢ > J + d. Voir aussi la
formulation de Mellin multivariable dans [39], §10.1, (130)-(131). O

Dans nos applications, le poids a la forme plus spécifique

d d
= [[W;(z)F (RH a:jj) ., R>0,
j=1

J=1
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ou les exposants a; sont des nombres réels fixes et W; € C2°((0, 00)) est supporté dans I;. Supposons
que F € C*((0,00)) satisfait

| Fllag := max sup(1 + u)?|(ud,)™F(u)] < oo (A >0, q€Eso).
0=m=q >0

Sur la boite fixe , 'argument de F' est comparable a R. La régle de la chaine et la borne ponctuelle
dans la preuve donnent des coefficients by satisfaisant, pour A > 0 et ¢ > 0 pair,

d
br(t)] < (1+R) (1 + [t) " Fllag [T 1Willcaq,). (107)
j=1
Par conséquent, pour J > 0 et ¢ > J + d pair,
J A g
A br()(1+ [t])7dt < (1+ R)"F[laq [T IWillca,).- (108)
j=1

Les constantes dépendent uniquement de A, J, ¢, d, des intervalles I; et des exposants a;. Ainsi la
séparation préserve la décroissance en R, et son cofit est controlé par un nombre fini de dérivées
des poids originaux.

B.2 Poids dépendant de la ligne

Le lemme suivant étend les bornes de moyenne quadratique pour une fonction de test commune
a des noyaux lisses dépendant de la ligne, avec des pertes controlées par des bornes uniformes sur
leurs dérivées.

Fixons des intervalles compacts I C int/, dans (0,00) et un entier m > 0.

Lemme B.2. Considérons deuz familles de sommes finies
Sjar(U) =3 aje(m)U(Tjen), J=12, Tjpn >0,
avec un ensemble fini de lignes r et des poids non négatifs w,. Supposons que, pour tout U € C(1,),
Zr:wrlsjm(U)IQ < Mj|UEmy, G =12

Alors pour tout |c.| < w, et tout noyau lisse . supporté dans I?,

Zcr Z al,r(”l)alr(n2)r($l,r,n1a x2,r,n2)
-

ni,n2

<1,1..m \| M1 My sup Hr||02m+4(12)- (109)

Démonstration. Choisissons un V' € C(I,) réel égal a un sur I, et posons Ui(x) = V(z)z™.
Appliquons (106) du Lemme B.1 & chaque , avec d = 2 et = I2. En remplagant la seconde variable
de Mellin par son opposé et en multipliant par V(z)V (y), qui vaut un sur le support de ,., on obtient

Aw,y) = [ brls, DU Ui(y)dsat,
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avec la borne uniforme suivante, obtenue a partir de I’estimation ponctuelle des coefficients dans
la preuve du Lemme B.1 avec d = 2 et = I? :

sup, ||r||ca(r2) (

by (s, t SUPr lirlicaq)
P Or o Ol Sra G o

g > 0 pair).

L’hypothese s’applique & chaque Uy, et ||U|lem(r,y <1,1.,m (1+]t])™. En prenant la borne commune
pour b, avant d’intégrer et en appliquant Cauchy-Schwarz en r, on borne donc la valeur absolue en
(109) par une constante dépendant de I, I, m, q fois

/ (L4 |s)™ (@ +[t)™
My My SLrlp ||r||C’q(12)/2 (1 T |S| I |t|)q dsdt. (110)

Prendre ¢ = 2m + 4 fait converger 'intégrale et prouve 'assertion. O]

B.3 Recombinaison des sommes séparées

Nous utilisons Cauchy-Schwarz pondéré pour passer des bornes de moyenne quadratique pour les
sommes séparées a une borne pour leur intégrale pondérée.

Lemme B.3. Soient r, . parcourant des ensembles finis, soit d > 1, et soit w, > 0. Supposons que
les coefficients mesurables c,, satisfont

e, (6) < b,(t), M= ZﬁbL(t)dt < o0,

ot b, :%— [0,00). Pour des F,¢(r) mesurables, chaque fois que le membre de droite est fini, on a

>

Z/CLT Lt dt

La méme assertion est valable pour des sommes finies avec les intégrales omises.

<M2/b ) wrlFualr ) |2dt. (111)

Démonstration. Pour chaque r fixé, Cauchy-Schwarz pondéré donne

CLT Lt dt

<M2/b )| (r)dt.

En multipliant par w, et en sommant sur 7, on obtient (111). Le méme argument avec des sommes
a la place des intégrales prouve la version finie. O
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L’ia deepseek explique méme a quoi doivent veiller les évaluateurs de ce texte :

1.

La section 5 (itération) est le cceur technique. La validité de I'itération repose sur la “contrac-
tion” du parametre de ligne H & chaque étape (via la Proposition 5.4). Les experts devront
vérifier que les inégalités (5.11) et (5.12) sont compatibles avec les échelles définies en (5.1)
et que la récursion converge bien vers la borne voulue.

. La proposition 5.2 utilise le grand crible quadratique (Goldmakher-Louvel) sur le corps de

nombres K = Q(v/—3). La transition entre les sommes de Gauss cubiques (via la fonction
théta de Kubota) et les caracteres quadratiques est cruciale (équation 2.14). Une erreur dans
'identité de Patterson (2.10) ou dans la transformation théta (Proposition 6.2) invaliderait
tout.

Les lemmes 6.5 et 6.6 traitent de la moyenne quadratique des sommes de Gauss cubiques. La
gestion des facteurs carrés (I’étape de “cube inversion” en 5.3) est délicate. L’équation (5.8)
est une inversion de Md6bius qui doit étre exacte.

L’Appendice A est une mine de vérifications a effectuer. Les identités (A.4) a (A.7) sur les
sommes de Gauss et les symboles de résidus sextiques doivent étre vérifiées une par une.

L’élimination des zéros de Landau-Siegel (Section 3) est la conséquence la plus spectaculaire.
Elle repose sur I’équation (3.3) et argument de non-annulation via la transformée de Mellin.
La gestion du pdle en s = 1 (fin de la preuve du Théoreme 1.1) est standard mais doit étre
vérifiée.
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