
Presque l’hypothèse de Riemann

openai

5 octobre 2026

Résumé
Nous établissons l’hypothèse quasi-Riemann en prouvant que toute fonction L de Dirichlet,

y compris la fonction zêta de Riemann, n’a pas de zéros dans le demi-plan ℜs > 11/12. Plus
généralement, nous prouvons le même demi-plan sans zéro pour toute fonction L de Hecke
d’ordre fini sur K = Q(

√
−3). En particulier, cela exclut l’existence de zéros de Landau-Siegel.

Le texte ci-dessous est la traduction en français par l’ia deepseek de la proposition de démonstration
par openai datant du 5 octobre 2026 téléchargeable à l’adresse

https://github.com/openai/math/tree/main/preprints/The-Quasi-Riemann-Hypothesis-October-5-2026.

1 Introduction
Pour un caractère de Dirichlet primitif χ de conducteur q, la fonction L de Dirichlet associée est
définie pour ℜs > 1 par la formule

L(s, χ) =
∑
n≥1

χ(n)
ns

, ℜs > 1,

et admet un prolongement méromorphe à s ∈ C [22], § 4.6. Lorsque χ est le caractère trivial, L(s, χ)
redonne la fonction zêta de Riemann ζ(s) [41].

Les zéros des fonctions L de Dirichlet présentent un intérêt significatif, notamment pour leur rôle
dans la distribution des nombres premiers dans les progressions arithmétiques. L’Hypothèse de Rie-
mann Généralisée prédit que tous les zéros de L(s, χ) dans la bande critique 0 < ℜs < 1 satisfont
ℜs = 1/2. Pour ζ(s), l’assertion plus faible qu’il existe ε > 0 tel que ζ(s) n’a pas de zéros dans
ℜs > 1 − ε est appelée une Hypothèse quasi-Riemann (par exemple, dans [2], § 1, [34], p. 274, et
[4], § 2). Pour les fonctions L de Dirichlet, nous considérons l’assertion analogue avec un seul ε > 0
valable pour tout caractère primitif χ, indépendamment du conducteur et de la hauteur.

Soit K = Q(
√

−3). Le résultat principal de cet article est le suivant.

Denise Vella-Chemla, 15 octobre 2026
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Théorème 1.1. Toute fonction L de Hecke d’ordre fini sur K n’a pas de zéros dans le demi-plan
ℜs > 11/12. Ainsi, toute fonction L de Dirichlet, y compris ζ(s), n’a pas de zéros pour ℜs > 11/12.
La section 3 prouve le théorème en supposant la Proposition 3.1, dont la preuve est complétée dans
la section 5.6.

Le Théorème 1.1 est une étape intermédiaire naturelle vers la région sans zéro plus forte ℜs > 7/8
établie dans [36], Théorème 1.1. Pour simplifier, nous avons isolé le Théorème 1.1 et sa preuve ici.
Par un argument standard de formule explicite (voir [6], Chapitres 19-20), le Théorème 1.1 donne la
forme quantitative suivante du théorème des nombres premiers dans les progressions arithmétiques.

Corollaire 1.2. Soit π(x; q, a) le nombre de premiers p ≤ x avec p ≡ a (mod q). Notons φ la
fonction indicatrice d’Euler. Pour x ≥ 2,

sup
1≤q≤x
(a,q)=1

∣∣∣∣∣π(x; q, a) − 1
φ(q)

∫ x

2

dt

log t

∣∣∣∣∣ ≪ x11/12 log x,

où la constante implicite est absolue et effective.

Le Théorème 1.1 a un certain nombre de conséquences arithmétiques supplémentaires. Par la mé-
thode de la région sans zéro originant de Rodosskĭı [42], sous la forme enregistrée dans [33], Théo-
rème 13.12, le plus petit non-résidu quadratique modulo un nombre premier impair p est borné par
une puissance fixe de log p, ce qui prouve en particulier la conjecture de Vinogradov [49] que ce
non-résidu est ≪ε p

ε pour tout ε > 0. Voir aussi Bhargava, Ivanyos, Mittal et Saxena [3], Théo-
rème 6.7 pour cette conséquence d’un demi-plan sans zéro fixe. D’un point de vue de la théorie
computationnelle des nombres, cette borne permet d’extraire des racines carrées modulo p de ma-
nière déterministe en temps polynomial en log p en utilisant l’algorithme de Tonelli-Shanks (voir
[11], § 2.9). Le Théorème 1.1 fournit également une implémentation déterministe en temps poly-
nomial du test de primalité de Miller [32] ; notons que le test de primalité en temps polynomial
était auparavant connu inconditionnellement via l’algorithme d’Agrawal-Kayal-Saxena [1]. Pour
les discriminants fondamentaux négatifs D, l’argument de produit d’Euler court de Littlewood
[29], appliqué au demi-plan sans zéro fixe du Théorème 1.1, conjointement avec la formule du
nombre de classes de Dirichlet (voir [6], Chapitre 6), donne la borne effective du nombre de classes
h(D) ≫

√
|D|/ log log |D|, avec une constante implicite absolue calculable. Les calculs de groupes

de classes d’Elsenhans, Klüners et Nicolae [8], Théorème 2, s’appuyant sur Weinberger [50], donnent
une liste complète des corps quadratiques imaginaires dont l’exposant du groupe de classes divise
deux lorsqu’il n’y a pas de zéros de Landau-Siegel. Conjointement avec la caractérisation de Grube
des nombres idoines et sa réduction aux discriminants fondamentaux [15] (voir [23], Théorème 6 et
§ 2.3), cela montre que le Théorème 1.1 confirme la complétude de la liste d’Euler des 65 nombres
idoines.

1.1 Travaux antérieurs
Il existe une longue lignée de travaux établissant des régions sans zéro pour les fonctions L de
Dirichlet. Hadamard et de la Vallée Poussin ont prouvé le théorème des nombres premiers en 1896
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en établissant que ζ(s) n’a pas de zéros sur la droite ℜs = 1 [16], [46]. De la Vallée Poussin a
ensuite obtenu une région sans zéro quantitative à gauche de cette droite [47]. Pour les caractères
de Dirichlet primitifs non principaux, le théorème classique de région sans zéro de Grönwall et
Titchmarsh [14], [45], sous la forme moderne donnée dans [22], Théorème 5.26 (voir aussi [6],
Chapitre 14), donne une constante absolue effective c0 > 0 telle que

L(σ + it, χ) ̸= 0 si σ > 1 − c0

log(q(|t| + 3)) , (1)

avec au plus une exception pour chaque caractère primitif. Toute exception est un zéro réel simple,
ne peut se produire que si χ est quadratique, et est appelée un zéro de Landau-Siegel. Le Théorème
1.1 exclut l’existence d’un tel zéro.

Il y a deux paramètres dans (1) : le conducteur q et la hauteur |t|. Même lorsque q est fixé, sa
largeur tend vers zéro avec la hauteur. Vinogradov et Korobov ont développé des méthodes [48],
[24] pour prouver que

ζ(σ + it) ̸= 0 si σ > 1 − c1

(log |t|)2/3(log log |t|)1/3 , |t| ≥ 3, (2)

pour une constante absolue c1 > 0 (Ford [9] donne une valeur explicite de c1). L’assertion du Théo-
rème 1.1 est un demi-plan de largeur fixe, indépendant à la fois du conducteur et de la hauteur.

Comme nous le verrons dans le plan, la preuve du Théorème 1.1 s’appuie sur les développements
modernes dans les grands cribles de caractères et les séries thêta métaplectiques. En particulier,
la connexion entre les sommes de Gauss cubiques et les coefficients thêta cubiques [26], [38] lie
l’argument au travail sur la conjecture de Patterson par Heath-Brown et Patterson [20], Heath-
Brown [19], et Dunn et Radziwiłł [7]. Les arguments récursifs de grand crible s’appuient également
sur la preuve de Heath-Brown de l’inégalité du grand crible quadratique [18].

1.2 Organisation
La section 2 donne un plan de haut niveau de l’argument. La section 3 déduit la région sans
zéro d’une estimation de moyenne quadratique pour les sommes de Möbius tordues. La section 4
réduit cette estimation à une moyenne quadratique duale avec des coefficients de sommes de Gauss
cubiques. La section 5 énonce les estimations de moyenne quadratique complétée et de transfert,
les combine en une inégalité récursive, et prouve la borne de moyenne quadratique requise. Les
sections 6 et 7 prouvent l’estimation complétée et les bornes pour les sommes de diviseurs cubiques
restantes, respectivement. L’annexe A fournit les identités arithmétiques et le calcul thêta détaillé.
L’annexe B enregistre le lemme de séparation lisse utilisé tout au long.

1.3 Notation
Écrivons O = OK = Z[ω], où ω = e2πi/3. Pour a ∈ K, écrivons NK/Q(a) = aā = |a|2 pour sa
norme. Pour un idéal intégral non nul a ⊆ O, écrivons NK/Q(a) = #(O/a). Nous utilisons 1C pour
l’indicatrice d’une condition C. Pour un idéal premier représenté par p et un élément ou idéal non
nul a, écrivons vp(a) pour son exposant dans la factorisation en nombres premiers de a.
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Nous utilisons la notation asymptotique standard, écrivant f = O(g) ou f ≪ g lorsque |f | ≤ Cg,
où g ≥ 0 et C > 0 est une constante absolue sauf indication contraire. Les indices indiquent une
dépendance possible de la constante implicite : par exemple, f ≪ν,W,ε g signifie |f | ≤ Cν,W,εg, où
la constante peut dépendre de ν,W, ε mais est uniforme dans tous les autres paramètres variables.
Pour f, g non négatifs, nous écrivons f ≍ g lorsque f ≪ g et g ≪ f . Une plage de normes dyadiques
est un intervalle R ≤ NK/Q(a) < 2R ; une somme sur des échelles dyadiques utilise R = 2j.

Nous utilisons D ≥ 2 comme paramètre de taille ambiant ; dans l’argument principal, c’est l’échelle
de norme originale introduite dans le plan ci-dessous. Les échelles auxiliaires peuvent varier dans
des plages bornées par des puissances fixes de D. Nous écrivons

A ≼ B si A ≪ε D
εB pour tout ε > 0,

uniformément dans les paramètres variables sur leurs plages déclarées. Les constantes implicites
peuvent également dépendre des données fixes spécifiées dans chaque énoncé.

2 Plan de l’argument
Dans cette section, nous esquissons la preuve du Théorème 1.1, en supprimant diverses conditions
de coprimalité, facteurs locaux et détails de lissage. Les énoncés précis apparaissent dans les sections
3-7.

2.1 Étape 1 : Réduction à des estimations à gain de puissance pour les
sommes de Möbius tordues

Fixons un caractère de Hecke d’ordre fini ν de K. Soit LK(s, ν) la fonction L de Hecke correspon-
dante. Nous étendons ν par zéro aux idéaux non premiers à son conducteur. Nous déduirons le
Théorème 1.1 d’une estimation à gain de puissance pour les sommes de Möbius tordues par ν.

Soit µ la fonction de Möbius idéale sur K. Toutes les sommes idéales originales portent sur des
idéaux intégraux non nuls. Comme dans la section 3, les idéaux dans ces sommes sont compris
comme étant premiers à 2, 3, et au conducteur de ν. Pour une échelle de norme D > 0, considérons

A1(D) =
∑
n

µ(n)ν(n)W (NK/Q(n)/D),

où W ∈ C∞
c ((0,∞);C) est une fonction de coupure lisse. Ainsi A1(D) est une somme de Möbius

tordue par ν lissée sur des idéaux de norme comparable à D, avec environ D termes. Nous cherchons
un gain de puissance sur cette taille : pour un δ > 0 fixé et tout ε > 0,

A1(D) ≪ν,W,ε D
1−δ+ε pour tout W ∈ C∞

c ((0,∞);C). (3)

L’implication de (3) vers un demi-plan sans zéro est la version de Hecke lissée de la relation classique
entre les sommes de Möbius et les régions sans zéro. Dans le cas de la fonction zêta, l’équivalence
entre l’hypothèse de Riemann et la borne ∑n≤x µ(n) ≪ε x

1/2+ε est due à Littlewood [28] ; voir aussi
[31], § 1. La section 3 donne l’argument complet nécessaire ici.
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2.2 Étape 2 : Plongement de la somme dans une famille
Afin d’estimer A1(D), nous la plongeons dans une famille de telles sommes, paramétrée par u ∈ OK ,
en introduisant une torsion sextique. Nous appelons un élément de O primaire s’il est congru à
1 (mod 3). L’anneau O = Z[ω] est euclidien, donc il a une factorisation unique et tout idéal est
principal ; pour un idéal premier à 3, multiplier tout générateur par une unité unique donne n ≡ 1
(mod 3), puisque les six unités représentent les six classes de résidus inversibles modulo 3. Pour
un élément primaire n, nous écrivons µ(n) = µ((n)) et ν(n) = ν((n)) ; les sommes de diviseurs
comptent chaque diviseur idéal une fois, en utilisant son générateur primaire. Pour un idéal n
premier à 6, utilisons son générateur primaire unique n et écrivons

χn(u) = χn(u) = (u/n)6.

Ici (u/n)6 est le symbole de résidu sextique, étendu par zéro lorsque (u, n) ̸= 1. 1 Nous écrivons
aussi (u/n)2 et (u/n)3 pour les symboles de résidus quadratique et cubique, définis par la même
convention avec 6 remplacé par 2 et 3, respectivement. Lorsque (n, 6) = 1, ils sont égaux à χn(u)3

et χn(u)2. Les restrictions qui gardent ces symboles définis sont sous-entendues lorsqu’elles sont
omises dans le plan. La famille est

Au(D) =
∑
n

µ(n)ν(n)χn(u)W (NK/Q(n)/D). (4)

Fixons 0 < ϑ ≤ 1/10. L’estimation cruciale, la Proposition 3.1, est que∑
0<NK/Q(u)≤H

|Au(D)|2 ≪ν,W,ϑ,ε D
1+εH, H = D1+ϑ. (5)

Dans une moyenne quadratique, nous appelons la variable dans la somme extérieure la ligne et la
variable dans la somme intérieure la colonne. Dans (5), ce sont u et n, respectivement. À un facteur
Dε près, (5) peut être considéré comme disant que la famille {Au(D)} exhibe une “annulation en
racine carrée” en moyenne (au sens L2) sur u.

L’estimation de moyenne quadratique (5) donne le gain de puissance souhaité pour A1(D) car
Ap6(D) ≈ A1(D) pour de nombreux nombres premiers p. Pour un nombre premier primaire p avec
Y/2 < NK/Q(p) ≤ Y , l’identité χn(p6) = 1p∤n ne laisse que OW (D/Y ) termes différents et donne
donc

Ap6(D) = A1(D) +OW (D/Y ). (6)
Par le théorème des idéaux premiers de Landau [27] (voir [22], Théorème 5.33), il y a ≍ Y/ log Y
choix de tels p. Prenant Y = H1/6, considérant la contribution de tels termes à (5) et utilisant (6)
donne

|A1(D)|2 ≪ D1+εH5/6 +D2H−1/3. (7)
Avec H = D1+ϑ, cela donne A1(D) ≪ D11/12+5ϑ/12+ε pour tout 0 < ϑ ≤ 1/10 fixé. Choisissant
ϑ suffisamment petit pour chaque perte d’exposant demandée, on obtient A1(D) ≪ν,W,ε D

11/12+ε.
Par conséquent, il reste à établir (5).

1. Pour un nombre premier primaire p ∤ 6 et p ∤ u, (u/p)6 est l’unique racine sixième de l’unité congruente à
u(NK/Q(p)−1)/6 (mod p) ; posons (u/p)6 = 0 lorsque p | u. Étendre multiplicativement dans le dénominateur pour
définir χn(u) = (u/n)6 pour n primaire premier à 6. Pour l’idéal unité, χ1(u) = 1 pour tout u, y compris u = 0.
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2.3 Étape 3 : Sommation de Poisson
Nous passons à la tâche de prouver l’estimation de moyenne quadratique (5). Maintenant que nous
avons introduit la variable de ligne u, nous pouvons appliquer la sommation de Poisson dans cette
variable. Cela introduit des sommes de Gauss sextiques, provenant des transformées de Fourier des
caractères sextiques. Après application des identités de Gauss-Jacobi, ces sommes de Gauss sex-
tiques absorbent le facteur µ et se transforment en sommes de Gauss cubiques. Nous interprétons
les sommes de Gauss cubiques résultantes comme des coefficients de la fonction thêta cubique de
Kubota. Dans l’étape suivante, nous utilisons l’automorphie de cette fonction thêta. Pour l’instant,
nous expliquons l’apparition de ces sommes de Gauss plus en détail.

Définissons le caractère additif

e(z) = exp(4πiℑz/
√

3) (z ∈ C).

Pour un entier d’Eisenstein sans facteur carré n ≡ 1 (mod 3) premier à 6 et un entier j, définissons
les sommes de Gauss normalisées

γj(n) = 1√
NK/Q(n)

∑
x mod n

χn(x)je(x/n). (8)

Pour j = −1, nous interprétons χ−1
n comme le caractère conjugué χn.

Considérons l’identité classique(−1
m

)
=
(

1√
m

∑
x mod m

(
x

m

)
e2πix/m

)2

,

où m est un entier positif impair sans facteur carré et les symboles sont des symboles de Jacobi. Nous
aimerions une décomposition similaire pour µ au lieu de

(
−1
m

)
. Suivant les travaux de Hasse [17],

pp. 443-445 et Heath-Brown [19], (2), nous dérivons l’identité suivante dans l’annexe A.1, valable
pour n primaire sans facteur carré en dehors d’un ensemble fixé de nombres premiers exclus :

µ(n)γ−1(n) = χn(−1)G(n)−1α(n)γ2(n), α(n) = n

|n|
, G(n) = χn(4)γ3(n).

Ici G(n) est un facteur de classe de rayon fixe. Le facteur γ−1(n) provient de la sommation de
Poisson ; comme promis, il se combine avec µ(n) pour produire le coefficient cubique α(n)γ2(n) (à
des facteurs de classe de rayon près). D’autres détails sont donnés dans la section 4.

Nous appelons les sommes obtenues après application de la sommation de Poisson des sommes
duales. 2 Réarranger ces sommes duales réduit le problème de l’estimation de ∑u |Au(D)|2 à l’esti-
mation de la famille suivante de sommes de colonnes (pour plus de clarté, nous avons supprimé les
torsions auxiliaires et les conditions de coprimalité) :

Bh(X) =
∑
n∈O

n≡1 (mod 3)
n sans facteur carré

α(n)γ2(n)ξ(n)χn(h)U(NK/Q(n)/X). (9)

2. Pour cette terminologie, voir [40], p. 440, [25], § 2.3, et [10], résumé arXiv.
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Ici h est la nouvelle variable de ligne, duale de Fourier de u, tandis que U est un poids lisse restrei-
gnant la variable de colonne n à une norme comparable à X. Nous choisissons ξ comme étant soit
νη soit νη, où η parcourt un ensemble fini de caractères de classe de rayon de module fixe. 3 Pour
chaque choix de ξ, cela définit une famille de sommes Bh(X).

Après avoir traité la diagonale et séparé les poids lisses, nous obtenons grossièrement que

∑
0<NK/Q(u)≤H

|Au(D)|2 ≼ DH + H

D

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Bh(D)|2. (10)

Ici H ≍ D2/H est l’échelle de norme duale. Cette comparaison schématique supprime les facteurs
communs apparaissant lorsque le carré est développé. Ainsi l’estimation souhaitée est∑

0<NK/Q(h)≼H
|Bh(D)|2 ≼ D2. (11)

2.4 Étape 4 : Relation avec les sommes de Gauss cubiques et la fonction
thêta cubique de Kubota

Pour estimer (11), nous identifions d’abord les coefficients de Gauss cubiques avec les coefficients
de Fourier d’une fonction thêta. Sa loi de transformation s’applique à une somme avec des facteurs
cubiques supplémentaires, que nous supprimerons à l’étape 5.

Soit θ(z, v) la fonction thêta cubique de Kubota sur l’espace hyperbolique de dimension trois (z ∈ C,
v ∈ R>0), obtenue comme résidu d’une série d’Eisenstein métaplectique cubique [26], [38]. Nous
utilisons la normalisation de [7], § 5.1, (5.6)-(5.8), rappelée ci-dessous en (59).

Posons λ = 1 + 2ω. Pour des éléments primaires n, b ∈ O = Z[ω], avec n sans facteur carré et
(nb, 6) = 1, soit cθ(nb3) le coefficient de Fourier de θ̄ indexé par λ−3nb3 dans son développement en
z. La formule de Patterson [38], Théorème 8.1, enregistrée dans [7], (5.7), donne

cθ(nb3) = 35/2|b|χn(λ)2
γ2(n). (12)

Prenant b = 1 dans (12) et substituant dans (9) donne

Bh(X) = 3−5/2 ∑
n∈O

n≡1 (mod 3)
n sans facteur carré

cθ(n)α(n)χn(λ)2ξ(n)χn(h)U(NK/Q(n)/X). (13)

Ainsi (13) exprime Bh(X) comme une somme lissée et tordue des coefficients d’indice sans facteur
carré de θ̄. Cette connexion a été utilisée par Heath-Brown et Patterson pour étudier les sommes
de Kummer [20].

3. Le groupe de classes de rayon modulo un idéal m est le groupe des idéaux fractionnaires premiers à m, modulo
les idéaux principaux engendrés par des éléments congrus à 1 modulo m. Un caractère de classe de rayon est un
caractère de ce groupe fini. Pour un élément premier à m, sa classe de rayon signifie la classe de son idéal principal.
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Pour utiliser la formule de sommation pour les coefficients thêta, nous plongeons la somme (13) dans
une somme complétée, en incluant des termes indexés par nb3. Cette utilisation de la complétion
cubique suit Dunn et Radziwiłł [7], Lemme 5.4 et Proposition 5.3, avec les coefficients thêta sous-
jacents donnés par Patterson [38], Théorème 8.1. Pour h, ξ et U fixés, définissons

Th(X) := 1
35/2

√
X

∑
n,b∈O

n,b≡1 (mod 3)
n sans facteur carré

cθ(nb3)α(nb3)χnb3(λ)2ξ(nb3)χnb3(h)U(NK/Q(nb3)/X). (14)

Les termes b = 1 sont exactement X−1/2Bh(X) ; les autres termes fournissent les indices cubiques
dans le développement thêta. Le premier objectif est de borner la moyenne quadratique de Th(X)
sur h.

L’automorphie de θ donne une formule de sommation qui transforme la somme de colonnes complé-
tée Th(X), avec la ligne h maintenue fixe, en sommes duales de coefficients thêta avec de nouveaux
poids lisses et torsions de caractères. Une pointe (cusp) est représentée par un point frontière dans
K ∪{∞}. Un développement en pointe est le développement de Fourier dans la variable horizontale
après un changement de coordonnées amenant l’infini à ce point. Nous appelons ses coefficients de
Fourier des coefficients de pointe. Notre point de départ est une variante (établie dans l’annexe A.2)
de la transformation thêta de Dunn et Radziwiłł [7], § 5, étendant les travaux de Patterson [38] et
Yoshimoto [51]. Le point clé est la façon dont les torsions de caractères changent. Supposons pour
illustration que h est sans facteur carré et primaire, avec (h, 6) = 1. Alors, par la Proposition 6.2,
l’expression transformée est une combinaison linéaire finie de sommes de la forme

∑
0̸=m∈O

dθ(m)α(m)√
NK/Q(m)

χh(m)3V ♯
∗

(
NK/Q(m)X
NK/Q(h)2

)
. (15)

L’indice de colonne dual est m, tandis que h reste l’indice de ligne. Ici dθ(m) désigne le coefficient
à l’indice de Fourier λ−4m dans un développement en pointe de θ̄, et V ♯

∗ est la transformée en (64),
appliquée à V∗(y) = y1/2U(y). Nous avons supprimé une somme finie sur ces développements en
pointe, des torsions périodiques fixes, des préfacteurs bornés et des constantes d’échelle fixes. Dans
chaque classe de rayon fixe de h, les suites de coefficients et les poids transformés sont indépen-
dants de h par le Lemme 6.3. La Proposition 6.2 donne la formule précise, en écrivant d(ℓ) pour le
coefficient de pointe à ℓ = λ−4m.

Puisque V ♯
∗ décroît rapidement à l’infini, la plage de normes effective dans (15) est NK/Q(m) ≪

NK/Q(h)2/X, à la place de la plage originale NK/Q(nb3) ≍ X. Ces sommes duales proviennent de
la transformation thêta et impliquent des coefficients thêta sur l’échelle transformée, maintenant
tordus par le caractère quadratique χ3

h. Ce caractère apparaît parce que, à chaque nombre premier
p | h, les facteurs de Fourier et thêta se combinent comme

χ−1
p χ−2

p = χ−3
p = χ3

p. (16)

Maintenant, un point clé est que puisque χ3
p est quadratique, le grand crible quadratique de Goldma-

kher et Louvel [13], Théorème 1.1 et Corollaire 1.2 (une généralisation du grand crible quadratique
de Heath-Brown [18] aux corps de nombres) borne la moyenne quadratique des sommes dans (15)
lorsque h varie. Pour les familles quadratiques sans facteur carré avec des plages de normes de ligne
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et de colonne M,L, le grand crible quadratique donne le facteur M + L, à (ML)ε près. Cruciale-
ment, cela évite le terme supplémentaire (ML)2/3 dans le grand crible d’ordre supérieur général de
Blomer, Goldmakher et Louvel [5], Théorème 1.3.

Nous appliquons ensuite Cauchy-Schwarz dans la variable cubique et le grand crible quadratique
dans la variable de colonne sans facteur carré pour estimer la moyenne quadratique de Th(X). Les
détails sont donnés dans la preuve de la Proposition 5.2, qui donne, pour H, X ≥ 1,

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Th(X)|2 ≪ε,ξ,U (HX)ε

(
H + H2

X

)
. (17)

À X = D et H ≤ D, la comparaison heuristique Bh(D) ≈
√
DTh(D) donnerait donc la borne D2

souhaitée. La tâche restante est de justifier la borne de moyenne quadratique correspondante en
supprimant les facteurs cubiques.

2.5 Étape 5 : Suppression des facteurs cubiques
Nous passons maintenant d’une borne de moyenne quadratique pour Th(X) à une borne pour
X−1/2Bh(X), les deux moyennes étant prises sur h. Notons que l’on ne peut pas simplement écarter
les termes avec b ̸= 1, car les contributions de différents b peuvent s’annuler. Nous commençons par
défaire l’addition des facteurs cubiques en utilisant l’inversion de Möbius. Des complétions appa-
rentées apparaissent dans Patterson [38], Théorème 6.1 et Heath-Brown [19], § 3, avec suppression
explicite des facteurs cubiques par inversion de Möbius dans Dunn et Radziwiłł [7], Proposition 5.3
et (8.2).

Fixons h et ξ, et écrivons Ph(X) = X−1/2Bh(X) pour la partie b = 1 de Th(X). En substituant la
formule des coefficients (12) dans (14), on obtient

Th(X) =
∑
b∈O

b≡1 (mod 3)

wh(b)
NK/Q(b)Ph

(
X

NK/Q(b)3

)
, (18)

où
wh(b) = α(b)3

ξ(b)3χb(h)3. (19)
Chaque facteur dans (19) est complètement multiplicatif en b. Ainsi wh(bc) = wh(b)wh(c) même
lorsque b, c partagent des facteurs premiers, et |wh(b)| ≤ 1. L’inversion de Möbius (cf. [22], § 1.3)
donne

Ph(X) =
∑
d∈O

d≡1 (mod 3)

µ(d)wh(d)
NK/Q(d) Th

(
X

NK/Q(d)3

)
. (20)

En effet, en substituant (18) dans (20) et en regroupant par l’indice cubique total b, on obtient le
facteur wh(b)∑d|b µ(d), qui vaut 1 pour b = 1 et 0 sinon.

L’objectif est maintenant une estimation pour Ph, plutôt que pour la somme complétée Th. Pour
la famille simplifiée et les plages de paramètres provenant de l’étape 3, la borne requise est∑

0<NK/Q(h)≼H
|Ph(X)|2 ≪ε,ξ,U (HX)εX. (21)
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Puisque Bh(X) =
√
XPh(X), cela équivaut à une borne de taille X2, à la même petite puissance

près, pour la moyenne quadratique de Bh(X).

Pour 1 ≤ Hc ≤ X1/3, soit Ph,≤Hc(X) la partie de (20) avec NK/Q(d) ≤ Hc. En appliquant Cauchy-
Schwarz pondéré pour chaque h fixé, puis en sommant sur h et en utilisant (17), on obtient

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Ph,≤Hc(X)|2 ≤

 ∑
NK/Q(e)≤Hc

1
NK/Q(e)

 ∑
NK/Q(d)≤Hc

1
NK/Q(d)

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Th(X/NK/Q(d)3)|2


≼
∑

NK/Q(d)≤Hc

1
NK/Q(d)

(
H + H2NK/Q(d)3

X

)
≼ H + H2H3

c

X
.

Ainsi ∑
0<NK/Q(h)≼H

|Ph,≤Hc(X)|2 ≪ε,ξ,U (HX)ε

(
H + H2H3

c

X

)
. (22)

Pour H ≤ X, l’estimation (22) est dans la cible (21) à condition que H2H3
c /X ≤ X. Ainsi nous

appliquons la borne de moyenne quadratique complétée directement seulement jusqu’à la coupure

Hc = min
{
X1/3,

(
X

H

)2/3}
. (23)

Aux échelles de base de l’étape 3,

X ≍ D, H ≍ D1−ϑ, Hc ≍ D2ϑ/3.

La somme inverse peut s’étendre à NK/Q(d) ≍ D1/3, donc nous devons encore contrôler les diviseurs
plus grands.

Écrivons τdiv(b) pour le nombre de diviseurs idéaux intégraux non nuls de (b). Soit Ph,>Hc(X) les
termes avec NK/Q(d) > Hc dans (20), et posons Lb = X/NK/Q(b)3. En substituant (18) dans la
formule d’inversion tronquée pour Ph,>Hc(X) obtenue à partir de (20), et en regroupant par b = dc,
on obtient

Ph,>Hc(X) =
∑

NK/Q(d)>Hc

∑
c

µ(d)wh(d)wh(c)
NK/Q(d)NK/Q(c)Ph

(
X

NK/Q(dc)3

)

=
∑

NK/Q(b)>Hc

β0(b)χb(h)3

NK/Q(b) Ph(Lb),

où tous les indices sont primaires et

β0(b) = α(b)3
ξ(b)3 ∑

d|b
NK/Q(d)>Hc

µ(d), |β0(b)| ≤ τdiv(b).

Le support de U restreint NK/Q(b) ≪U X1/3. Cauchy-Schwarz pondéré pour chaque h, suivi d’une
sommation, donne∑
0<NK/Q(h)≼H

|Ph,>Hc(X)|2 ≤
(∑

b

τdiv(b)
NK/Q(b)

)∑
b

τdiv(b)
NK/Q(b)

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Ph(Lb)|2 ≼ sup
b

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Ph(Lb)|2.

(24)
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Posons aξ(n) = α(n)γ2(n)ξ(n). Écrivons

E(H, X) := 1
X

∑
0<NK/Q(h)≼H

∣∣∣∣∣
∗∑
n

aξ(n)χn(h)U(NK/Q(n)/X)
∣∣∣∣∣
2

.

Une étoile restreint un indice aux éléments primaires sans facteur carré. Par (9) et la définition de
Ph, nous avons

E(H, X) = 1
X

∑
0<NK/Q(h)≼H

|Bh(X)|2 =
∑

0<NK/Q(h)≼H
|Ph(X)|2.

Aux échelles de l’étape 3, notre objectif est de prouver

E(H, X) ≼ X. (25)

À X = D, c’est précisément la borne (11) pour la moyenne quadratique de Bh(D). La substitution
dans la comparaison de Poisson (10) donne alors l’estimation de moyenne quadratique originale
requise (5). En combinant (22) pour Ph,≤Hc (les termes avec NK/Q(d) ≤ Hc) et (24) pour Ph,>Hc

(les termes avec NK/Q(d) > Hc), avec la coupure (23), on obtient

E(H, X) ≼ X + sup
b

1≤Lb≤X/H3
c

E(H, Lb).

Il reste donc à prouver E(H, Lb) ≼ X pour 1 < Lb ≤ X/H3
c . Ici la plage de lignes H reste fixe, et

la borne requise est toujours de taille X même si l’échelle de colonne a diminué à Lb.

Nous développons maintenant le carré et appliquons la sommation de Poisson en h comme aupa-
ravant ; nous enregistrons maintenant la preuve en termes de E(H, Lb). Les coefficients de sommes
de Gauss deviennent des coefficients de Möbius, et la nouvelle variable de ligne y a une norme au
plus d’environ L2

b/H. Après séparation des poids, cela donne schématiquement

E(H, Lb) ≼ X + H
L2

b

∑
0<NK/Q(y)≼L2

b
/H

|M(y)|2,

M(y) =
∗∑

NK/Q(n)>Lb

µ(n)ξ1(n)χn(y)U1(NK/Q(n)/Lb).

Ici ξ1 est un autre caractère de classe de rayon fixe et U1 est un poids lisse à support compact pro-
duit par la séparation des variables. Le terme X inclut les contributions diagonales et de fréquence
nulle, en utilisant H ≤ X.

Puisque Lb = X/NK/Q(b)3 ≤ X, nous pouvons élargir la somme non négative sur y à

NK/Q(y) ≼ Y, Y = XLb

H
≥ L2

b

H
.

Le but de cet élargissement est qu’une seconde application de la sommation de Poisson donne une
plage de lignes plus courte :

H′ = L2
b

Y
= HLb

X
.
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Les coefficients redeviennent des coefficients de sommes de Gauss cubiques, et∑
0<NK/Q(y)≼Y

|M(y)|2 ≼ Y Lb + Y E ′(H′, Lb).

Ici E ′ a la même forme que E, avec éventuellement des poids lisses différents et des caractères fixes ;
Y Lb rend compte de la contribution de fréquence nulle. Par conséquent,

E(H, Lb) ≼ X + X

Lb

E ′
(HLb

X
,Lb

)
,

E(H, Lb)
X

≼ 1 + E ′(HLb/X,Lb)
Lb

.

Il suffit donc de prouver
E ′
(HLb

X
,Lb

)
≼ Lb.

C’est le type d’estimation original à des paramètres plus petits :

(H′, X ′) =
(

H
NK/Q(b)3 ,

X

NK/Q(b)3

)
,

H′

X ′ = H
X
.

Les deux échelles diminuent tandis que leur rapport reste fixe. Le facteur X/Lb dans l’inégalité pré-
cédente est exactement ce qui convertit la nouvelle borne cible Lb en la borne requise X. Ces deux
sommations de Poisson donnent l’estimation de transfert : une borne pour la moyenne quadratique
restante en termes de nouvelles moyennes quadratiques du même type. Pour des utilisations appa-
rentées d’une plage de sommation élargie, voir Goldmakher-Louvel [13], Lemme 4.4 et la preuve du
Théorème 4.1, suivant Heath-Brown [18], Lemme 9.

En combinant les bornes (22) et (24) de la première partie de l’étape 5 avec l’estimation de transfert
ci-dessus, on obtient la borne récursive

E(H, X)
X

≼ 1 + sup
NK/Q(b)>Hc

Lb>1

E ′(H′, X ′)
X ′ , X ′ = Lb, H′ = HLb

X
.

Pour chaque b dans ce supremum, la coupure (23) donne H′ < H(H/X)2 ≪ D−2ϑH. Puisque
H′/X ′ = H/X, la même contraction s’applique à chaque étape. Après Oϑ(1) étapes, chaque
moyenne quadratique résultante a soit un reste vide, soit un paramètre de ligne au plus 1, où
le comptage donne la borne souhaitée à ses échelles réduites. En appliquant l’inégalité récursive à
rebours à travers ces étapes, on prouve (25) pour le E(H, X) original, complétant l’esquisse de la
preuve.

L’esquisse précédente supprime les torsions auxiliaires et les facteurs communs à des fins d’illus-
tration. Pour mener à bien cet argument avec les torsions auxiliaires incluses, nous utilisons la
famille

E(H, X, F ) = 1
XF

∗∑
NK/Q(f)≍F

(f,S)=1

∑
0<NK/Q(k)≼H

∣∣∣∣∣
∗∑
n

aξ(n)χn(k)χn(f)4U(NK/Q(n)/X)
∣∣∣∣∣
2

et prouvons E(H, X, F ) ≼ XF dans les plages de paramètres de la Proposition 5.1. Contrairement
à l’esquisse ci-dessus, l’argument complet doit également gérer les facteurs communs et les plages
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dyadiques résultantes. La famille précise est définie en (37), et la Proposition 5.4 énonce l’estimation
de transfert. En la combinant avec les bornes pour les deux parties de la somme inverse à l’étape
5, on réduit la plage de lignes à chaque étape. La section 5 prouve la borne souhaitée par une
itération finie, suivant la méthode des exposants admissibles de Heath-Brown [18], Lemme 8 et § 8,
[19], Lemme 9 ; voir aussi [13], Théorème 4.1 et [5], § 3.2.

3 De l’estimation de moyenne quadratique à la région sans
zéro

Nous réalisons d’abord les étapes 1 et 2 du plan : extraire l’annulation dans A1(D) d’une estimation
de moyenne quadratique pour la famille, puis utiliser une transformée de Mellin pour déduire la
non-annulation. Fixons un caractère de Hecke d’ordre fini ν de K et un ensemble fini S d’idéaux
premiers qui contient tous les idéaux premiers au-dessus de 2 ou 3, ainsi que tous les idéaux premiers
divisant le conducteur de ν. Pour un idéal ou un élément a, écrivons (a, S) = 1 si aucun idéal premier
dans S ne divise a. Un idéal est supporté sur S si tous ses facteurs premiers appartiennent à S.
Pour W ∈ C∞

c ((0,∞);C), rappelons la famille

Au(D) :=
∑

(n,S)=1
µ(n)ν(n)χn(u)W (NK/Q(n)/D),

introduite en (4). Ici et tout au long de la famille originale, n parcourt les idéaux premiers à S,
représentés par leurs générateurs primaires. L’estimation clé est la suivante.

Proposition 3.1. Pour tout 0 < ϑ ≤ 1/10 fixé et ε > 0, il existe un entier k = k(ϑ, ε) ≥ 1 tel que,
pour tout intervalle compact I ⊂ (0,∞), tout W lisse supporté dans I, et D ≥ 2,

∑
0<NK/Q(u)≤D1+ϑ

|Au(D)|2 ≪ν,S,I,ϑ,ε

(
max
0≤j≤k

∥W (j)∥∞

)2
D2+ϑ+ε. (26)

Nous déduisons d’abord le Théorème 1.1 en supposant la Proposition 3.1. La preuve de la propo-
sition est complétée dans la section 5.6.

Preuve du Théorème 1.1 à partir de la Proposition 3.1. Fixons 0 < ϑ ≤ 1/10, et posons H = D1+ϑ

et Y = H1/6 = D(1+ϑ)/6. Pour les idéaux premiers Y/2 < NK/Q(p) ≤ Y , p /∈ S, soit p leurs
générateurs primaires, choisis avec p ≡ 1 (mod 3). Alors χn(p6) = 1p∤n et donc

|A1(D) − Ap6(D)| ≤ ∥W∥∞#{n : (n, S) = 1, p | n,NK/Q(n) ≍ D} ≪W D/Y.

Pour ce corps fixé, le théorème des idéaux premiers de Landau [27] (voir [22], Théorème 5.33) donne
J ≍ Y/ log Y tels nombres premiers. Leurs puissances sixièmes sont des lignes distinctes de norme
au plus H. Appliquons (26) avec une perte ε/2 et utilisons log Y ≪ε D

ε/2 pour obtenir

|A1(D)|2 ≤ 2
J

∑
Y/2<NK/Q(p)≤Y

(p,S)=1

|Ap6(D)|2 +OW (D2/Y 2)

≪ν,S,W,ϑ,ε D
2+ϑ+ε/Y +D2/Y 2 = D11/6+5ϑ/6+ε +D5/3−ϑ/3. (27)

13



Ainsi A1(D) ≪ν,S,W,ϑ,ε D
11/12+5ϑ/12+ε. Étant donné toute perte d’exposant demandée, choisissons

ϑ > 0 puis la perte dans la Proposition 3.1 suffisamment petite. En renommant la perte résultante
ε, nous obtenons

A1(D) ≪ν,S,W,ε D
11/12+ε. (28)

Nous utilisons maintenant (28) pour exclure un zéro de LK(s, ν) dans ℜs > 11/12. Supposons qu’un
tel zéro ϱ existe. Choisissons 0 ̸= ϕ ∈ C∞

c ((1, 2)), ϕ ≥ 0, et W (y) = y−ϱϕ(y). Avec la convention de
Mellin Ŵ (s) =

∫∞
0 W (y)ysdy/y, nous avons Ŵ (ϱ) =

∫
ϕ(y)dy/y > 0. La fonction

MW (s) =
∫ ∞

0
A1(D)D−sdD

D

est holomorphe sur ℜs > 11/12 : l’estimation (28) contrôle l’intégrale à l’infini, et le support
compact de W fait que A1(D) s’annule pour D suffisamment petit. L’intégration terme à terme
pour ℜs > 1 donne

MW (s) = Ŵ (s)
∑

(n,S)=1

µ(n)ν(n)
NK/Q(n)s

= Ŵ (s)
LS

K(s, ν) ,

où LS
K est le produit d’Euler en dehors de S :

LS
K(s, ν) := LK(s, ν)

∏
p∈S

(1 − ν(p)NK/Q(p)−s).

Par le théorème de prolongement méromorphe de Hecke [21] (voir [22], § 5.10) et le théorème d’iden-
tité, l’identité LS

K(s, ν)MW (s) = Ŵ (s) est valable sur ℜs > 11/12. Les facteurs d’Euler omis sont
non nuls ici, donc l’évaluation en s = ϱ donne 0 = Ŵ (ϱ) > 0, une contradiction.

Pour déduire l’assertion pour les fonctions L de Dirichlet dans le Théorème 1.1, soit χ−3 le caractère
non trivial modulo 3. Pour tout caractère de Dirichlet χ, le changement de base quadratique donne,
à des facteurs d’Euler non nuls dans ℜs > 0 près,

LK(s, χ ◦NK/Q) = L(s, χ)L(s, χχ−3).

La conclusion de Hecke exclut les zéros de l’un ou l’autre facteur en dehors de s = 1. En s = 1, la
seule annulation pôle-zéro possible est exclue par le théorème de non-annulation de Dirichlet, qui
donne L(1, χ−3) > 0 (voir [6], Chapitres 4 et 6).

4 Sommation de Poisson et moyenne quadratique duale
Nous passons maintenant à l’estimation de moyenne quadratique dans la Proposition 3.1. Suivant
l’étape 3 du plan, nous développons le carré et appliquons la sommation de Poisson dans la variable
de ligne u. Les transformées de Fourier finies des caractères fournissent des sommes de Gauss. Les
identités arithmétiques combinent ensuite ces sommes de Gauss avec les coefficients de Möbius
originaux pour donner les coefficients de sommes de Gauss cubiques normalisés qui apparaissent
dans la fonction thêta.

Les indices de colonne produits par le développement du carré n’ont pas besoin d’être premiers
entre eux. Nous extrayons d’abord leur facteur commun, puis utilisons l’inversion de Möbius pour
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séparer la condition de coprimalité restante. Ces opérations introduisent un indice de torsion auxi-
liaire et un idéal d’exclusion. La comparaison ci-dessous supprime l’exclusion sans changer la plage
de lignes ni le produit des échelles de colonne et auxiliaire.

Nous enregistrons d’abord les identités arithmétiques et de Poisson, puis définissons cette famille.
La Proposition 4.5 énonce l’estimation pour celle-ci qui suffit à prouver (26) ; le reste de la section
prouve cette implication.

4.1 Les identités arithmétiques
Nous enregistrons d’abord les identités qui convertissent entre les coefficients de Möbius et les
sommes de Gauss cubiques normalisées. Rappelons que, pour un élément primaire sans facteur
carré n avec (n, S) = 1,

α(n) = n

|n|
, γj(n) = 1√

NK/Q(n)
∑

x mod n

χn(x)je(x/n) (j ∈ Z),

où e(z) = exp(4πiℑz/
√

3), comme en (8). Posons

aξ(n) = α(n)γ2(n)ξ(n) (n sans facteur carré),

où ξ est un caractère de classe de rayon fixe. Le caractère ξ rend compte de la torsion originale ν
et des facteurs de classe de résidus dans les identités ci-dessous.

Par orthogonalité des caractères [22], § 3.1, nous pouvons absorber les fonctions sur un groupe de
classes de rayon fixe dans une somme finie de torsions ξ. Choisissons un module fixe, supporté sur
S, divisible par le conducteur de ν et suffisamment grand pour que tous les facteurs de réciprocité
ci-dessous dépendent uniquement des classes de rayon correspondantes. Nous développons ensuite
ces facteurs en caractères de ce groupe fini.

Le lemme suivant rassemble les conséquences standard des identités de Gauss-Jacobi, des évalua-
tions de sommes de Gauss quadratiques et de la réciprocité.

Lemme 4.1. Sur un groupe de classes de rayon fixe, il existe une fonction G à valeurs dans {z ∈ C :
|z| = 1} et un bicharactère symétrique R à valeurs dans {±1}. Cela signifie que R(a, b) = R(b, a)
et R est multiplicatif en chaque argument séparément :

R(aa′, b) = R(a, b)R(a′, b), R(a, bb′) = R(a, b)R(a, b′),

pour toutes les classes a, a′, b, b′ dans le groupe de classes de rayon. Ces fonctions ont les propriétés
suivantes. Soient a, b, n des éléments primaires premiers à S, avec (a, b) = 1 et n sans facteur
carré. Alors

χb(a) = R(a, b)χa(b), G(ab) = G(a)G(b)R(a, b), (29)
γ2(n)3 = µ(n)α(n), γ1(n)γ2(n) = µ(n)α(n)G(n), (30)
G(n) = χn(4)γ3(n), γ1(n)γ−1(n) = χn(−1). (31)
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Par conséquent

α(n)γ2(n)γ1(n) = µ(n)G(n), (32)
µ(n)γ−1(n) = χn(−1)G(n)−1α(n)γ2(n), (33)

aξ(ab) = aξ(a)aξ(b)χb(a)4, (34)
χa(−1)G(a)G(b)R(a, b) = G(ba−1). (35)

Dans (34), a, b sont également sans facteur carré. L’identité pour G(ab) en (29) s’étend à toutes
les classes du groupe de classes de rayon fixe ; le quotient en (35) est pris dans ce groupe.

La preuve, y compris la dépendance de G et R sur les classes de rayon fixes, est donnée dans
l’annexe A.1. Sous la sommation de Poisson, (33) convertit les coefficients de Möbius en aξ(n), à
des facteurs de classe de rayon fixes près, tandis que (32) les reconvertit.

4.2 Sommation de Poisson avec nombres premiers exclus
La somme de lignes à laquelle nous appliquons la sommation de Poisson aura une restriction de
coprimalité supplémentaire. Nous enregistrons la formule avec cette restriction incluse, afin que son
effet sur les fréquences de Fourier et la normalisation soit explicite.

Pour un idéal non nul r, écrivons rad r pour le produit de ses diviseurs premiers distincts. Nous
utilisons le caractère additif e introduit à l’étape 3. Dans les quotients et les sommes de Gauss,
utilisons un générateur fixe pour chaque idéal, choisi primaire lorsque l’idéal est premier à 3.

Lemme 4.2. Soit H > 0, soit r un idéal non nul, et soit Φ(NK/Q(k)/H) un poids de Schwartz
radial lisse sur le réseau de lignes. Soit χ un caractère multiplicatif primitif de (O/m)×, vu comme
une fonction sur O par réduction modulo m et extension par zéro sur les non-unités. Écrivons

γ(χ) = NK/Q(m)−1/2 ∑
x mod m

χ(x)e(x/m)

pour sa somme de Gauss normalisée. Puisque χ est primitif, son module m est déterminé par χ et
est supprimé dans la notation. Alors
∑

k

χ(k)1(k,r)=1Φ(NK/Q(k)/H) = Hγ(χ)√
NK/Q(m)

∑
d|rad r

µ(d)χ(d)
NK/Q(d)

∑
h

χ(h)Φ̂
(

HNK/Q(h)
NK/Q(d)NK/Q(m)

)
. (36)

Ici Φ̂ est défini par

Φ̂(|w|2) = 2√
3

∫
C

Φ(|z|2)e(−zw) dx dy, z = x+ iy.

La mesure est normalisée pour que O ait un covolume de un. Ici k, h ∈ O, et h est la fréquence de
Fourier. Nous avons

χ non principal =⇒ χ(0) = 0.
Pour le caractère primitif principal (χ = 1,m = 1), la contribution de fréquence nulle est

HΦ̂(0)
∏
p|r

(
1 − 1

NK/Q(p)

)
.
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Démonstration. L’inclusion-exclusion suivie de k = dℓ donne∑
k

χ(k)1(k,r)=1Φ(NK/Q(k)/H) =
∑

d|rad r

µ(d)χ(d)
∑

ℓ

χ(ℓ)Φ
(

NK/Q(ℓ)
H/NK/Q(d)

)
.

Appliquons la sommation de Poisson sur réseau [22], Théorème 4.5 en ℓ sur les classes de résidus
modulo m, à l’échelle H/NK/Q(d). L’identité de somme de Gauss primitive [22], (3.12) évalue la
transformée de Fourier finie comme

√
NK/Q(m)γ(χ)χ(h) pour tout h, donnant (36). Pour un carac-

tère primitif non principal, χ(0) = 0, donc le terme de fréquence nulle s’annule. Pour le caractère
principal, sommons µ(d)/NK/Q(d) sur d | rad r pour obtenir la contribution de fréquence nulle
affichée.

4.3 Les moyennes quadratiques duales
Nous utilisons la moyenne quadratique suivante des sommes de colonnes avec les coefficients aξ(n).

Définition 4.3. Les paramètres H, X et F sont les échelles de norme de k, n et f , respectivement.
Ici k parcourt les éléments de O, et une étoile restreint une somme aux idéaux sans facteur carré
premiers à S, représentés par leurs générateurs primaires. Pour un poids lisse W à support compact
sur (0,∞), définissons la moyenne quadratique duale par

E(H, X, F ; ξ,W ) = 1
XF

∗∑
F ≤NK/Q(f)<2F

(f,S)=1

∑
0<NK/Q(k)≼H

∣∣∣∣∣∣
∗∑

(n,S)=1
aξ(n)χn(k)χn(f)4W (NK/Q(n)/X)

∣∣∣∣∣∣
2

.

(37)

Ci-dessous, ξ parcourt tous les caractères du groupe de classes de rayon fixe choisi ci-dessus, à
travers lesquels ν,G et R se factorisent.

Écrivons Er pour la même expression avec la restriction supplémentaire (n, r) = 1. Cette notation
n’est nécessaire que dans les réductions de Poisson ; la comparaison suivante revient à E .

Lemme 4.4. Soit r0 le produit des nombres premiers divisant r en dehors de S. Pour H, X > 0,
F ≥ 1, et W lisse à support compact,

Er(H, X, F ; ξ,W ) ≤ τdiv(r0)
∑
d|r0

E
(

H, X

NK/Q(d) , FNK/Q(d); ξ,W
)
. (38)

Démonstration. Soit Cr(X; k, f) la somme de colonnes intérieure définissant Er, avec ξ,W fixés.
L’inclusion-exclusion, n = dm, et (34) donnent

Cr(X; k, f) =
∑
d|r0

µ(d)
∗∑

(n,S)=1
d|n

aξ(n)χn(k)χn(f)4W (NK/Q(n)/X)

=
∑
d|r0

(d,f)=1

µ(d)aξ(d)χd(k)χd(f)4C1(X/NK/Q(d); k, df).
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En effet, χm(d)4 force (m, d) = 1 et se combine avec χm(f)4 ; les termes avec (d, f) ̸= 1 s’annulent.
Chaque coefficient extérieur a un module au plus un. Appliquons Cauchy-Schwarz en d, puis élar-
gissons l’image injective f 7→ df à la plage sans facteur carré FNK/Q(d) ≤ NK/Q(df) < 2FNK/Q(d).
Le produit de normalisation est inchangé : (X/NK/Q(d))(FNK/Q(d)) = XF .

4.4 Réduction à la moyenne quadratique duale
La proposition suivante donne l’estimation duale suffisante pour (26). Sa preuve applique la som-
mation de Poisson directement aux sommes de Möbius originales.

Proposition 4.5. Fixons 0 < ϑ ≤ 1/10 et posons H = D1+ϑ. Pour chaque C ≥ 1 fixé et tous réels
B,F ≥ 1, considérons les plages

X = D

BF
, 0 < H ≤ CD2

HB2 , XF = D

B
. (39)

Supposons que pour tout ε > 0 il existe un entier J = J(ϑ, ε) ≥ 1 tel que, pour tout intervalle
compact I ⊂ (0,∞) et tout W lisse supporté dans I,

E(H, X, F ; ξ,W ) ≪ν,S,I,C,ϑ,ε ∥W∥2
CJ (I)D

εXF, (40)

où
∥W∥CJ (I) = max

0≤j≤J
sup
x∈I

|W (j)(x)|.

Pour les fonctions de plusieurs variables, la norme utilise toutes les dérivées partielles d’ordre total
au plus J . Alors l’estimation de moyenne quadratique originale dans la Proposition 3.1 est valable.

Démonstration. Écrivons I = [a0, b0]. Choisissons un poids de Schwartz radial non négatif Φ tel
que Φ(x) ≥ 1 sur [0, 1] et supp Φ̂ ⊂ [0, CΦ] pour un certain CΦ > 0 fixé. Il suffit de prouver
MD ≪ν,S,I,ϑ,ε ∥W∥2

CJ′ (I)HD
ε pour un certain J ′ = J ′(ϑ, ε), où

MD := 1
D

∑
u∈O

Φ(NK/Q(u)/H)

∣∣∣∣∣∣
∑

(n,S)=1
µ(n)ν(n)χn(u)W (NK/Q(n)/D)

∣∣∣∣∣∣
2

. (41)

Conjuguons la somme intérieure, développons le carré, et posons g = (n1, n2) et nj = gzj. Les
indices sans facteur carré satisfont (z1, z2) = (z1z2, g) = 1, et

χn1(u)χn2(u) = 1(u,g)=1χz1(u)χz2(u).

Appliquons le Lemme 4.2 avec χ = χz1χz2 et exclusion g :

∑
u

Φ(NK/Q(u)/H)1(u,g)=1χ(u) =
∑
e|g

Hµ(e)χ(e)γ(χ)
NK/Q(e)

√
NK/Q(z1)NK/Q(z2)

∑
h

χ(h)Φ̂
(

HNK/Q(h)
NK/Q(e)NK/Q(z1)NK/Q(z2)

)
.

(42)
La fréquence nulle n’apparaît que lorsque z1 = z2 = 1 et contribue

Z = H

D
Φ̂(0)

∗∑
(g,S)=1

|W (NK/Q(g)/D)|2
∏
p|g

(
1 − 1

NK/Q(p)

)
≪Φ,I H∥W∥2

∞.
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Retenons tous les h ̸= 0, y compris ceux avec z1 = z2 = 1.

Développons la fonction de classe de rayon fixe ν(t)G(t−1) = ∑
ξ cξξ(t). Le théorème des restes

chinois et (33)-(35) donnent

µ(z1)µ(z2)ν(z1)ν(z2)γ(χz1χz2) =
∑

ξ

cξaξ(z1)aξ(z2). (43)

Écrivons N = NK/Q pour le reste de cette preuve, et posons W0(x) = x−1/2W (x). En substituant
(43) dans (42), en incluant la normalisation 1/D dans (41), on obtient

MD − Z =
∑

ξ

cξSξ, |MD − Z| ≪ max
ξ

|Sξ|,

puisque la somme de caractères est fixe et finie. Fixons ξ. En utilisant χz(e) = χz(e5), sa contribution
est

Sξ = H

D2

∗∑
g

∑
e|g

µ(e)N(g)
N(e)

∑
h̸=0

∗∑
z1,z2

(z1,z2)=1
(z1z2,g)=1

aξ(z1)aξ(z2)χz1(he5)χz2(he5)

×W0

(
N(gz1)
D

)
W0

(
N(gz2)
D

)
Φ̂
(

HN(h)
N(e)N(z1)N(z2)

)
.

Ici et ci-dessous, chaque variable étoilée est sans facteur carré, primaire et première à S, tandis que
h, k parcourent les éléments non nuls de O. Nous devons montrer |Sξ| ≪ν,S,I,ϑ,ε ∥W∥2

CJ′ (I)HD
ε.

Insérons l’identité de coprimalité et changeons les variables :

1(z1,z2)=1 =
∑

v|z1, v|z2

µ(v), zj = vmj.

Par (34), le facteur commun des deux colonnes satisfait

aξ(vm) = aξ(v)aξ(m)χm(v)4, |aξ(v)χv(he5)|2 = 1(v,h)=1,

où (v, e) = 1. Ainsi la même somme devient

Sξ = H

D2

∗∑
g,v

(g,v)=1

∑
e|g

µ(e)µ(v)N(g)
N(e)

∑
h̸=0

(h,v)=1

∗∑
m1,m2

(m1m2,gv)=1

aξ(m1)aξ(m2)

× χm1(he5v4)χm2(he5v4)W0

(
N(gvm1)

D

)
W0

(
N(gvm2)

D

)

× Φ̂
(

HN(h)
N(e)N(v)2N(m1)N(m2)

)
.

Il n’y a plus de restriction (m1,m2) = 1. Faisons le changement de variables bijectif

b = g/e, f = ev, k = eh,
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e = (f, k), v = f/e, g = be, h = k/e.

Les b, f résultants sont premiers entre eux et sans facteur carré, k ̸= 0 est arbitraire, et

gv = bf, he5v4 = kf 4, µ(e)µ(v) = µ(f), N(g)
N(e) = N(b).

Par conséquent,

Sξ = H
D2
∑∗

b,f
(b,f)=1

µ(f)N(b)∑k ̸=0
∑∗

m1,m2
(m1m2,b)=1

aξ(m1)aξ(m2)χm1(kf 4)χm2(kf 4)

×W0
(

N(bfm1)
D

)
W0

(
N(bfm2)

D

)
Φ̂
(

HN(k)
N(f)2N(m1)N(m2)

)
.

(44)

Les caractères forcent (mj, f) = 1, ne laissant que l’exclusion affichée (mj, b) = 1. Les supports de
W0 et Φ̂ donnent

N(b)N(f) ≤ b0D, 0 < N(k) ≤ CΦb
2
0D

2

HN(b)2 .

Partitionnons B ≤ N(b) < 2B et F ≤ N(f) < 2F en plages dyadiques. Désignons la contribution
correspondante à (44) par Sξ;B,F , et posons

X = D

BF
, H = CI,ΦD

2

HB2 , CI,Φ = max(2, CΦb
2
0).

Ceux-ci satisfont (39). Dans les variables xj = N(mj)/X, le poids lisse couplé est

Kb,f,k(x1, x2) = W0(rx1)W0(rx2)Φ̂
(

a

x1x2

)
,

r = N(b)N(f)
BF

∈ [1, 4], a = HN(k)
N(f)2X2 ≤ CI,Φ.

Pour tout entier q ≥ 0, ces noyaux satisfont

sup
b,f,k

∥Kb,f,k∥Cq([a0/4,b0]2) ≪I,Φ,q ∥W∥2
Cq(I).

Pour U ∈ C∞
c (I∗), où I∗ = [a0/8, 2b0], posons

SU(b, f, k) =
∗∑

(n,S)=1
(n,b)=1

aξ(n)χn(k)χn(f)4U(N(n)/X).

Les décalages (X,F ) 7→ (X/N(d), FN(d)) préservent (39). Ainsi le Lemme 4.4 et (40), avec J =
J(ϑ, ε/4), donnent ∑

f,k

|SU(b, f, k)|2 = XFE(b)(H, X, F ; ξ, U)

≤ XFτdiv(b)
∑
d|b

E(H, X/N(d), FN(d); ξ, U)

≪ν,S,I,ϑ,ε D
ε/2(XF )2∥U∥2

CJ (I∗).
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Ici N(b) ≪I D, donc les facteurs de diviseurs sont absorbés dans Dε/4. Nous utilisons le principe de
poids lisse suivant, énoncé et prouvé dans le Lemme B.2 : une borne de moyenne quadratique valable
pour toute fonction de test commune, avec une norme CJ , borne également la somme quadratique
correspondante avec un noyau dépendant de la ligne, à un coût donné par la norme C2J+4 du noyau.
Pour chaque b fixé, appliquons le Lemme B.2 avec l’indice de ligne (f, k), le coefficient µ(f)1(f,b)=1,
et le noyau Kb,f,k. La plage de lignes plus grande 0 < N(k) ≤ H n’ajoute que des termes dont le
noyau original s’annule. Avec q = 2J + 4, cela donne

|Sξ;B,F | ≪ν,S,I,ϑ,ε D
ε/2∥W∥2

Cq(I)

∗∑
B≤N(b)<2B

HN(b)
D2 (XF )2 ≪ Dε/2∥W∥2

Cq(I)
HB

D2 B(XF )2 = Dε/2∥W∥2
Cq(I)H,

(45)
où XF = D/B et le comptage des idéaux donne O(B) choix de b. En sommant les O((logD)2)
plages dyadiques non vides, on borne Sξ comme requis. Sommons sur l’ensemble fini fixe de ξ,
incluons Z, et restaurons le facteur D pour obtenir (26). L’ordre de dérivation requis dépend
uniquement de ϑ, ε.

5 Itération de l’estimation de moyenne quadratique duale
Posons Σ = XF . Nous prouvons l’estimation suivante pour la famille (37), avec les exclusions
supprimées par le Lemme 4.4. Les deux entrées sont prouvées dans les sections 6 et 7.

Proposition 5.1. Fixons κ > 0 et C0 ≥ 1. Supposons que

H, X, F ≥ 1, Σ = XF ≤ DC0 , H ≤ ΣD−κ. (46)

Pour tout ε > 0 il existe un entier J = J(κ,C0, ε) ≥ 1 tel que

E(H, X, F ; ξ,W ) ≪I,ν,S,κ,C0,ε ∥W∥2
CJ (I)D

εΣ (47)

pour tout intervalle compact I ⊂ (0,∞) et tout W lisse supporté dans I.

La preuve est donnée dans la section 5.5, en utilisant le Lemme 5.3 et la Proposition 5.4.

5.1 Les sommes complétées
Soit Ψ une fonction complètement multiplicative à valeurs dans C sur les idéaux intégraux non
nuls de OK = Z[ω] premiers à 3, s’annulant sur les idéaux divisibles par un nombre premier dans
S. Pour un élément primaire n, écrivons Ψ(n) = Ψ((n)). Définissons

T (X; Ψ) =
∗∑

(n,S)=1

∑
b∈O

b≡1 (mod 3)
(b,S)=1

α(n)γ2(n)Ψ(n)α(b)3Ψ(b)3√
NK/Q(n)NK/Q(b)

V∗(NK/Q(n)NK/Q(b)3/X), (48)

où V∗(y) = √
yW (y). L’indice supplémentaire b fournit les cubes dans le développement de Fourier

de la fonction thêta de Kubota. Ici n, b sont des éléments primaires de O ; seul n est requis sans
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facteur carré.

La partie b = 1 est exactement X−1/2∑∗
(n,S)=1 α(n)γ2(n)Ψ(n)W (NK/Q(n)/X). Pour identifier cela

avec la somme de colonnes normalisée dans (37), fixons un caractère de classe de rayon ξ. Pour une
ligne non nulle k ∈ O et un f primaire sans facteur carré premier à S, posons

Ψk(n) := ξ(n)χn(k)χn(f)4, T (X; k, f) := T (X; Ψk). (49)

Le produit affiché définit Ψk(n) pour (n, S) = 1 ; posons Ψk(n) = 0 sinon. Ainsi l’extension par
zéro requise dans (48) fait partie de cette définition.

5.2 L’estimation de moyenne quadratique complétée
Pour la torsion (49), la transformation thêta convertit les torsions sextiques pertinentes en caractères
quadratiques. En la combinant avec le grand crible quadratique, on obtient l’estimation suivante,
prouvée dans la section 6.

Proposition 5.2. Fixons ε > 0, C0 ≥ 1, et un caractère ξ du groupe de classes de rayon fixe. Il
existe J = J(ε, C0) ≥ 1 tel que

∑
0<NK/Q(k)≼H

|T (X; k, f)|2 ≪I,ξ,S,ε,C0 D
ε∥W∥2

CJ (I)

(
H + H2NK/Q(f)

X

)
(50)

chaque fois que
1 ≤ H, X,NK/Q(f) ≤ DC0 .

Ici f est sans facteur carré et primaire avec (f, S) = 1, W est lisse et supporté dans un intervalle
compact I ⊂ (0,∞), et T est défini par (49).

5.3 Inversion cubique et sommes restantes
Posons

H3
c = min

(
X,

X2

H2

)
, Lb = X

NK/Q(b)3 . (51)

Lemme 5.3. Fixons C0 ≥ 1 et ε > 0. Supposons 1 ≤ H, X, F ≤ DC0 et H ≤ Σ = XF . Il existe
un entier J = J(ε, C0) ≥ 1 tel que

E(H, X, F ; ξ,W ) ≪I,ν,S,C0,ε D
ε

Σ∥W∥2
CJ (I) + sup

b≡1 (mod 3), (b,S)=1
NK/Q(b)>Hc, Lb>1

E(H, Lb, F ; ξ,W )

 (52)

pour tout intervalle compact I ⊂ (0,∞) et W ∈ C∞
c (I). Un supremum vide est nul ; en particulier

il est vide lorsque H2 ≤ X.

Démonstration. Écrivons N = NK/Q et I = [u, v]. La multiplicativité complète dans (48), y compris
aux zéros de Ψk, donne

X−1/2
∗∑

(n,S)=1
aξ(n)χn(k)χn(f)4W (N(n)/X) =

∑
(h,S)=1

µ(h)α(h)3Ψk(h)3

N(h) T (X/N(h)3; k, f). (53)
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En effet, après substitution de (48), le coefficient de l’indice cubique total b contient ∑h|b µ(h) =
1b=1. C’est l’inversion de Möbius ; comparer [22], (1.18) et [7], (8.2).

Séparons le membre de droite de (53) en Pcourt(k, f) + Plong(k, f), où

Pcourt(k, f) =
∑

(h,S)=1
N(h)≤Hc

µ(h)α(h)3Ψk(h)3

N(h) T (X/N(h)3; k, f),

Ecourt = 1
F

∗∑
F ≤N(f)<2F

(f,S)=1

∑
0<N(k)≼H

|Pcourt(k, f)|2.

Définissons Elong de la même manière en utilisant Plong. Cauchy-Schwarz pondéré pour chaque k, f ,
suivi de la Proposition 5.2, donne

Ecourt ≤

 ∑
N(h)≤Hc

1
N(h)

 ∑
N(h)≤Hc

1
N(h)

1
F

∗∑
F ≤N(f)<2F

(f,S)=1

∑
0<N(k)≼H

|T (X/N(h)3; k, f)|2

≪I,ν,S,C0,ε D
ε/2∥W∥2

CJ (I)

(
H + H2FH3

c

X

)
≪ Dε/2Σ∥W∥2

CJ (I). (54)

Ici X/N(h)3 ≥ 1, et la somme des normes réciproques ne contribue qu’un logarithme. Nous utili-
sons la Proposition 5.2 avec l’exposant ε/4 et la plage C0 + 1, puisque N(f) < 2DC0 . Si Hc < 1, la
somme est vide.

Développons T en utilisant (48) dans les termes restants, avec l’indice cubique c :

Plong(k, f) = 1√
X

∑
(h,S)=1

N(h)>Hc

∑
(c,S)=1

µ(h)
√
N(hc)α(hc)3Ψk(hc)3

×
∗∑

(n,S)=1
aξ(n)χn(k)χn(f)4W

(
N(n)N(hc)3

X

)
.

Posons b = hc ; les paires donnant b sont exactement (h, b/h) avec h | b et N(h) > Hc. Puisque
Ψk(b)3 = ξ(b)3χb(k)31(b,f)=1, cela donne

Plong(k, f) =
∑

(b,S)=1
N(b)>Hc

β0(b, f)χb(k)3

N(b)
1√
Lb

∗∑
(n,S)=1

aξ(n)χn(k)χn(f)4W (N(n)/Lb),

β0(b, f) := α(b)3
ξ(b)31(b,f)=1

∑
h|b

N(h)>Hc

µ(h), |β0(b, f)| ≤ τdiv(b).

La fonction diviseur τdiv(b) compte les diviseurs idéaux. Tous ces indices sont primaires et premiers
à S ; b n’a pas besoin d’être sans facteur carré. Le support de W restreint la somme à N(b)3 ≤ vX.
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Cauchy-Schwarz pondéré donne maintenant

Elong ≤

 ∑
Hc<N(b)≤(vX)1/3

(b,S)=1

τdiv(b)
N(b)

 ∑
Hc<N(b)≤(vX)1/3

(b,S)=1

τdiv(b)
N(b) E(H, Lb, F ; ξ,W ).

La somme des diviseurs réciproques est ≪I log2(2 +X), puisque

∑
N(b)≤R

τdiv(b)
N(b) =

∑
N(cd)≤R

1
N(c)N(d) ≤

 ∑
N(c)≤R

1
N(c)

2

≪ log2(2R) (R ≥ 1).

Si Lb ≤ 1, la somme de colonnes est vide sauf si Lb ≥ 1/v ; sinon elle a OI(1) termes, donc

E(H, Lb, F ; ξ,W ) ≪I
H
Lb

∥W∥2
∞ ≪I Σ∥W∥2

∞.

Absorbons les logarithmes dans Dε et combinons les deux parties en utilisant E ≤ 2Ecourt + 2Elong.
Cela prouve (52). Si H2 ≤ X, alors Hc = X1/3, donc N(b) > Hc implique Lb < 1.

5.4 L’estimation de transfert
Fixons un poids de Schwartz radial non négatif Φ avec Φ(t) ≥ 1 pour 0 ≤ t ≤ 1 et supp Φ̂ ⊂ [0, CΦ].
Un tel poids est obtenu en élevant au carré et en redimensionnant une fonction de Schwartz radiale
réelle à transformée de Fourier à support compact. Écrivons N = NK/Q. Pour H, L, F, ξ fixés,
posons

A(W ) := 1
LF

∗∑
F ≤N(f)<2F

(f,S)=1

∑
k∈O

Φ(N(k)/H)

∣∣∣∣∣∣
∗∑

(n,S)=1
aξ(n)χn(k)χn(f)4W (N(n)/L)

∣∣∣∣∣∣
2

. (55)

Ainsi E(H, L, F ; ξ,W ) ≤ A(W ). Dans la proposition suivante, Σ est une échelle cible indépendante ;
nous l’appliquerons à l’échelle de colonne Lb avec Σ = XF .

Proposition 5.4. Supposons 1 ≤ H, L, F,Σ ≤ DC0 et max{H, LF} ≤ Σ, pour C0 ≥ 1 fixé. Pour
tout entier m ≥ 0 et ε > 0,

A(W ) ≪ DεΣ∥W∥2
C4m+12(I)

(
1 + sup E(H′, X ′, F ′; ξ′, U)

Σ′

)
(56)

où le supremum est sur la famille (37), avec Σ′ = X ′F ′, H′, X ′, F ′ ≥ 1, et

H′ ≤ HL
ΣF ,

H′

Σ′ ≤ H
Σ , Σ′ ≤ L. (57)

Pour I = [u, v], les tests satisfont U ∈ C∞
c (I ′), I ′ = [u/16, 4v], et ∥U∥Cm(I′) ≤ 1 ; un supremum vide

est nul. L’estimation est valable pour tout compact I ⊂ (0,∞) et W ∈ C∞
c (I), avec une constante

implicite dépendant de m,C0, ε, I, ν, S et du groupe de classes de rayon fixe.

La preuve est donnée dans la section 7, en combinant les Lemmes 7.1 et 7.3.
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5.5 Preuve de la Proposition 5.1
Preuve de la Proposition 5.1. Fixons κ > 0 et C0 ≥ 1. Nous prouvons par récurrence sur j ≥ 0 que
la proposition est valable sous la restriction supplémentaire H ≤ Djκ, avec l’ordre de dérivation
et la constante implicite autorisés à dépendre de j. Plus précisément, pour tout ε > 0 il existe un
entier J = J(j, κ, C0, ε) ≥ 1 tel que

E(H, X, F ; ξ,W ) ≪I,ν,S,j,κ,C0,ε D
εΣ∥W∥2

CJ (I)

pour tout intervalle compact I = [u, v] ⊂ (0,∞) et W ∈ C∞
c (I), sous les hypothèses de la pro-

position. L’ordre de dérivation est indépendant de I ; cela nous permet d’appliquer l’hypothèse de
récurrence sur l’intervalle élargi dans l’estimation de transfert. Pour le cas de base j = 0, nous
avons H ≤ 1. Dans (37), le support de W restreint n aux OI(X) idéaux avec NK/Q(n) ∈ [uX, vX].
Les facteurs aξ(n), χn(k) et χn(f)4 ont une valeur absolue au plus un, donc l’inégalité triangulaire
borne chaque somme intérieure par OI(X∥W∥∞). Il y a O(F ) choix de f et O(H) choix de k. Par
conséquent,

E(H, X, F ; ξ,W ) ≪I
FH
XF

(X∥W∥∞)2 = HX∥W∥2
∞.

En divisant par Σ = XF et en utilisant H ≤ 1 et F ≥ 1, on prouve l’assertion pour j = 0, avec
J = 1.

Supposons l’assertion vraie pour j, et fixons ε > 0. Soit m l’ordre de dérivation fourni par l’hy-
pothèse de récurrence avec l’exposant ε/3. Pour H ≤ D(j+1)κ, appliquons le Lemme 5.3 avec
l’exposant ε/3. Nous devons borner les moyennes quadratiques dans son supremum uniformément
en b. Si ce supremum est non vide, alors H2 > X et H3

c = X2/H2. Pour chaque tel b, rappelons
que Lb = X/NK/Q(b)3 > 1. Puisque Lb ≤ X et Σ ≥ max{H, LbF}, la Proposition 5.4 s’applique
à l’échelle de colonne Lb, avec l’ordre de dérivation m, et l’exposant ε/3. Son estimation borne
également E(H, Lb, F ; ξ,W ) car E(H, Lb, F ; ξ,W ) ≤ A(W ).

Soient H′, X ′, F ′ des paramètres quelconques dans le supremum de (56), avec Σ′ = X ′F ′ comme
dans cette proposition. Par (57) et NK/Q(b) > Hc,

H′ ≤ HLb

ΣF = H
NK/Q(b)3F 2 < H

(H
X

)2
≤ D−2κH ≤ Djκ,

H′

Σ′ ≤ H
Σ ≤ D−κ, Σ′ ≤ Lb ≤ Σ ≤ DC0 .

Ainsi chacune de ces moyennes quadratiques est couverte par l’hypothèse de récurrence. Son poids U
est supporté dans [u/16, 4v] et a une norme Cm au plus un. En appliquant l’hypothèse de récurrence
sur cet intervalle, on obtient

E(H′, X ′, F ′; ξ′, U)
Σ′ ≪I,ν,S,j,κ,C0,ε D

ε/3.

L’intervalle élargi est déterminé par I, donc la constante implicite n’a que la dépendance autorisée
au support. En substituant dans (56), on obtient, uniformément en b,

E(H, Lb, F ; ξ,W ) ≪I,ν,S,j,κ,C0,ε D
2ε/3Σ∥W∥2

C4m+12(I).
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La substitution dans (52) contribue le facteur restant Dε/3. Choisissons J au moins 4m+ 12 et au
moins l’ordre de dérivation requis par le Lemme 5.3. Nous obtenons

E(H, X, F ; ξ,W ) ≪I,ν,S,j,κ,C0,ε D
εΣ∥W∥2

CJ (I).

Le choix de J dépend uniquement de j, κ, C0, ε. Si le supremum dans (52) est vide, la même borne
découle directement de ce lemme. Cela complète la récurrence.

Enfin, prenons j = ⌈C0/κ⌉. L’hypothèse H ≤ Σ ≤ DC0 assure H ≤ Djκ, donc la récurrence donne
la proposition.

5.6 La moyenne quadratique originale et l’exposant 11/12
Preuve de la Proposition 3.1. Fixons 0 < ϑ ≤ 1/10 et posons H = D1+ϑ. Les plages dans (39)
donnent

H ≤ CD1−ϑ

B2 , Σ = XF = D

B
,

H
Σ ≪ D−ϑ. (58)

Pour D grand, la Proposition 5.1 s’applique avec κ = ϑ/2 et C0 = 2. Si X < 1, un support non
vide force X ≫I 1, et le comptage donne E ≪I H∥W∥2

∞ ≪ Σ∥W∥2
∞ ; si H < 1, la somme est vide.

Ainsi (40) est valable, avec un ordre de dérivation dépendant uniquement de ϑ, ε, et la Proposition
4.5 prouve (26). Le cas D borné est à nouveau couvert par le comptage.

6 Preuve de l’estimation de moyenne quadratique complé-
tée

Nous prouvons la Proposition 5.2. Nous exprimons d’abord la somme complétée (48) en utilisant
les coefficients thêta cubiques et énonçons la formule de transformation. Nous appliquons ensuite
le grand crible quadratique et tenons compte des facteurs premiers répétés dans k.

6.1 Réalisation par la fonction thêta cubique
Avec la ligne k et l’indice auxiliaire f fixés, nous exprimons T (X; k, f) comme une somme pondérée
de coefficients de Fourier de la fonction thêta cubique. Son automorphie exprime ensuite cette
somme en termes de coefficients à d’autres pointes, comme dans [7], § 5 et Annexe A. Nous utilisons
Ψk de (49), en supprimant sa dépendance au f fixé et à ξ.
Écrivons (z, v) ∈ C×R>0 pour les coordonnées du demi-espace supérieur, avec la coordonnée hori-
zontale z et la hauteur v. Nous utilisons la fonction thêta cubique de Kubota dans la normalisation
de [7], § 5.1, (5.6) :

θ(z, v) = 35/2

2 v2/3 +
∑

ℓ∈λ−3O
ℓ̸=0

τ(ℓ)vK1/3(4π|ℓ|v) exp(2πi(ℓz + ℓ̄z̄)). (59)

Ici K1/3 est la fonction de Bessel modifiée de deuxième espèce, et τ(ℓ) est la suite de coefficients
donnée explicitement dans [7], (5.7)-(5.8), suivant le calcul de Patterson [38], Théorème 8.1.
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Nous définissons Θk(z, v) en tordant les coefficients de Fourier de θ̄. Définissons d’abord ϕk : O → C
par

ϕk(n) =

χn(λ)2Ψk(n), n ≡ 1 (mod 3), (n, S) = 1,
0, sinon.

Nous définissons ensuite Θk(z, v) en multipliant le coefficient de Fourier de θ̄ en ℓ, qui est τ(−ℓ),
par ϕk(λ3ℓ) :

Θk(z, v) =
∑

ℓ∈λ−3O
ℓ̸=0

τ(−ℓ)ϕk(λ3ℓ)vK1/3(4π|ℓ|v) exp(2πi(ℓz + ℓ̄z̄)). (60)

Rappelons que cθ(nb3) est défini en (12). Choisissons un q ∈ O non nul tel que ϕk soit périodique
modulo q, et posons

ϕ̂k(h) = 1
NK/Q(q)

∑
n mod q

ϕk(n)e(−hn/q).

Lemme 6.1. Avec ces définitions,

T (X; k, f) = 1
35/2

√
X

∑
n,b∈O

n,b≡1 (mod 3)
n sans facteur carré

(nb,S)=1

cθ(nb3)ϕk(nb3)α(nb3)W
(
NK/Q(nb3)

X

)
. (61)

De plus,
Θk(z, v) =

∑
h∈O/q

ϕ̂k(h)θ(z + λ2h/q, v). (62)

Démonstration. La formule des coefficients (12) donne

cθ(nb3)ϕk(nb3) = 35/2|b|γ2(n)Ψk(n)Ψk(b)3.

La substitution dans (48), en utilisant V∗(y) = √
yW (y), prouve (61). L’inversion de Fourier finie

donne
ϕk(n) =

∑
h∈O/q

ϕ̂k(h)e(nh/q),
∑

h∈O/q

ϕ̂k(h) = ϕk(0) = 0.

La multiplication du ℓ-ième mode de Fourier par e(λ3ℓh/q) translate z en z + λ2h/q. La seconde
identité annule le terme constant, prouvant (62).

La formule de transformation résultante est énoncée dans la sous-section suivante ; son calcul d’au-
tomorphie est donné dans l’annexe A.2.

6.2 La transformation thêta
Rappelons que, pour un nombre premier primaire p /∈ S, χp(x) = (x/p)6 est le caractère de résidu
sextique sur (O/(p))×. Pour tout entier j, écrivons χj

p pour sa j-ième puissance sur ce groupe,
étendue par zéro sur les multiples de p ; en particulier, χ0

p(x) = 1p∤x. La réciprocité sextique (29)
exprime les facteurs de Ψk aux nombres premiers en dehors de S comme de telles puissances, avec
0 ≤ j ≤ 5.
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Pour un nombre premier primaire p /∈ S, j ∈ {0, . . . , 5}, et x ∈ O, définissons le facteur local

Bp,j(x) =


χp(x)−j−2, j ̸= 0, 4,
NK/Q(p)−1/2(−1 +NK/Q(p)1p|x), j = 4,
NK/Q(p)−1/2χp(x)−2, j = 0.

(63)

Le cas clé est le caractère quadratique

Bp,1(x) = χp(x)3.

Pour le poids lisse à support compact V∗ dans (48), posons V̂∗(s) =
∫∞

0 V∗(x)xsdx/x. Nous écrivons∫
(σ) pour l’intégration vers le haut le long de la ligne verticale de partie réelle σ. Avec Γ désignant

la fonction gamma d’Euler, la transformée accompagnant le poids est

V ♯
∗ (x) = 1

2πi

∫
(0)
V̂∗(−t)

Γ(7/6 + t)Γ(5/6 + t)
Γ(7/6 − t)Γ(5/6 − t)

(
(2π)4x

27

)−t

dt, x > 0. (64)

Ici θ est la fonction thêta cubique de Kubota, normalisée en (59). Les sommes duales utilisent les
coefficients de Fourier de θ̄ à trois pointes. Prenons les représentants

γ0 = I, γ+ =
(

1 0
ω 1

)
, γ− =

(
1 0
ω2 1

)
, (65)

agissant sur le demi-espace supérieur. Pour σ ∈ {0,+,−}, définissons dσ(ℓ) par le développement
de Fourier [7], (5.9), (5.15)

θ(γσ(z, v)) = 35/2

2 1σ=0v
2/3 +

∑
0̸=ℓ∈λ−4O

dσ(ℓ)vK1/3(4π|ℓ|v) exp(2πi(ℓz + ℓ̄z̄)). (66)

Ainsi d0(ℓ) = τ(−ℓ), avec τ étendu par zéro en dehors de λ−3O. En particulier, cθ(nb3) = d0(λ−3nb3)
pour les indices dans (12) ; le plan utilise dθ(m) pour dσ(λ−4m) avec l’un de ces trois choix de σ.
Les formules arithmétiques pour les trois suites sont données par (91) et (92) dans l’annexe A.2.

Nous énonçons la formule pour un produit général de torsions locales. Fixons un caractère de classe
de rayon dont le conducteur est supporté sur S, et soit Ψ0 son extension par zéro à chaque nombre
premier dans S. Soit P un ensemble fini de nombres premiers en dehors de S, chacun représenté
par son générateur primaire dans O, et choisissons des entiers 0 ≤ jp ≤ 5 pour chaque p ∈ P . Pour
n ∈ O primaire, posons

Ψ(n) = Ψ0(n)
∏
p∈P

χjp
p (n).

Dans les sommes transformées, A parcourra des sous-ensembles satisfaisant

{p ∈ P : jp ̸= 0} ⊆ A ⊆ P .

Ainsi seuls les nombres premiers avec jp = 0 peuvent être omis de A. Nous appelons les nombres
premiers dans A actifs et ceux dans P \ A inactifs. Pour un tel sous-ensemble et c0 ∈ O \ {0},
écrivons

c = c0
∏
p∈A

p.
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Proposition 6.2. La quantité T (X; Ψ) définie en (48) est une somme de OΨ0,S(2|P|) termes de la
forme

C
∑

0̸=ℓ∈λ−4O

d(ℓ)α(ℓ)√
NK/Q(ℓ)

ψ(λ4ℓ)
∏
p∈A

Bp,jp(λ4ℓ)V ♯
∗

(
NK/Q(ℓ)X
NK/Q(c)2

)
. (67)

Ici A et c sont comme ci-dessus, et |C| ≪Ψ0,S 1. Les triplets (d, ψ, c0) appartiennent à une famille
finie fixe dépendant uniquement de Ψ0, S, où d ∈ {d0, d+, d−}, c0 ∈ O \ {0}, et ψ est un caractère
additif de module un sur O.

Pour moyenner les sommes transformées sur k0, nous devons choisir leurs coefficients de pointe et
caractères additifs de manière cohérente lorsque k0 varie. Fixons un ensemble fini Pfix de nombres
premiers primaires en dehors de S et des exposants jp ∈ {0, . . . , 5}, et posons

Ψk0(n) = Ψ0(n)
∏

p∈Pfix

χjp
p (n)

∏
p|k0

χp(n),

où k0 est primaire et sans facteur carré, avec (k0, S
∏

p∈Pfix p) = 1. Soit Afix parcourant les sous-
ensembles satisfaisant

{p ∈ Pfix : jp ̸= 0} ⊆ Afix ⊆ Pfix, A = Afix ∪ {p : p | k0}.

Chaque nombre premier divisant k0 appartient à A, puisque son exposant est 1.

Lemme 6.3 ((Uniformité dans la torsion)). Pour la famille Ψk0 ci-dessus, les termes de la Proposi-
tion 6.2 peuvent être indexés par (h,Afix), avec h dans un ensemble fini fixe dépendant uniquement
de Ψ0, S. Les coefficients scalaires nuls sont permis. Pour chaque indice fixé, le triplet (d, ψ, c0)
dépend de k0 uniquement par sa classe de rayon modulo un idéal fixe supporté sur S et dépendant
uniquement de Ψ0, S.

Pour estimer les sommes duales, nous avons besoin de bornes pour les coefficients de pointe et le
poids transformé.

Lemme 6.4. Pour chaque d ∈ {d0, d+, d−}, le coefficient d(ℓ) s’annule sauf si ℓ peut s’écrire

ℓ = uλmnb3, (68)

où u ∈ O×, m ∈ Z avec m ≥ −4, et n, b ∈ O sont primaires avec n sans facteur carré.

|d(ℓ)| = |d(uλmnb3)| ≤ 27 · 3m/6|b|. (69)

Pour A > 0, des entiers j ≥ 0, et V∗ supporté dans un intervalle compact fixe I ⊂ (0,∞), il existe
J = J(A, j) tel que

|(x∂x)jV ♯
∗ (x)| ≪A,j,I ∥V∗∥CJ (I) min(x1/4, x−A), x > 0. (70)

La Proposition 6.2 et les Lemmes 6.3 et 6.4 sont prouvés dans l’annexe A.2.
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6.3 La moyenne quadratique quadratique du côté dual
Nous enregistrons l’estimation du grand crible quadratique nécessaire ci-dessous.

Lemme 6.5. Soient H, U ≥ 1, et soit β(n) des coefficients complexes sur n primaire sans facteur
carré avec NK/Q(n) ≍ U . Pour tout ε > 0,

∗∑
k≡1 (mod 3), (k,S)=1

NK/Q(k)≼H

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

n≡1 (mod 3), n sans facteur carré
NK/Q(n)≍U

β(n)χk(n)3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

≪S,ε (HU)ε(H + U)
∑

n

|β(n)|2. (71)

L’étoile restreint k aux éléments primaires sans facteur carré.

Démonstration. C’est le grand crible quadratique de Goldmakher et Louvel [13], Théorème 1.1,
après avoir fixé le produit des facteurs premiers de n appartenant à S, et un nombre fini de classes
de rayon. Pour être complet, soit ek ∈ {0, 1} selon que NK/Q(k) ≡ 1, 3 (mod 4), et soit κλ le
caractère non trivial modulo λ. Le caractère x 7→ (x/k)2κλ(x)ek est trivial sur les unités et a pour
conducteur primitif kλek . Lorsque ek = 0, le facteur κλ(x)ek est omis. Les classes modulo 24O fixent
les caractères supplémentaires et les facteurs de réciprocité ; pour k1, k2 premiers entre eux dans la
même classe, le caractère produit a pour conducteur k1k2. Ce sont les hypothèses de [13], Définition
1 et § 2.

6.4 Lignes sans facteur carré et borne complétée
Écrivons N(a) = NK/Q(a). Dans (49), autorisons tout g ∈ O \ {0} à la place de f , donc Ψk(n) =
ξ(n)χn(k)χn(g)4. L’extension par zéro en S est conservée. Choisissons des générateurs d’idéaux
premiers, primaires en dehors de 3, et étendons multiplicativement à tous les idéaux. Nous bornons
d’abord les lignes sans facteur carré.

Lemme 6.6. Pour tout ε > 0 et C0 ≥ 1 il existe J = J(ε, C0) ≥ 1 tel que

∑
0<N(s)≼H

s sans facteur carré

|T (X;u0s, g)|2 ≪I,ξ,S,ε,C0 D
ε∥W∥2

CJ (I)

(
H + H2N(g)

X

)
(72)

pour 1 ≤ H, X,N(g) ≤ DC0, u0 ∈ O×, tout intervalle compact I ⊂ (0,∞), et W ∈ C∞
c (I). La

somme utilise les générateurs choisis des idéaux sans facteur carré, y compris ceux rencontrant S.

Démonstration. Par homogénéité, supposons ∥W∥CJ (I) ≤ 1, avec J choisi ci-dessous. Écrivons

s = tk0, t =
∏
p|s

p|g ou p∈S

p, N(k0) ≤ H0 := H
N(t) .
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Fixons t ; alors k0 est sans facteur carré et primaire, avec (k0, g) = 1 et (k0, S) = 1. Écartons les
plages vides, donc H0 ≥ 1, et retenons ces restrictions ci-dessous. Pour une fonction de coefficients
A(n, b), une échelle positive Y , et un entier m ≥ −4, posons

Sm[A, Y ](k0) :=
∑

n,b≡1 (mod 3)
n sans facteur carré

A(n, b)χk0(nb)3

3m/3
√
N(n)N(b)

V ♯
∗

(
3mN(n)N(b)3H2

0
Y N(k0)2

)
. (73)

Nous obtiendrons, après partition de k0 en classes de rayon fixes,

T (X;u0tk0, g) =
∑
ι∈I

∑
m≥−4

cι,m(k0)Sm[Aι,m, Yι](k0),

où I est indépendant de k0, |I| ≪ 1, |cι,m(k0)| ≪ 1, et Aι,m est indépendant de k0. Pour certains
aι, Yι > 0, les coefficients et les longueurs satisfont

|Aι,m(n, b)| ≪ aι, a2
ι ≤ 1, a2

ιYι ≪ H2
0

X
N(t)2N(g). (74)

Toutes les restrictions de colonnes sont incluses en étendant Aι,m par zéro. Posons k = u0tk0. Pour
P = {p /∈ S : p | kg}, la réciprocité sextique (29) donne

Ψk(n) = Ψ0(n)
∏
p∈P

χjp
p (n), jp ≡ vp(k) + 4vp(g) (mod 6), 0 ≤ jp ≤ 5. (75)

Même lorsque jp = 0, le facteur χ0
p(n) = 1p∤n conserve l’extension par zéro en p | kg. Le facteur

fixe Ψ0 contient ξ, les facteurs en S, les facteurs unitaires, et n 7→ R(n,∏p/∈S p
vp(k)). La quatrième

puissance en g ne contribue aucun signe de réciprocité, et les facteurs en S dépendent uniquement
des exposants modulo six. Ainsi Ψ0 parcourt une famille finie fixe. Dans la notation du Lemme 6.3,
prenons Pfix = {p /∈ S : p | tg}, de sorte que P = Pfix ⊔ {p : p | k0} ; les exposants sur Pfix sont
fixés avec t, g. La partition de k0 en classes de rayon fixes fixe Ψ0 et, par le Lemme 6.3, les données
d, ψ, c0 dans chaque terme transformé.

Fixons un terme transformé, avec des nombres premiers actifs Afix en dehors de k0, et posons
c∗ = c0

∏
p∈Afix p. Ainsi c = c∗k0 dans (67). Par (68), écrivons ℓ = uλmnb3, avec u,m, n, b comme là.

Chaque nombre premier divisant k0 a jp = 1, et donc

Bp,1(uλm+4nb3) = χp(uλm+4)3χp(nb)3. (76)

En effet, l’exposant transformé est −1 − 2 ≡ 3 (mod 6) et χp(b)9 = χp(b)3, aussi lorsque p | b par
extension par zéro. La borne des coefficients et la décroissance rapide dans le Lemme 6.4 donnent
une convergence absolue de la série transformée, donc nous pouvons regrouper ses termes ci-dessous.
Posons

Au,m(n, b) = d(uλmnb3)α(uλmnb3)ψ(uλm+4nb3)
3m/6

√
N(b)

, |Au,m(n, b)| ≤ 27.

Le terme transformé est donc

C(k0)
∑

u∈O×

∑
m≥−4

χk0(uλm+4)3 ∑
n,b≡1 (mod 3)

n sans facteur carré

Au,m(n, b)χk0(nb)3

3m/3
√
N(n)N(b)

∏
p∈Afix

Bp,jp(uλm+4nb3)V ♯
∗

(
3mN(n)N(b)3X

N(c∗)2N(k0)2

)
, |C(k0)| ≪ 1.
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La représentation est unique : en dehors de λ, les exposants premiers de ℓ sont 3vp(b) ou 1 + 3vp(b).
À part le caractère quadratique et le poids, la dépendance en k0 est un scalaire borné.

Fixons u,m et écrivons q = N(p) pour un nombre premier actif p ∤ k0. Pour jp = 4, l’identité locale
est

Bp,4(uλm+4nb3) = −q−1/2 + q1/21p|n + q1/21p|n,p|b.

Pour afficher le réindexage dans (73), soit A(p)(n, b) incluant tous les autres facteurs locaux et
posons

A(p,n)(n, b) = 1p|nA
(p)(pn, b), A(p,b)(n, b) = 1p|nA

(p)(n, pb).

Alors les changements n = pn′ et b = pb′ donnent l’identité exacte

Sm[A(p)(n, b)Bp,4(uλm+4nb3), q2Y ](k0)
= −q−1/2Sm[A(p), q2Y ](k0) + χk0(p)3Sm[A(p,n), qY ](k0)

+ q−1/2χk0(p)3Sm[A(p,b), Y/q](k0).

Dans le second terme p ∤ n′ préserve l’absence de facteur carré ; dans le troisième, p ∤ n est retenu
et b′ est sans restriction en p. Les deux phases extraites ont un module un. Les facteurs q1/2 dans
l’identité locale s’annulent contre

√
N(pn′) ou laissent q−1/2 après division par N(pb′).

Soit a une borne de suivi |A(n, b)| ≤ 27a pour le coefficient dans (73), et soit Y son échelle. Avant
d’insérer les nombres premiers actifs, ceux-ci sont a = 1 et Y = N(c0)2H2

0/X. Chaque nombre
premier actif contribue q2 à la norme du conducteur au carré. En incluant ce facteur, les mises à
jour sont

(a2, Y ) 7→


(a2, q2Y ), jp /∈ {0, 4},
(a2/q, q2Y ), jp = 0,
(a2/q, q2Y ), (a2, qY ), (a2/q, Y/q), jp = 4.

Ainsi a2 ne diminue jamais. Si p | t et p /∈ S, alors jp est impair, donc a2Y coûte au plus N(p)2.
Si p | g et p ∤ t, le coût est N(p) pour jp = 0, 4 et N(p)2 pour jp = 2 ; ce dernier cas nécessite
vp(g) ≥ 2. Donc

a2Y ≪ H2
0

X

∏
p|t

p/∈S

N(p)2 ∏
p|g

p∤t, p/∈S

N(p)vp(g) ≤ H2
0N(t)2N(g)

X
.

Le réindexage aux nombres premiers distincts préserve la forme et les extensions par zéro. Par le
Lemme 6.3, les termes transformés, les unités, et au plus trois choix par nombre premier p ∈ Afix
avec jp = 4 forment un ensemble d’indices de taille bornée par un diviseur en tg. Ici et ci-dessous,
borné par un diviseur en a signifie borné par Cτdiv(a)A pour des constantes fixes C,A ; en particulier,
c’est ≪ε NK/Q(a)ε pour tout ε > 0. Pour un indice ι, abrégeons a = aι, Y = Yι, et Am = Aι,m.
Les mises à jour locales donnent Y ≪ DC1 pour un certain C1 = C1(C0) fixé. Séparons b en
B ≤ N(b) < 2B, et n par une partition dyadique lisse V (N(n)/U), avec U,B ≥ 1 et des coupures
uniformément bornées. Pour cette partie de (73), écrivons

Sm;U,B(k0) = 3−m/3 ∑
B≤N(b)<2B

χk0(b)3

N(b) Fb(k0),
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Fb(k0) =
∑

n sans facteur carré

Am(n, b)χk0(n)3√
N(n)

V (N(n)/U)V ♯
∗

(
3mN(n)N(b)3H2

0
Y N(k0)2

)
.

Ici n, b restent primaires. Posons z∗ = 3mUB3/Y et fixons un exposant de décroissance A > 0. Avec
m,U,B, Y fixés, le Lemme B.1, appliqué uniquement en N(n)/U , donne la représentation suivante
dans une variable de Mellin réelle s :

Fb(k0) =
∫
R
cb,k0(s)Gb,s(k0) ds,

Gb,s(k0) =
∑

n sans facteur carré
N(n)≍U

Am(n, b)χk0(n)3√
N(n)

(N(n)/U)is, (77)

|cb,k0(s)| ≪I,A (1 + z∗)−A(1 + |s|)−2.

En effet, l’échelle R dans (107) est 3mUN(b)3H2
0/(Y N(k0)2) ≥ z∗. Le Lemme 6.4 fournit les bornes

de dérivées requises, indépendamment de b, k0, U,B,m. Puisque ∑N(n)≍U N(n)−1 ≪ 1, le Lemme
6.5 donne, pour tout σ > 0,

∗∑
N(k0)≤H0

|Gb,s(k0)|2 ≪S,σ a
2(H0U)σ(H0 + U).

Appliquons Cauchy-Schwarz pondéré à l’intégrale de Mellin, comme enregistré en (111), avec le
majorant commun en (77), puis Cauchy-Schwarz pondéré en b, en utilisant∑∗

B≤N(b)<2B N(b)−1 ≪ 1 :

∑∗
N(k0)≤H0 |Sm;U,B(k0)|2 ≤ 3−2m/3

(∑
B≤N(b)<2B

1
N(b)

)∑
B≤N(b)<2B

1
N(b)

∑∗
N(k0)≤H0 |Fb(k0)|2

≪I,S,A,σ a
23−2m/3(H0U)σ(H0 + U)(1 + z∗)−2A.

(78)

Puisque m ≥ −4, nous avons U ≤ 81Y z∗ et donc H0U ≪ DC0+C1(1 + z∗). Choisissons 0 < σ ≤ 1
petit en termes de ε1 > 0, C0 et prenons A = 3. En prenant les racines carrées dans (78), on obtient

 ∗∑
N(k0)≤H0

|Sm;U,B(k0)|2
1/2

≪ aDε13−m/3(
√

H0 +
√
U)(1 + 3mUB3/Y )−2.

Les sommes dyadiques infinies convergent : pour U,B ≥ 1 dyadiques et tout Z > 0,∑
U,B dyadiques

(1 + UB3/Z)−2 ≪ log2(2 + Z),
∑

U,B dyadiques

√
U(1 + UB3/Z)−2 ≪

√
Z.

Ces estimations rendent la somme des normes ℓ2(k0) finie. L’inégalité triangulaire et la somme
géométrique sur m ≥ −4 donnent donc ∗∑

N(k0)≤H0

∣∣∣∣∣∣
∑

m≥−4
cι,m(k0)Sm[Am, Y ](k0)

∣∣∣∣∣∣
2


1/2

≪ aDε1(
√

H0 log2(2 + Y ) +
√
Y ).
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Combinons les choix d’indices ι bornés par un diviseur et utilisons (74) pour obtenir
∗∑

N(k0)≤H0

|T (X;u0tk0, g)|2 ≼ max
ι
a2

ι (H0 + Yι) ≪ H0 + H2
0N(t)2N(g)

X
≤ H + H2N(g)

X
.

Somnons les classes de rayon fixes et les choix t | rad(g∏p∈S p) bornés par un diviseur, en choisissant
ε1 et les autres pertes de petite puissance en termes de ε. Les estimations de poids ci-dessus
nécessitent un nombre fixe J = J(ε, C0) de dérivées. L’homogénéité restaure ∥W∥2

CJ (I) et prouve
(72).

Preuve de la Proposition 5.2. Écrivons de manière unique k = u0sv
2, avec s sans facteur carré et

s, v parmi les générateurs d’idéaux choisis. Aucune condition (s, v) = 1 n’est imposée. Puisque
8 ≡ 2 (mod 6), y compris les extensions par zéro,

χn(u0sv
2)χn(f)4 = χn(u0s)χn(fv2)4, T (X;u0sv

2, f) = T (X;u0s, fv
2).

Appliquons le Lemme 6.6 avec la borne de ligne H/N(v)2 et la torsion auxiliaire g = fv2. Ici
N(g) ≤ HN(f) ≤ D2C0 , donc utilisons ce lemme avec 2C0. En sommant ses bornes, on obtient∑

0<N(k)≼H
|T (X; k, f)|2 =

∑
u0∈O×

∑
N(v)2≼H

∑
N(s)≼H/N(v)2

s sans facteur carré

|T (X;u0s, fv
2)|2

≪ Dε∥W∥2
CJ (I)

(
H + H2N(f)

X

)∑
v

1
N(v)2 .

La dernière somme est ζK(2) < ∞, où ζK(s) = LK(s,1) est la fonction zêta de Dedekind de K.
Cela prouve (50).

7 Preuve de la proposition de transfert
Nous prouvons la Proposition 5.4 pour A(W ) défini en (55). Tout au long de cette section,
H, L, F,Σ, ξ satisfont les hypothèses de cette proposition. Nous conservons le poids fixe Φ et la
borne de support CΦ choisis avant (55). L’élargissement par Σ/(LF ) ≥ 1 dans la moyenne quadra-
tique intermédiaire fait que la seconde sommation de Poisson revient à (37) avec une plage de lignes
au plus HL/(ΣF ). Le Lemme B.2 sépare les poids, et le Lemme 4.4 supprime l’exclusion restante.

7.1 Première application de la sommation de Poisson
Écrivons N = NK/Q, I = [u, v], et I∗ = [u/2, 2v]. Tous les indices idéaux ci-dessous sont premiers
à S et représentés par leurs générateurs primaires ; une étoile exige en outre l’absence de facteur
carré. Les variables k, h, y parcourent O. Pour C, t sans facteur carré avec (C, t) = 1, et pour d | C,
posons

ℓ = L

N(C)N(t) , wC,d = HN(C)
N(d)L2F

, YC,d = cI
ΣLFN(d)
HN(C)2 ,
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où cI ≥ max(1, 4CΦv
2) est fixé. Ne retenons que ℓ ≥ 1/(2v). Pour U ∈ C∞

c (I∗) et un caractère ξ1
du groupe de classes de rayon fixe, définissons

py(n) = µ(n)ξ1(n)1(n,t)=1χn(y)χn(C)4χn(d),

PC,d,t(y;U) =
∗∑
n

py(n)U(N(n)/ℓ).
(79)

La notation py supprime sa dépendance à C, d, t, ξ1. La forme non négative requise dans le second
calcul de Poisson est

Qξ1(U) =
∑

C,t sans facteur carré
(C,S)=1,(C,t)=1
N(C)N(t)≤2vL

∑
d|C

wC,d

∑
y

Φ(N(y)/YC,d)|PC,d,t(y;U)|2. (80)

Le domaine extérieur n’a pas de restriction supplémentaire provenant du support de Φ̂. Ici YC,d > 0
peut être plus petit que 1 ; les sommes extérieures sont finies, et la somme en y converge absolument.

Lemme 7.1. Sous les hypothèses de la Proposition 5.4, fixons un entier j ≥ 0 et ε0 > 0. Si M ≥ 0
satisfait Qξ1(U) ≤ M∥U∥2

Cj(I∗) pour tout U ∈ C∞
c (I∗) et tout ξ1, alors

A(W ) ≪ Dε0(Σ +M)∥W∥2
C2j+4(I).

Démonstration. Développons le carré définissant A(W ), et écrivons ni = Cui, où C = (n1, n2) et
(u1, u2) = (u1u2, C) = 1. Le caractère de ligne est χu1χu2 , primitif modulo u1u2, avec la restriction
supplémentaire (k, C) = 1. Le Lemme 4.2 introduit d | C et une fréquence h. Soit Z la contribution
de fréquence nulle. Elle nécessite u1 = u2 = 1, donc

|Z| ≪ H
LF

∗∑
F ≤N(f)<2F

∗∑
C

|W (N(C)/L)|2 ≪I H∥W∥2
∞.

Pour les autres fréquences, le théorème des restes chinois, (32) et (35) donnent l’identité appariée

aξ(u1)aξ(u2)γ(χu1χu2) = µ(u1)µ(u2)(ξG)(u1u
−1
2 ). (81)

Développons (ξG)(z) = ∑
ξ1 ℓξ1ξ1(z) sur le groupe de classes de rayon fixe. Insérons 1(u1,u2)=1 =∑

t|u1, t|u2 µ(t) et posons ui = txi. L’inverse est xi = ui/t ; l’absence de facteur carré impose (xi, t) =
1, mais aucune condition (x1, x2) = 1 ne subsiste. Les facteurs en C, t s’annulent contre leurs
conjugués, laissant µ(d)µ(t) et les restrictions (f, Ct) = (h, t) = 1. Ainsi

A(W ) − Z =
∑
ξ1

ℓξ1

∑
C,t sans facteur carré

(C,S)=1,(C,t)=1
N(C)N(t)≤2vL

∑
d|C

µ(d)µ(t)wC,d

×
∗∑

F ≤N(f)<2F
(f,Ct)=1

∑
h̸=0,(h,t)=1

N(h)≤CΦv2L2N(d)/(HN(C)2)

∗∑
x1,x2

phf2(x1)phf2(x2)Kh(N(x1)/ℓ,N(x2)/ℓ),
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où, pour chaque entier j0 ≥ 0,

Kh(z1, z2) = (z1z2)−1/2W (z1)W (z2)Φ̂
(

HN(h)N(C)2

L2N(d)z1z2

)
,

sup
C,d,h

∥Kh∥Cj0 (I2) ≪I,Φ,j0 ∥W∥2
Cj0 (I).

Ici χxi
(C)4 fournit (xi, C) = 1 ; les autres zéros originaux sont fournis par phf2(xi). La plage de

fréquences affichée découle du support de Φ̂.

Pour C, d, t fixés, l’application (f, h) 7→ y = hf 2 a une multiplicité bornée par un diviseur en y.
Puisque Σ/(LF ) ≥ 1, son image non nulle satisfait N(y) ≤ 4CΦv

2L2F 2N(d)/(HN(C)2) ≤ YC,d.
Puisque Φ ≥ 1 sur [0, 1] et est non négatif,∑

C,t

∑
d|C

wC,d

∑
f,h

|PC,d,t(hf 2;U)|2 ≼ Qξ1(U) ≤ M∥U∥2
Cj(I∗),

avec les plages précédentes à gauche. Appliquons le Lemme B.2 à l’expression complète affichée
pour A(W ) − Z. La borne du noyau donne

|A(W ) − Z| ≪ Dε0/2M∥W∥2
C2j+4(I).

Conjointement avec H ≤ Σ, cela prouve le résultat après avoir alloué les pertes de diviseurs dans
ε0.

7.2 Seconde application de la sommation de Poisson
Soient C, t des éléments primaires sans facteur carré premiers à S, et soit d | C. Fixons un caractère
ξ1 du groupe de classes de rayon. Pour des échelles arbitraires ℓ, Y > 0 et U ∈ C∞

c (I∗), avec
I∗ = [a, b] ⊂ (0,∞), posons

P (y) =
∗∑

(n,S)=1
µ(n)ξ1(n)1(n,t)=1χn(y)χn(C)4χn(d)U(N(n)/ℓ),

M =
∑
y∈O

Φ(N(y)/Y )|P (y)|2.
(82)

Ici P (y) abrège PC,d,t(y;U) de (79), avec l’échelle ℓ maintenant arbitraire.

La seconde sommation de Poisson transforme les coefficients de Möbius en coefficients de sommes
de Gauss cubiques. Pour énoncer l’identité, posons U0(x) = x−1/2U(x) et développons

ξ1(z)G(z−1) =
∑
ξ′
cξ′ξ′(z)

sur le groupe de classes de rayon fixe.

Du côté transformé, g est le diviseur commun des colonnes originales, e | g provient de l’exclusion de
ligne, et w supprime la condition de coprimalité restante. L’indice h est la fréquence de Fourier non
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nulle. Soient g, w parcourant les éléments primaires sans facteur carré premiers à S, e les diviseurs
de g, et h parcourant O \ {0}, sous réserve que

(g, Ct) = (w, gCth) = 1, N(gw) ≤ bℓ, N(h) ≤ CΦb
2ℓ2N(e)

Y N(g)2 .

Ces conditions assurent que tg/e et Cew sont premiers entre eux et sans facteur carré. Pour chaque
tel choix et chaque caractère ξ′, la nouvelle échelle de colonne, le coefficient et le poids lisse couplé
sont

X ′ = ℓ

N(gw) ,

a♯(n) = aξ′(n)1(n,tg/e)=1χn(deh)χn(Cew)4,

K(x1, x2) = U0(x1)U0(x2)Φ̂
(
Y N(h)N(g)2

N(e)ℓ2x1x2

)
.

(83)

Ici K dépend de U, Y, ℓ, g, e, h. Une étoile sur une somme en n1, n2 restreint chaque indice séparément
aux éléments primaires sans facteur carré. Définissons aussi

Z = Y Φ̂(0)
∗∑

(g,Ct)=1
(g,S)=1

|U(N(g)/ℓ)|2
∏
p|g

(
1 − 1

N(p)

)
.

Lemme 7.2 ((Seconde identité de Poisson)). Avec la notation et les plages d’indices ci-dessus,

M = Z +
∑

g,e,w,h,ξ′

Y µ(e)µ(w)cξ′N(g)
N(e)ℓ

∗∑
(n1n2,S)=1

a♯(n1)a♯(n2)K
(
N(n1)
X ′ ,

N(n2)
X ′

)
. (84)

Le terme de fréquence nulle satisfait

|Z| ≪I∗,Φ Y ℓ∥U∥2
∞.

Démonstration. Développons le carré, posons g = (n1, n2) et ni = gzi. Les termes non nuls satisfont

(z1, z2) = (z1z2, gCt) = (g, Ct) = 1, χn1(y)χn2(y) = 1(y,g)=1χz1(y)χz2(y).

Appliquons le Lemme 4.2 à ce dernier caractère, avec exclusion g et diviseur e | g. Sa fréquence
nulle se produit exactement lorsque z1 = z2 = 1 et donne le Z affiché ; le comptage de g donne sa
borne. Pour les fréquences non nulles, (33)-(35) et le théorème des restes chinois donnent

µ(z1)µ(z2)ξ1(z1)ξ1(z2)γ(χz1χz2) =
∑
ξ′
cξ′aξ′(z1)aξ′(z2).

Utilisons aussi
χz(dh)χz(e)χz(C)4 = χz(deh)χz(Ce)4,

U(N(gz1)/ℓ)U(N(gz2)/ℓ)√
N(z1)N(z2)

= N(g)
ℓ

U0(N(gz1)/ℓ)U0(N(gz2)/ℓ).
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Ainsi la contribution non nulle complète est

M − Z =
∑
ξ′
cξ′

∗∑
g

(g,Ct)=1

∑
e|g

Y µ(e)N(g)
N(e)ℓ

∑
h̸=0

×
∗∑

z1,z2
(z1,z2)=1

(z1z2,gCt)=1

aξ′(z1)aξ′(z2)χz1(deh)χz2(deh)χz1(Ce)4χz2(Ce)4

× U0

(
N(gz1)

ℓ

)
U0

(
N(gz2)

ℓ

)
Φ̂
(

Y N(h)
N(e)N(z1)N(z2)

)
.

Tous les indices idéaux étoilés sont premiers à S. Insérons

1(z1,z2)=1 =
∑

w|z1, w|z2

µ(w), zi = wni.

Ici (w, gCt) = 1. L’équation (34) et les caractères étendus par zéro donnent

aξ′(wn) = aξ′(w)aξ′(n)χn(w)4 ((w, n) = 1),

|aξ′(w)χw(deh)χw(Ce)4|2 = 1(w,h)=1,

1(n,gCtw)=1χn(deh)χn(Cew)4 = 1(n,tg/e)=1χn(deh)χn(Cew)4.

Par conséquent, la somme complète précédente devient

M − Z =
∑
ξ′
cξ′

∗∑
g,w

(g,Ct)=(w,gCt)=1

∑
e|g

Y µ(e)µ(w)N(g)
N(e)ℓ

∑
h̸=0

(h,w)=1

×
∗∑

(n1n2,S)=1
a♯(n1)a♯(n2)U0

(
N(gwn1)

ℓ

)
U0

(
N(gwn2)

ℓ

)
Φ̂
(

Y N(h)
N(e)N(w)2N(n1)N(n2)

)
.

Il ne reste aucune condition (n1, n2) = 1. Le support de la colonne donne N(gw) ≤ bℓ et N(z1z2) ≤
b2ℓ2/N(g)2 ; le support de Φ̂ impose donc la borne affichée sur N(h). En substituant (83), on obtient
(84), avec seulement un nombre fini de termes.

Lemme 7.3. Revenons à I = [u, v] et I∗ = [u/2, 2v]. Pour un entier m ≥ 0, soit Sm le supremum
dans (56). Alors, pour tout ε0 > 0,

Qξ1(U) ≪ Dε0Σ(1 + Sm)∥U∥2
C2m+4(I∗) (U ∈ C∞

c (I∗)).

Les fonctions de test dans Sm sont supportées dans I ′ = [u/16, 4v] et ont une norme Cm(I ′) au
plus un ; un supremum vide est nul.
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Démonstration. Écrivons N = NK/Q. Appliquons le Lemme 7.2 avec la longueur d’entrée ℓ, l’échelle
de ligne YC,d, et les mêmes C, d, t, en utilisant le caractère ξ1. Ici h est la nouvelle variable de Fourier
pour la somme sur y. Sa sortie non nulle a g, w, e | g sans facteur carré, et

(g, Ct) = (w, gCth) = 1, r = tg/e, f ′ = Cew, k′ = deh.

Ainsi r, f ′ sont premiers entre eux et sans facteur carré, et le coefficient a♯ de (83) devient

a♯(n) = aξ′(n)1(n,r)=1χn(k′)χn(f ′)4.

Écrivons X ′
0 pour l’échelle de colonne individuelle X ′ dans (83) ; ci-dessous, X ′ désignera une échelle

dyadique commune. La longueur, le coefficient et le paramètre de Fourier se simplifient en

X ′
0 = ℓ

N(g)N(w) = L

N(r)N(f ′) ,

wC,d
YC,dN(g)
N(e)ℓ = cIΣN(r)

L2 ,

YC,dN(h)N(g)2

N(e)ℓ2 = cIΣFN(k′)N(r)2

HL
.

Posons U0(x) = x−1/2U(x). Le noyau couplé est donc

Kr,f ′,k′(x1, x2) = U0(x1)U0(x2)Φ̂
(
cIΣFN(k′)N(r)2

HLx1x2

)
,

avec les deux colonnes évaluées en xj = N(nj)/X ′
0. En particulier, son support non nul nécessite

N(r)N(f ′) ≤ 2vL, 0 < N(k′) ≤ 4CΦv
2

cI

HL
ΣFN(r)2 ≤ HL

ΣFN(r)2 ,

puisque CΦ(2v)2/cI ≤ 1.

Pour r, f ′, k′ fixés, toutes les préimages sont obtenues en choisissant

t | r, f ′ = Cew, e | k′, (w, k′) = 1, d | (C, k′),

et en posant g = e(r/t), h = k′/(de). La factorisation f ′ = Cew est disjointe et sans facteur carré.
Toutes ces préimages ont le même noyau : Ctgw = rf ′, et le paramètre de Fourier affiché ci-dessus
dépend uniquement de r, k′. Ainsi les restrictions de support n’écartent que les noyaux nuls. Les
choix t | r contribuent τdiv(r). En un nombre premier p | f ′, les choix p | C, p | e, et p | w,
respectivement, contribuent

(1 + 1p|k′) − 1p|k′ − 1p|k′ = 1p∤k′

à la somme de µ(e)µ(w) sur les préimages ; les deux choix dans le premier terme sont p ∤ d et p | d.
Soit Z la contribution totale de fréquence nulle : la somme des termes Z du Lemme 7.2, avec les
poids extérieurs wC,d et les plages dans (80). Par conséquent, en regroupant avant de prendre les
valeurs absolues, on obtient

Qξ1(U) − Z = cIΣ
L2

∑
ξ′
cξ′

∑
r,f ′ sans facteur carré

(r,f ′)=1

N(r)τdiv(r)
∗∑

k′ ̸=0
f ′|k′

a♯(n1)a♯(n2)Kr,f ′,k′

(
N(n1)
X ′

0
,
N(n2)
X ′

0

)
.
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Fixons R ≤ N(r) < 2R, F ′ ≤ N(f ′) < 2F ′ dyadiquement, et posons

X ′ = L

RF ′ , Σ′ = X ′F ′ = L

R
, H′ = HL

ΣFR2 .

Ne retenons que les r pour lesquels un terme non nul se produit dans ces plages. Puisque f ′ | k′,
chaque tel r satisfait

F ′ ≤ N(f ′) ≤ N(k′) ≤ HL
ΣFN(r)2 .

En particulier H′ ≥ 1. Pour tout j | r, en utilisant H ≤ Σ, nous avons aussi

X ′

N(j) ≥ ΣFN(r)2

HRN(j) ≥ FΣ
H

≥ 1. (85)

De plus 1 ≤ X ′/X ′
0 < 4. Les noyaux redimensionnés

Kr,f ′,k′(x1, x2) = Kr,f ′,k′

(
X ′

X ′
0
x1,

X ′

X ′
0
x2

)

ont un support dans [u/8, 2v]2 ⊂ int(I ′2) et satisfont

sup
r,f ′,k′

∥Kr,f ′,k′∥C2m+4(I′2) ≪I∗,m,Φ ∥U∥2
C2m+4(I∗),

où le supremum est sur les indices retenus dans le bloc dyadique. Cela découle des bornes de
Schwartz pour Φ̂. Les paramètres communs satisfont exactement

H′

Σ′ = H
ΣFR ≤ H

Σ , Σ′ ≤ L, H′ ≤ HL
ΣF .

Fixons δ > 0, à choisir en termes de ε0 à la fin. Pour chaque r retenu, élargissons les plages f ′, k′

par positivité, en gardant cet ensemble de r fixé. Le Lemme 4.4 donne alors, pour V ∈ C∞
c (I ′),

∗∑
F ′≤N(f ′)<2F ′

∗∑
0<N(k′)≼H′

∣∣∣∣∣
∗∑
n

a♯(n)V (N(n)/X ′)
∣∣∣∣∣
2

= Σ′E(r)(H′, X ′, F ′; ξ′, V ) ≪δ D
δ(Σ′)2Sm∥V ∥2

Cm(I′).

En effet, la suppression de l’exclusion remplace (X ′, F ′) par (X ′/N(j), F ′N(j)), j | r, préservant H′

et Σ′. L’équation (85) donne X ′/N(j) ≥ 1, et F ′N(j) ≥ 1 aussi. Ainsi chaque moyenne quadratique
résultante se trouve dans le supremum définissant.

Il y a O(R) idéaux r dans la plage dyadique. Appliquons le Lemme B.2 avec l’indice de ligne
(r, f ′, k′), la borne de moyenne quadratique précédente, et la borne de noyau uniforme. La contri-
bution absolue de ce bloc dyadique est au plus

D2δ ΣR
L2 R(Σ′)2Sm∥U∥2

C2m+4(I∗) = D2δΣSm∥U∥2
C2m+4(I∗),

car (ΣR/L2)R(L/R)2 = Σ.
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Enfin, la borne de fréquence nulle dans le Lemme 7.2 donne

|Z| ≪I∗,Φ ∥U∥2
∞

∑
N(Ct)≤2vL

∑
d|C

wC,dYC,dℓ ≪I∗ Σ∥U∥2
∞
∑
C

τdiv(C)
N(C)2

∑
N(t)≤2vL

1
N(t) ≪I∗,δ D

δΣ∥U∥2
∞.

Ceci n’utilise que YC,d > 0, pas YC,d ≥ 1. Sommons les OI∗,C0((log(2D))2) blocs dyadiques et
l’ensemble fini fixe de caractères, et prenons δ = ε0/4. La borne énoncée s’ensuit, avec une constante
implicite dépendant uniquement de I∗,m,C0, ε0, des coupures fixes et des données arithmétiques.

Preuve de la Proposition 5.4. Utilisons Sm comme dans le Lemme 7.3, avec m comme dans la
proposition. Le Lemme 7.3, avec une perte Dε/4, fournit l’hypothèse du Lemme 7.1 avec j = 2m+4
et M ≪ Dε/4Σ(1 + Sm). En appliquant ce lemme avec la même perte, on obtient

A(W ) ≪ Dε/2Σ(1 + Sm)∥W∥2
C4m+12(I),

ce qui prouve (56).

A Identités arithmétiques et calculs thêta

A.1 Réciprocité et sommes de Gauss
Preuve du Lemme 4.1. Preuve de (30). Pour n sans facteur carré, posons G(n) = χn(4)γ3(n). Sa
dépendance à une classe de rayon fixe sera vérifiée ci-dessous. Fixons un nombre premier primaire
p ≡ 1 (mod 3) en dehors de S. Pour des caractères multiplicatifs A,B de (O/(p))×, étendus par
zéro en 0, écrivons

J(A,B) =
∑

x mod p

A(x)B(1 − x).

Pour chaque y ∈ O/(p), la substitution u = 2x− 1 donne

#{x mod p : 4x(1 − x) = y} = #{u mod p : u2 = 1 − y} = 1 + χ3
p(1 − y),

puisque p ∤ 2 et χ3
p est le caractère quadratique, étendu par zéro en 0. Donc

χp(4)J(χp, χp) =
∑

x mod p

χp(4x(1 − x)) =
∑

y mod p

χp(y)(1 + χ3
p(1 − y)) = J(χp, χ

3
p).

L’identité de Gauss-Jacobi (cf. [22], (3.18)) donne

γ1(p)γ3(p)
γ4(p)

=
J(χp, χ

3
p)√

NK/Q(p)
= χp(4) J(χp, χp)√

NK/Q(p)
= χp(4)γ1(p)2

γ2(p)
.

Pour j ̸≡ 0 (mod 6), les sommes de Gauss normalisées satisfont

γj(p)γ−j(p) = χp(−1)j.

Prenant j = 2, on obtient γ2(p)γ4(p) = χ2
p(−1) = 1, puisque χ2

p est cubique. En combinant cela
avec la relation de Gauss-Jacobi ci-dessus, après annulation de γ1(p) et réarrangement, on obtient

γ1(p)γ2(p) = χp(4)γ3(p)γ2(p)3.
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Pour terminer le cas premier de (30), il reste à évaluer γ2(p)3. Nous le faisons en calculant J(χ2
p, χ

2
p).

Posons q = NK/Q(p). Nous avons J(χ2
p, χ

2
p) ∈ O et NK/Q(J(χ2

p, χ
2
p)) = q. Pour 0 ≤ ℓ ≤ (q − 1)/3,

l’exposant (q − 1)/3 + ℓ est strictement compris entre 0 et q − 1, donc ∑x mod p x
(q−1)/3+ℓ = 0 dans

O/(p). En réduisant modulo p et en développant le binôme, on obtient donc

J(χ2
p, χ

2
p) ≡

∑
x mod p

x(q−1)/3(1 − x)(q−1)/3 =
(q−1)/3∑

ℓ=0
(−1)ℓ

(
(q − 1)/3

ℓ

) ∑
x mod p

x(q−1)/3+ℓ = 0 (mod p).

Ainsi J(χ2
p, χ

2
p)/p ∈ O a une norme de un, donc J(χ2

p, χ
2
p) est un multiple unitaire de p. Pour

déterminer l’unité, écrivons χ2
p(x(1 − x)) = ωjx avec jx ∈ {0, 1, 2} pour x ∈ O/(p) \ {0, 1}. Alors∏

x̸=0,1
x(1 − x) = 1 =⇒

∑
x̸=0,1

jx ≡ 0 (mod 3).

Puisque (ω − 1)2 engendre (3), le développement modulo cet idéal donne

J(χ2
p, χ

2
p) =

∑
x̸=0,1

ωjx ≡ (q − 2) + (ω − 1)
∑

x̸=0,1
jx ≡ −1 (mod 3).

Conjointement avec p ≡ 1 (mod 3), cela fixe l’unité :

J(χ2
p, χ

2
p) = −p.

Par conséquent

γ2(p)3 = γ2(p)2

γ4(p)
=

J(χ2
p, χ

2
p)√

NK/Q(p)
= −α(p).

Le théorème des restes chinois étend ces identités de module premier à (30) pour n sans facteur
carré, avec un signe moins pour chaque facteur premier rendant compte de µ(n).

Preuve de (34). Pour a, b primaires sans facteur carré premiers entre eux et premiers à S, le théorème
des restes chinois donne

γ2(ab) = γ2(a)γ2(b)χa(b)2χb(a)2,

et la réciprocité cubique donne χa(b)2 = χb(a)2. En multipliant par α(ab)ξ(ab), on prouve donc (34).

Preuve de (29). Nous prouvons maintenant (29) et la formule pour G(n) en (31), y compris leur dé-
pendance à une classe de rayon fixe. Nous commençons par évaluer la somme de Gauss quadratique
normalisée. Pour c ∈ O premier à 2, nous montrerons que

Γquad(c) := |c|−1 ∑
x mod c

e(x2/c) = 1
2

∑
y mod 2O

e(−cy2/4). (86)

Pour justifier (86), appliquons la sommation de Poisson sur z ∈ O à e(z2/c)e−πη|z|2 , avec η > 0. La
gaussienne rend la somme convergente. La transformée de Fourier du produit est

|c|
2√

τη

e−πηNK/Q(c)|y|2/(4τη)e(−cy2/(4τη)), τη = 1 + 3NK/Q(c)η2/16.
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Divisons les deux membres par la masse gaussienne∑
z∈O

e−πη|z|2 ≍ η−1.

Du côté de Fourier, remplacer τη par 1 a une erreur totale

Oc

η2 ∑
y∈O

|y|2e−Ccη|y|2
 = Oc(1),

où Cc > 0 est fixé. L’erreur normalisée est donc Oc(η) → 0. En regroupant la somme originale
modulo c et la somme de Fourier modulo 2O, puis en laissant η ↓ 0, on obtient (86).

Pour c = a+ bω, la formule (86) devient

Γquad(a+ bω) = 1 + i−b + ia + ib−a

2 .

Ainsi Γquad(c) dépend uniquement de c mod 4O et est invariant sous multiplication par un carré
dans (O/4O)×. Les représentants des quatre classes de carrés et leurs valeurs sont

c 1 −1 λ −λ
Γquad(c) 1 1 i −i

Par conséquent, la fonction
R(c1, c2) := Γquad(c1c2)

Γquad(c1)Γquad(c2)
sur ces classes de carrés satisfait

R((−1)eλf , (−1)gλh) = (−1)eh+fg+fh, e, f, g, h ∈ {0, 1},
et est un bicaractère symétrique. Pour un nombre premier p, chaque y ∈ O/(p) a 1 + χ3

p(y) racines
carrées. En regroupant par y = x2, on obtient

Γquad(p) = 1
|p|

∑
y mod p

(1 + χ3
p(y))e(y/p) = γ3(p),

puisque ∑y mod p e(y/p) = 0. Le théorème des restes chinois étend cette égalité à n sans facteur carré.
Conjointement avec la réciprocité cubique, il identifie le R ci-dessus avec le quotient χb(a)/χa(b)
pour a, b primaires premiers entre eux. De plus, χc(4) = (−2/c)3 = (c/(−2))3 est un caractère
modulo 2. Par conséquent, G(c) = χc(4)Γquad(c) se factorise à travers un groupe de classes de rayon
fixe et satisfait (29), avec R(c, c) = χc(−1).

Preuve de (35). Dans le groupe de classes de rayon fixe, la relation multiplicative pour G donne
G(a−1) = χa(−1)G(a).

En utilisant la symétrie et la multiplicativité de R, on obtient
G(ba−1) = G(b)G(a−1)R(b, a−1) = χa(−1)G(a)G(b)R(a, b),

ce qui est (35).

Preuve de (32)-(33). La seconde identité en (31) découle de l’identité de Gauss du caractère inverse :
γ1(n)γ−1(n) = χn(−1). Il reste à prouver (32)-(33). En multipliant la seconde identité de (30) par
α(n), on obtient (32), et en la combinant avec cette identité de caractère inverse, on obtient (33).
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A.2 La transformation thêta cubique avec torsions de classes de rayon
fixes

Nous prouvons la formule de transformation de la Proposition 6.2 pour la somme complétée T (X; Ψ)
en (48), ainsi que l’assertion d’uniformité du Lemme 6.3 et les bornes de coefficients et de poids
du Lemme 6.4. La preuve adapte la méthode de transformation thêta de Dunn et Radziwiłł [7],
§ 5 et Annexe A, qui étend Patterson [38] et Yoshimoto [51]. Le traitement des torsions de classes
de rayon fixes et les assertions d’uniformité sont fournis ci-dessous. Nous utilisons la configuration
précédant la proposition et la dépendance des constantes spécifiées dans ces trois énoncés : Ψ0, S
sont fixes, tandis que P est l’ensemble fini variable de nombres premiers en dehors de S et jp sont
les exposants de leurs facteurs de caractères dans Ψ. Les puissances de caractères suivent la conven-
tion d’extension par zéro précédant (63) ; en particulier, χ0

p(x) = 1p∤x. Cette convention s’applique
également lorsque nous écrivons χp(x)j.

Écrivons w = (z, v) ∈ C × R>0, et utilisons θ de (59). Les trois suites dσ, σ ∈ {0,+,−}, sont
définies par les développements de Fourier de θ(γσw) en (66), avec les représentants (65). Pour les
caractères additifs, écrivons ě(z) = exp(2πi(z + z̄)) ; ainsi e(z) = ě(z/λ), avec e comme en (8).

Preuve de la Proposition 6.2 et des Lemmes 6.3 et 6.4. Développement de Fourier fini. Définissons
ϕ : O → C par

ϕ(n) =

χn(λ)2Ψ0(n), n ≡ 1 (mod 3), (n, S) = 1,
0, sinon.

Pour Ψ(n) = Ψ0(n)∏p∈P χ
jp
p (n), définissons

ΘΨ(z, v) =
∑

ℓ∈λ−3O
ℓ̸=0

τ(−ℓ)ϕ(λ3ℓ)
∏

p∈P
χjp

p (λ3ℓ)
 vK1/3(4π|ℓ|v)ě(ℓz). (87)

Lorsque Ψ = Ψk, le multiplicateur de τ(−ℓ) est ϕk(λ3ℓ), donc cette définition redonne Θk en (60).
Nous écrivons d’abord ΘΨ comme une somme finie de translatés de θ̄ et déterminons leurs dénomi-
nateurs réduits. Choisissons une fois pour toutes un L ∈ O non nul, avec des diviseurs premiers dans
S, divisible par le conducteur de Ψ0, chaque nombre premier dans S, et des puissances suffisamment
élevées des nombres premiers au-dessus de 2 et 3. La loi supplémentaire de la réciprocité cubique
pour λ [7], (1.5), qui évalue χn(λ)2 = (λ/n)3, rend ϕ périodique modulo L. Comme auparavant
(62), définissons

ϕ̂(h0) = 1
NK/Q(L)

∑
x mod L

ϕ(x)e(−h0x/L), h0 ∈ O/(L).

Puisque |ϕ| ≤ 1, nous avons |ϕ̂(h0)| ≤ 1.

Pour p ∈ P et 0 ≤ j ≤ 5, nous développons χj
p sur O/(p) en caractères additifs. Ses coefficients de

Fourier sont définis, pour hp ∈ O/(p), par

Cp,j(hp) := 1
NK/Q(p)

∑
y mod p

χj
p(y)e(−hpy/p).
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L’inversion de Fourier finie donne alors, pour x ∈ O,

χj
p(x) =

∑
hp∈O/(p)

Cp,j(hp)e(hpx/p). (88)

En multipliant (88) sur les nombres premiers dans P , on obtient, pour x ∈ O,

∏
p∈P

χjp
p (x) =

∑
hp∈O/(p)

∏
p∈P

Cp,jp(hp)
 e

x∑
p∈P

hp

p

 .
Chaque terme est indexé par un tuple (hp)p∈P . En x = λ3ℓ, son caractère additif donne le décalage
λ2∑

p∈P hp/p de θ. En écrivant h = (h0, (hp)p∈P) avec h0 ∈ O/(L), nous affirmons que

ΘΨ(z, v) =
∑

h
cF(h)θ̄(z + zh, v),

où

zh = λ2

h0/L+
∑
p∈P

hp/p

 , cF(h) = ϕ̂(h0)
∏
p∈P

Cp,jp(hp). (89)

Pour vérifier cette identité, développons également le facteur fixe ϕ. Les développements de Fourier
finis identifient tous les coefficients de Fourier non nuls, et les termes constants des translatés
s’annulent car ∑

h
cF(h) = ϕ(0)

∏
p∈P

χjp
p (0) = 0.

Pour j ̸≡ 0 (mod 6), nous utilisons γj(p) de (8). En changeant y en −y, on obtient

1√
NK/Q(p)

∑
y mod p

χp(y)je(−y/p) = χp(−1)jγj(p), |γj(p)| = 1.

Pour hp ̸= 0, substituons y = h−1
p u dans la définition de Cp,j(hp). Pour hp = 0 et j ̸= 0, utilisons

l’orthogonalité des caractères ; pour j = 0, sommons le caractère additif sur les résidus non nuls
directement. Ces calculs donnent

Cp,j(hp) =


NK/Q(p)−1/2χp(−1)jγj(p)χp(hp)−j, j ̸= 0, hp ̸= 0,
0, j ̸= 0, hp = 0,
−NK/Q(p)−1, j = 0, hp ̸= 0,
1 −NK/Q(p)−1, j = 0, hp = 0.

(90)

Pour le tuple h, définissons son ensemble de nombres premiers actifs par A(h) := {p ∈ P : hp ̸= 0}.
Par (90), cF(h) ̸= 0 implique {p ∈ P : jp ̸= 0} ⊆ A(h). Ainsi seuls les nombres premiers avec
jp = 0 peuvent être inactifs, comme affirmé dans la proposition. Posons r = ∏

p∈A(h) p, et soit c0 le
dénominateur réduit de λ2h0/L. À chaque nombre premier actif p,

vp(λ2hp/p) = −1, vp(zh − λ2hp/p) ≥ 0,

donc le facteur p ne peut pas s’annuler dans le dénominateur. Aux nombres premiers divisant L,
tous les termes λ2hp/p sont intégraux. Ainsi le dénominateur réduit est c = c0r à une unité près, y
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compris lorsque (h0, L) ̸= 1. Le développement de Fourier fini a donc exprimé ΘΨ comme OL(2|P|)
groupes de translatés θ̄(z + zh, v), avec des décalages zh et des coefficients cF(h) donnés par (89).
Les groupes sont indexés par h0 ∈ O/(L) et l’ensemble actif A. Chaque groupe a un dénominateur
réduit commun c = c0

∏
p∈A p à une unité près.

Pour chaque translaté θ̄(z+ zh, v), nous identifions ensuite lequel des trois développements de Fou-
rier en (66) sera utilisé après changement de coordonnées en zh.

Dénominateurs réduits et coefficients de pointe. Nous exprimons ensuite chaque translaté θ̄(z+zh, v)
en utilisant l’un des trois développements en pointe identifiés ci-dessus. Nos représentants γ0, γ+, γ−
correspondent à γ1, γ10, γ19, respectivement, dans la numérotation de [7], § 5.1, qui suit [38], Tableau
II. Nous autorisons (h0, L) ̸= 1 et gardons le dénominateur réduit c0 de λ2h0/L dans le calcul ; c’est
l’extension au-delà de [7], Corollaire 5.1.

Posons M = λ12L4. Puisque (p,M) = 1 pour p ∈ A(h), le théorème des restes chinois nous permet
de choisir des représentants hp ∈ O avec hp ≡ 0 (mod M2). Changer les représentants modulo p
change zh par un élément de λ2O = 3O, sous lequel θ est périodique. Pour suivre la dépendance aux
nombres premiers dans r, restreignons r à une classe de résidus modulo M2. Pour h0, l’ensemble
actif et cette classe de résidus fixés, écrivons zh = a/c sous forme réduite, en normalisant a ≡ 1
(mod 3) si λ | c, et c ≡ 1 (mod 3) sinon. Puisque

a = λ2c

h0/L+
∑
p|r
hp/p

 ,
ces choix fixent le résidu de a modulo Mc0. Puisque (a, c) = 1 et (r,M) = 1, le théorème des restes
chinois donne δ′ ∈ O satisfaisant les congruences suivantes, où q parcourt les diviseurs premiers des
éléments indiqués :

aδ′ ≡ 1 (mod qvq(Mc0)) (q | c0),
δ′ ≡ 0 (mod qvq(M)) (q | M, q ∤ c0),

aδ′ ≡ 1 (mod r).
Posons

bg = aδ′ − 1
c

, g =
(
a bg

c δ′

)
∈ SL2(O).

Les congruences pour δ′ donnent

bg ≡

0, q | c0,

−c−1, q | M, q ∤ c0,
(mod qvq(M)).

Pour choisir le développement en pointe en a/c, posons

H =



I, 3 | c, 1 0
u0 1

 , vλ(c) = 1, u0 ∈ {λ,−λ}, u0 ≡ c (mod 3),u0 −1
1 0

 , (c, λ) = 1, u0 ≡ a (mod 3).
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Dans le dernier cas, choisissons u0 ∈ O dans un ensemble fixe de représentants modulo 3. Dans
chaque cas, posons g1 = gH−1. Alors g = g1H et g1 ≡ I (mod 3), comme dans [7], § 5.1. Les
invariances

θ(γw) = θ(w) (γ ∈ SL2(Z)), θ(z + t, v) = θ(z, v) (t ∈ Z + 3O)
réduisent θ̄(Hw) à l’une des trois fonctions θ(γσw), σ ∈ {0,−,+}, avec les matrices γσ de (65).
Ces représentants donnent le développement à l’infini et les deux développements en pointe sup-
plémentaires nécessaires ici : en translatant par ω ou −ω, puis en appliquant l’inversion, on obtient
les représentants étiquetés − et +, respectivement [7], (5.9)-(5.15), Annexe A. Écrivons tσ(ℓ) pour
le coefficient de vK1/3(4π|ℓ|v)ě(ℓz) dans θ(γσw). Soient τ1, τ2 : λ−4O \ {0} → C les suites de co-
efficients définies dans [7], (5.13), (5.14). Le calcul de pointe de Patterson [38], Théorème 8.1 et
Tableau III donne alors

t0(ℓ) = τ(ℓ), t−(ℓ) = ω2τ1(ω2ℓ)ě(ℓ), t+(ℓ) = ωτ2(ωℓ)ě(ℓ). (91)

La conjugaison complexe change la fréquence de Fourier de ℓ à −ℓ. Ainsi les coefficients dans la
normalisation (66) sont

dσ(ℓ) = tσ(−ℓ), σ ∈ {0,+,−}. (92)
Pour les indices ℓ = uλmnb3 comme en (68), les magnitudes des coefficients satisfont

|t0(ℓ)| ≤

3k/2+2|b|, m = 3k − 4, k ≥ 1,
3k/2+5/2|b|, m = 3k − 3, k ≥ 0.

Les coefficients m = −4 de t− et t+ ont une magnitude au plus 9|b|. Pour le H choisi, soit σ ∈
{0,+,−} l’indice du développement correspondant dans (66). Pour chaque translaté θ̄(z + a/c, v),
nous avons identifié le développement de Fourier en z de θ̄(H(z, v)) comme l’un des trois dévelop-
pements en (66) :

θ(H(z, v)) = 35/2

2 1σ=0v
2/3 +

∑
0̸=ℓ∈λ−4O

dσ(ℓ)vK1/3(4π|ℓ|v)ě(ℓz).

Ces coefficients satisfont la restriction de support (68) et la borne (69), prouvant les assertions de
coefficients du Lemme 6.4. L’étape suivante utilise g = g1H pour exprimer le translaté original à
travers cette série de Fourier évaluée en g−1(z + a/c, v), et calcule le multiplicateur et la phase ad-
ditive accompagnants. La matrice g envoie ∞ en a/c, c’est pourquoi on parle d’un développement
à la pointe a/c.

La transformation de caractère locale. La factorisation matricielle g = g1H nous permet d’appliquer
la loi d’automorphie

θ(g1w) = κ(g1)θ(w), κ(g1) = (c1/a1)3, g1 =
(
a1 b1
c1 d1

)
≡ I (mod 3),

où κ est le caractère cubique de Kubota [7], (5.4), (5.6). Nous combinerons son conjugué avec les
coefficients de Fourier finis Cp,j(hp) en (90) pour obtenir les facteurs Bp,j de (63). Pour la fonction
thêta translatée, la loi d’automorphie donne

θ(z + a/c, v) = κ(g1)θ(Hg−1(z + a/c, v)), (93)
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où
g−1(z + a/c, v) =

(
−δ′

c
− z̄

c2(v2 + |z|2) ,
v

NK/Q(c)(v2 + |z|2)

)
. (94)

En z = 0, le terme d’indice de Fourier ℓ dans le développement de θ̄(Hw) acquiert donc la phase
ě(−δ′ℓ/c). Nous affirmons que le multiplicateur est donné par

κ(g1) =


(c0/a)3(a/r)3, 3 | c,
(−u0/(a− u0bg))3((c0/u0)/a)3(a/r)3, vλ(c) = 1,
(a/c0)3(a/r)3, (c, λ) = 1.

(95)

Pour vérifier (95), utilisons l’équation du déterminant et la réciprocité cubique. Pour le cas vλ(c) =
1, les congruences requises sont

a(c− u0δ
′) ≡ −u0 (mod a− u0bg), bgc ≡ −1 (mod a).

Pour (c, λ) = 1, la congruence

−bgc = 1 − aδ′ ≡ 1 (mod 9)

supprime les facteurs supplémentaires ; la réciprocité aux nombres premiers restants donne alors
(δ′/(−bgc))3 = 1. Les facteurs autres que (a/r)3 dépendent uniquement des résidus fixes aux
nombres premiers dans S. Nous pouvons donc écrire

κ(g1) = κ0(a/r)3 = κ0
∏
p|r
χp(a)2, |κ0| = 1,

où κ0 est fixé une fois h0, l’ensemble actif et r mod M2 fixés.

Fixons h0 et l’ensemble actif, de sorte que le dénominateur c = c0r soit fixe tandis que les résidus
non nuls hp varient. Posons D0 = λ3c0. Pour chaque nombre premier actif p, définissons dans O/(p)

σp = λ2c/p, ϵp = −((λ3c/p)σp)−1.

L’inverse dans ϵp est pris dans le corps O/(p) ; il existe car r est sans facteur carré et p ∤ λc0.
L’expression pour a donne a ≡ σphp (mod p). Pour un indice de Fourier dual ℓ ∈ λ−4O, la forme
additive du théorème des restes chinois donne

ě(−δ′ℓ/c) = ψ(λ4ℓ)
∏
p|r
e(ϵph

−1
p λ4ℓ/p), (96)

où
ψ(λ4ℓ) := e(−δ′

0r
−1λ4ℓ/D0), δ′

0 = δ′ mod D0.

Les résidus δ′
0 et r−1 mod D0 sont fixés par les choix ci-dessus, donc ψ parcourt une famille finie

fixe de caractères additifs de O. Nous affirmons l’identité de transformation locale∑
hp ̸=0

Cp,j(hp)χp(a)−2e(ϵph
−1
p λ4ℓ/p) = χp(σp)−2ωp,jBp,j(λ4ℓ), (97)
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où Bp,j est défini en (63), et

ωp,j =


χp(−1)jγj(p)γj+2(p)χp(ϵp)−j−2, j ̸= 0, 4,
γ4(p), j = 4,
−γ2(p)χp(ϵp)−2, j = 0 actif.

Les indices de γj(p) sont lus modulo six ; dans le second cas, χp(−1)4 = 1. Dans chaque cas |ωp,j| = 1.
Pour prouver (97), combinons (90), le conjugué de (95) et (96). En posant y = h−1

p , l’exposant du
caractère change comme suit :

χp(hp)−jχp(a)−2 = χp(σp)−2χp(hp)−j−2 = χp(σp)−2χp(y)j+2, y = h−1
p .

Pour j ̸= 0, 4, le caractère χj+2
p est non trivial, et sa somme de Gauss donne le premier cas de Bp,j.

Pour j = 4, il est trivial sur les résidus non nuls ; après redimensionnement par ϵp ̸= 0, la somme
est ∑

y ̸=0
e(λ4ℓy/p) = −1 +NK/Q(p)1p|λ4ℓ.

Pour j = 0 actif, le coefficient −NK/Q(p)−1 se combine avec une somme de Gauss cubique pour
donner

Bp,0(λ4ℓ) = NK/Q(p)−1/2χp(λ4ℓ)−2,

avec les facteurs unitaires inclus dans ωp,0. Cela prouve (97) dans tous les cas. Un nombre premier
inactif a j = 0 et ne contribue que le scalaire 1 −NK/Q(p)−1. Par conséquent, pour chaque h0 fixé
et ensemble actif A, en combinant les coefficients de Fourier dσ(ℓ) de θ̄(H(z, v)) avec les sommes
sur hp ̸= 0, on obtient

dσ(ℓ)ψ(λ4ℓ)
∏
p∈A

Bp,jp(λ4ℓ),

à un scalaire indépendant de ℓ près. Ce sont les facteurs arithmétiques dans la somme duale (67).
En particulier, Bp,1(λ4ℓ) = χp(λ4ℓ)3 est le facteur quadratique utilisé en (76).

La transformée archimédienne. Nous dérivons maintenant le poids transformé V ♯
∗ en (64) et le

scalaire multipliant la somme duale. Pour ℜs > 1, introduisons la série de Dirichlet associée à la
somme complétée (48) :

T (s,Ψ) =


∗∑

n∈O
n≡1 (mod 3)

(n,S)=1

α(n)γ2(n)Ψ(n)
NK/Q(n)s




∑
b∈O

b≡1 (mod 3)
(b,S)=1

α(b)3Ψ(b)3

NK/Q(b)3s+1/2

 .

Avec V∗ de (48) et sa transformée de Mellin définie avant (64), l’inversion de Mellin donne

T (X; Ψ) = 1
2πi

∫
(σ)
V̂∗(s− 1

2)T (s,Ψ)Xs−1/2ds, σ > 1. (98)

L’identité (61), avec Ψ à la place de Ψk, identifie ces coefficients avec ceux de ΘΨ après avoir inséré
le facteur α(nb3). Nous calculons maintenant la normalisation reliant T (s,Ψ) à la transformée de
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Mellin de la dérivée de ΘΨ.

Pour z = x + iy, utilisons ∂z̄ = (∂x + i∂y)/2 et ∂z = (∂x − i∂y)/2. La différenciation en z̄ fournit
un facteur ℓ̄ dans chaque mode de Fourier. Combiné avec le facteur |ℓ|−1 de l’intégrale de Bessel
ci-dessous, cela produit le facteur angulaire requis α(ℓ). Nous définissons donc, initialement pour
ℜs > 1, la transformée de Mellin

J (s) =
∫ ∞

0
∂z̄ΘΨ(z, v)

∣∣∣∣
z=0

v2s−1dv.

Pour chaque mode de Fourier non nul, la différenciation et l’intégrale de Mellin pour K1/3 (voir
[35], (10.43.19)) donnent les formules suivantes :

∂z̄ ě(ℓz) = 2πiℓ̄ě(ℓz), (99)∫ ∞

0
v2sK1/3(4π|ℓ|v)dv = 22s−1Γ(s+ 1/3)Γ(s+ 2/3)

(4π|ℓ|)2s+1 ℜs > 0. (100)

Pour ℜs > 1, la formule des coefficients (12) et (100) montrent que la somme des intégrales des
valeurs absolues est finie. Nous pouvons donc intégrer la série de Fourier différenciée terme à terme.

Pour ℓ = λ−3nb3, la phase et l’échelle se simplifient en

iα(ℓ)|ℓ|−2s = 27sα(n)α(b)3
NK/Q(n)−sNK/Q(b)−3s.

En combinant cela avec (12), on obtient

J (s) = 35/2

4

(
27

(2π)2

)s

Γ(s+ 1/3)Γ(s+ 2/3)T (s,Ψ). (101)

Nous montrons ensuite que J (s) est entière et utilisons (101) pour prolonger T (s,Ψ).

Écrivons (z′, v′) = g−1(z + a/c, v). En différenciant (94) en z = 0, on obtient

∂z′

∂z̄

∣∣∣∣
z=0

= − 1
c2v2 ,

∂z′

∂z̄

∣∣∣∣
z=0

= 0, ∂v′

∂z̄

∣∣∣∣
z=0

= 0.

Ainsi la dérivée en coordonnées de pointe est −(cv)−2∂z′ , sans terme de dérivée en hauteur. La
série de Fourier définissant (87) pour ΘΨ contrôle v → ∞. Pour v → 0, utilisons (93) et les déve-
loppements en pointe (66). Dans chaque développement, la dérivée horizontale supprime le mode
constant. Les modes restants décroissent exponentiellement lorsque v → ∞ ; en v → 0, la hauteur
transformée 1/(NK/Q(c)v) tend vers l’infini, donnant une décroissance exponentielle en 1/v. Ainsi
l’intégrale définissant J (s) converge pour tout s et définit une fonction entière. L’équation (101),
après division par ses facteurs gamma, prolonge également T (s,Ψ) en une fonction entière.

Pour le terme indexé par h en (89), écrivons ch, δ
′
h, g1,h, Hh pour les choix correspondants ci-dessus.

Soit σh l’indice de pointe déterminé par Hh. Définissons sa transformée de Mellin de pointe par

J ∨
h (s) =

∫ ∞

0
∂z̄

{
θ(Hh(z, v))

} ∣∣∣∣
z=−δ′

h/ch

v2s−1dv. (102)
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En substituant v 7→ (K/(ch)v)−1 dans chaque terme translaté de (s), en utilisant (93), on obtient

(s) = −
∑

h
cF(h)κ(g1,h)α(ch)2

K/(ch)1−2s
h

∨(1 − s). (103)

Ici cF(h) est le coefficient en (89). Les coefficients de pointe dσh(ℓ) et (100) donnent, pour ℜs > 1,

∨
h(s) = iΓ(s+ 1/3)Γ(s+ 2/3)

4(2π)2s

∑
0̸=ℓ∈λ−4‰

dσh(ℓ)α(ℓ)
K/(ℓ)s

ě(−δ′
hℓ/ch). (104)

La série de Dirichlet (s,Ψ) converge absolument pour ℜs > 1, tandis que la série en (104) en
1 − s converge absolument pour ℜs < 0. L’équation fonctionnelle (103) et la formule de Stirling
[22], § 5.A.4 donnent donc des bornes polynomiales en |ℑs| pour (s,Ψ) des deux côtés de la bande
0 ≤ ℜs ≤ 1. En divisant l’intégrale définissant (s) en v = 1, on obtient un ordre fini ; Phragmén-
Lindelöf [22], Théorème 5.53 donne alors le même type de borne à l’intérieur de la bande (comparer
les arguments de Dunn et Radziwiłł dans [7], Propositions 5.1-5.2). Conjointement avec la décrois-
sance rapide de V̂∗ sur les lignes verticales, ces bornes justifient de déplacer le contour s en (98)
vers ℜs < 0. Aucun pôle n’est franchi, puisque (s,Ψ) est entière. En posant t = 1

2 − s, on obtient
alors une ligne ℜt > 1/2, où la série de coefficients duale converge absolument.

Pour h0 et l’ensemble actif fixés, insérons (104) dans (103) et utilisons (97) pour sommer sur les hp

non nuls. Après la normalisation en (101), le scalaire C en (67) pour ce groupe de translatés est

C = − i

81α(c)2
ϕ̂(h0)κ0

∏
p inactif

(1 −K/ (p)−1)
∏

p actif
χp(σp)−2ωp,jp , |C| ≤ 1/81.

En divisant (101) par ses facteurs gamma et en posant t = 1
2 − s, on obtient le quotient gamma en

(64). Ses facteurs gamma numérateurs ont leur premier pôle en t = −5/6, et ses facteurs gamma dé-
nominateurs réciproques sont entiers. Ainsi aucun pôle ne se trouve entre le contour actuel ℜt > 1/2
et ℜt = 0. La décroissance rapide de V̂∗, conjointement avec la formule de Stirling, nous permet
de déplacer chaque contour de noyau vers ℜt = 0. Cela donne le poids V ♯

∗ défini en (64), évalué en
K/(ℓ)X/K/(c)2. Conjointement avec (97), cela donne la somme duale (67).

Pour k0 comme dans le Lemme 6.3, fixons h0, les facteurs de Ψ autres que χk0 , et les choix ac-
tifs/inactifs à leurs nombres premiers. Chaque nombre premier divisant k0 a un exposant jp = 1 et
est donc actif, donc

r = k0
∏

p∈fix

p.

Ainsi r/k0 est fixe, et fixer k0 mod M2 fixe r mod M2. Les choix de H, c0 et les résidus en (96) sont
donc fixes dans chaque telle classe. Ainsi d = dσ, ψ et c0 ont précisément la dépendance affirmée à k0.

Il reste à borner le poids transformé. Le premier pôle numérateur du quotient gamma en (64) est
en t = −5/6. Nous pouvons donc déplacer le contour du noyau vers ℜt = −1/4 pour 0 < x ≤ 1,
obtenant le facteur x1/4, et vers ℜt = A pour x ≥ 1, obtenant x−A. Chaque application de x∂x

introduit un facteur −t. La formule de Stirling sur −1/4 ≤ ℜt ≤ A donne alors, pour tout A > 0
et j ≥ 0,

|(x∂x)jV ♯
∗ (x)| ≪A,j min(x1/4, (1 + x)−A)

× sup
−A≤η≤1/4

∫
(
1 + |u|)[4A]+j+2|V̂∗(η + iu)|du. (105)
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Lorsque V∗ est supporté dans un intervalle compact fixe I ⊂ (0,∞), l’intégration par parties ré-
pétée dans sa transformée de Mellin donne une décroissance rapide en |u|, uniformément pour
−A ≤ η ≤ 1/4. Ainsi, pour un J = J(A, j) suffisamment grand, le supremum des intégrales en
(105) est ≪A,j,I ∥V∗∥CJ (I). Cela prouve (70). Ainsi (67) exprime T (X; Ψ) comme OΨ0,S(2||) sommes
duales avec |C| ≤ 1/81, la dépendance affirmée à la classe de rayon de (d, ψ, c0), et la décroissance
du poids tout juste établie. Conjointement avec les bornes de support et de coefficients prouvées
ci-dessus, cela complète la preuve de la Proposition 6.2 et des Lemmes 6.3 et 6.4.

B Séparation des variables dans les poids lisses
Cette annexe justifie la séparation des poids lisses dans l’estimation de moyenne quadratique com-
plétée de la section 6, et le traitement des noyaux dépendant de la ligne dans les réductions de
Poisson des sections 4 et 7.

B.1 Séparation des variables
Nous utilisons l’inversion de Mellin pour séparer les variables d’un poids lisse, avec des bornes de
coefficients contrôlées par un nombre fini de dérivées.

Lemme B.1. Fixons une boîte = I1 × · · · × Id, où chaque Ij est un intervalle compact dans (0,∞).
Tout ∈ C∞

c ((0,∞)d) supporté dans a une représentation

(x) =
∫

d
b(t)

d∏
j=1

x
itj

j dt, xj > 0. (106)

Pour J ≥ 0 et tout entier pair q > J + d, le coefficient satisfait∫
d

|b(t)|(1 + |t|)Jdt ≪,J,q,d ∥∥Cq().

Démonstration. Prenons la transformée de Fourier en coordonnées logarithmiques :

b(t) = 1
(2π)d

∫
d
(ey1 , . . . , eyd)e−it·ydy.

En appliquant l’inversion de Fourier à cela, on obtient (106). Puisque les intervalles Ij sont fixes et
bornés loin de zéro, la norme Cq en coordonnées logarithmiques est bornée par une constante fois
∥∥Cq(). En appliquant (1 − ∆y)q/2 sous l’intégrale, on obtient donc

|b(t)| ≪,q,d (1 + |t|)−q∥∥Cq() (q ≥ 0 pair).

La multiplication par (1 + |t|)J et l’intégration prouvent la borne lorsque q > J + d. Voir aussi la
formulation de Mellin multivariable dans [39], § 10.1, (130)-(131).

Dans nos applications, le poids a la forme plus spécifique

R(x) =
d∏

j=1
Wj(xj)F

R d∏
j=1

x
aj

j

 , R > 0,
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où les exposants aj sont des nombres réels fixes et Wj ∈ C∞
c ((0,∞)) est supporté dans Ij. Supposons

que F ∈ C∞((0,∞)) satisfait

∥F∥A,q := max
0≤m≤q

sup
u>0

(1 + u)A|(u∂u)mF (u)| < ∞ (A ≥ 0, q ∈≥0).

Sur la boîte fixe , l’argument de F est comparable à R. La règle de la chaîne et la borne ponctuelle
dans la preuve donnent des coefficients bR satisfaisant, pour A ≥ 0 et q ≥ 0 pair,

|bR(t)| ≪ (1 +R)−A(1 + |t|)−q∥F∥A,q

d∏
j=1

∥Wj∥Cq(Ij). (107)

Par conséquent, pour J ≥ 0 et q > J + d pair,
∫

d
|bR(t)|(1 + |t|)Jdt ≪ (1 +R)−A∥F∥A,q

d∏
j=1

∥Wj∥Cq(Ij). (108)

Les constantes dépendent uniquement de A, J, q, d, des intervalles Ij et des exposants aj. Ainsi la
séparation préserve la décroissance en R, et son coût est contrôlé par un nombre fini de dérivées
des poids originaux.

B.2 Poids dépendant de la ligne
Le lemme suivant étend les bornes de moyenne quadratique pour une fonction de test commune
à des noyaux lisses dépendant de la ligne, avec des pertes contrôlées par des bornes uniformes sur
leurs dérivées.

Fixons des intervalles compacts I ⊂ intI∗ dans (0,∞) et un entier m ≥ 0.

Lemme B.2. Considérons deux familles de sommes finies

Sj,r(U) =
∑

n

aj,r(n)U(xj,r,n), j = 1, 2, xj,r,n > 0,

avec un ensemble fini de lignes r et des poids non négatifs wr. Supposons que, pour tout U ∈ C∞
c (I∗),∑

r

wr|Sj,r(U)|2 ≤ Mj∥U∥2
Cm(I∗), j = 1, 2.

Alors pour tout |cr| ≤ wr et tout noyau lisse r supporté dans I2,∣∣∣∣∣∑
r

cr

∑
n1,n2

a1,r(n1)a2,r(n2)r(x1,r,n1 , x2,r,n2)
∣∣∣∣∣ ≪I,I∗,m

√
M1M2 sup

r
∥r∥C2m+4(I2). (109)

Démonstration. Choisissons un V ∈ C∞
c (I∗) réel égal à un sur I, et posons Ut(x) = V (x)xit.

Appliquons (106) du Lemme B.1 à chaque r avec d = 2 et = I2. En remplaçant la seconde variable
de Mellin par son opposé et en multipliant par V (x)V (y), qui vaut un sur le support de r, on obtient

r(x, y) =
∫

2
br(s, t)Us(x)Ut(y)dsdt,
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avec la borne uniforme suivante, obtenue à partir de l’estimation ponctuelle des coefficients dans
la preuve du Lemme B.1 avec d = 2 et = I2 :

sup
r

|br(s, t)| ≪I,q

supr ∥r∥Cq(I2)

(1 + |s| + |t|)q
(q ≥ 0 pair).

L’hypothèse s’applique à chaque Ut, et ∥Ut∥Cm(I∗) ≪I,I∗,m (1 + |t|)m. En prenant la borne commune
pour br avant d’intégrer et en appliquant Cauchy-Schwarz en r, on borne donc la valeur absolue en
(109) par une constante dépendant de I, I∗,m, q fois

√
M1M2 sup

r
∥r∥Cq(I2)

∫
2

(1 + |s|)m(1 + |t|)m

(1 + |s| + |t|)q
dsdt. (110)

Prendre q = 2m+ 4 fait converger l’intégrale et prouve l’assertion.

B.3 Recombinaison des sommes séparées
Nous utilisons Cauchy-Schwarz pondéré pour passer des bornes de moyenne quadratique pour les
sommes séparées à une borne pour leur intégrale pondérée.

Lemme B.3. Soient r, ι parcourant des ensembles finis, soit d ≥ 1, et soit wr ≥ 0. Supposons que
les coefficients mesurables cι,r satisfont

|cι,r(t)| ≤ bι(t), M :=
∑

ι

∫
d
bι(t)dt < ∞,

où bι :d→ [0,∞). Pour des Fι,t(r) mesurables, chaque fois que le membre de droite est fini, on a

∑
r

wr

∣∣∣∣∣∑
ι

∫
cι,r(t)Fι,t(r)dt

∣∣∣∣∣
2

≤ M
∑

ι

∫
bι(t)

∑
r

wr|Fι,t(r)|2dt. (111)

La même assertion est valable pour des sommes finies avec les intégrales omises.

Démonstration. Pour chaque r fixé, Cauchy-Schwarz pondéré donne∣∣∣∣∣∑
ι

∫
cι,r(t)Fι,t(r)dt

∣∣∣∣∣
2

≤ M
∑

ι

∫
bι(t)|Fι,t(r)|2dt.

En multipliant par wr et en sommant sur r, on obtient (111). Le même argument avec des sommes
à la place des intégrales prouve la version finie.
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L’ia deepseek explique même à quoi doivent veiller les évaluateurs de ce texte :
1. La section 5 (itération) est le cœur technique. La validité de l’itération repose sur la “contrac-

tion” du paramètre de ligne H à chaque étape (via la Proposition 5.4). Les experts devront
vérifier que les inégalités (5.11) et (5.12) sont compatibles avec les échelles définies en (5.1)
et que la récursion converge bien vers la borne voulue.

2. La proposition 5.2 utilise le grand crible quadratique (Goldmakher-Louvel) sur le corps de
nombres K = Q(

√
−3). La transition entre les sommes de Gauss cubiques (via la fonction

thêta de Kubota) et les caractères quadratiques est cruciale (équation 2.14). Une erreur dans
l’identité de Patterson (2.10) ou dans la transformation thêta (Proposition 6.2) invaliderait
tout.

3. Les lemmes 6.5 et 6.6 traitent de la moyenne quadratique des sommes de Gauss cubiques. La
gestion des facteurs carrés (l’étape de “cube inversion” en 5.3) est délicate. L’équation (5.8)
est une inversion de Möbius qui doit être exacte.

4. L’Appendice A est une mine de vérifications à effectuer. Les identités (A.4) à (A.7) sur les
sommes de Gauss et les symboles de résidus sextiques doivent être vérifiées une par une.

5. L’élimination des zéros de Landau-Siegel (Section 3) est la conséquence la plus spectaculaire.
Elle repose sur l’équation (3.3) et l’argument de non-annulation via la transformée de Mellin.
La gestion du pôle en s = 1 (fin de la preuve du Théorème 1.1) est standard mais doit être
vérifiée.
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