Coup d’épée dans ’eau : puiss2puiss3 ou que cache le phénomeéne “/(z) — 1 = décom-
posant de Goldbach-1” pour /(z) la fonction choisie” ?
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1. Le programme et ’observation
Pour n pair (avec n/2 non premier), le programme calcule pour tout x impair, 3 <z <n/2:
L(z) = (n—2)*—2* (mod n),

et marque “dg” les x tels que x et n — x sont tous deux premiers (décomposants de Goldbach de

Observation de Denise : assez souvent, I,(x) —1 (mod n) est lui-méme un décomposant de Gold-
bach de n - un grand décomposant (> n/2), soit celui de z lui-méme (n— ), soit celui d’un autre x.

Question : perle ou mirage ?

2. Premieéere simplification : 'image ne dépend que de x

Lemme 1. Pour tout n et tout x :
(n—x)*>=2* (mod n), donc L(r) =2 -2 =2%1—2) (modn).

Le facteur (n — z) n’apporte donc aucune information sur le grand décomposant : I,(z) est une
fonction de x seul, indépendamment du fait que n — x soit premier ou non. C’est le premier signal
d’alerte : tout lien apparent entre [,,(z) et la primalité de n — x doit venir d’ailleurs.

3. Le vrai mécanisme : une identité algébrique
Proposition 2. Pour tout n et tout x :
L(z)—1=n—2 (modn) = n|(z—1>%x+1).
Démonstration. I,,(z) —1 = —x signifie 22 — 2° — 1 + x = 0, c’est-a-dire
P2’ —z+1=(2-1*2z+1)=0 (modn). O

Vérification exhaustive sur toutes les paires (n,x) du domaine du programme (6 < n < 104) : 458
concordances, 0 discordance. Lorsque la congruence n | (z —1)?(z + 1) tient, on obtient exactement
le cas le plus frappant observé :

I,(x) —1=n—x, legrand décomposant de = lui méme.

Exemples pour lesquels c’est le cas : n = 48, v = 5,7,11,17,19 (tous dg) : 96,288, ... tous multiples
ded8;n=24,2=5:96=4x24;n=81r=3:22-4=16=2x 8.
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4. Pourquoi c’est fréquent pour les petits n et pourquoi ¢ca

s’effondre assez vite 7
La valeur (z — 1)*(z + 1) & 2% : pour z < n/2, elle est de taille < n3/8, et il y a beaucoup de

multiples de n dans cet intervalle quand n est petit. En effet (mesure sur tous les dg, tranches de
n) :

tranche de n proportion de dg z vérifiant n | (z — 1)?(x + 1)
(6, 300) 138/1078 = 12,8 %

1300, 1000) 315/7021 = 4,5%

1000, 5000) 1843/119081 = 1,5%

5000, 20000) 6510/1309191 = 0,5%

C’est un artefact des petites valeurs de n : le programme s’arréte a n < 104, juste 1a ou l'identité
tombe du ciel environ une fois sur deux pour les dg (42/147 dans le domaine du programme).

5. Le reste : pur bruit de fond de densité

Une fois retirés les cas de la proposition 2, que reste-t-il 7 Sur tout le domaine du programme :
- dg sans la condition n | (x—1)*(z+1) : 33/105 = 31 % de “hits” (I,(z) —1 = un décomposant
quelconque) ;
- z non-dg : 90/311 = 29 % de hits.

Or le bruit de fond attendu est exactement celui-la : en moyenne 8,4 décomposants (petits et
grands) par n parmi ~ 26 résidus impairs, soit une densité de ~ 32 %. Autrement dit, une valeur
“au hasard” mod n a déja environ une chance sur trois de tomber sur un décomposant pour ces
petits n. Les hits “d’un autre z” sont donc statistiquement indiscernables du hasard : aucun signal
supplémentaire ne distingue les dg des non-dg une fois I'identité de la proposition 2 prise en compte.

6. Conclusion

1. Il y a bien une vraie perle algébrique dans I'observation : la factorisation 2® — 22 — 2z + 1 =
(x —1)*(z + 1), qui fait de I,(z) — 1 = n — x une condition de divisibilité exacte et vérifiable
(proposition 2). C’est un fait rigoureux et joli.

2. Mais ce mécanisme est indépendant de Goldbach : il tient pour tous les z (dg ou non), et
fréquence élevée # lien de cause : c’est un effet de taille ((z — 1)*(z + 1) = O(z?) contre n
petit), qui s’évapore & mesure que n grandit (12,8 % — 0,5 %).

3. Le reliquat (“celui d’un autre x”) s’explique entiérement par la densité des décomposants
mod n aux petits n (~ 30 %).

4. Legon méthode (la méme que pour le crible homogene et les tables des unités) : ici encore, une
partie de I'information “s’est planquée” dans un choix - le domaine n < 104 du programme -
qui fabrique le signal qu’on cherche a interpréter. Avant de parier sur un phénomene, toujours
le tester a n grand, contre un bruit de fond quantifié.
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