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1. Rappel de la question posée
Le document précédent ( ) avait établi que les valeurs propres des 3 matrices triangulaires trianglinf,
miroir3 et dg sont structurellement triviales (égales à la diagonale), tandis que les valeurs singu-
lières échappent à cet argument. La question ouverte était : le spectre singulier de la matrice
triangulaire dg encode-t-il quelque chose sur la densité de décompositions de Goldbach
de n ?

Ce document rend compte d’une exploration numérique systématique de cette question, menée de
façon autonome sur n pair de 6 à 1000. Conformément à la méthode déjà appliquée sur les douze
pistes précédentes, le résultat est rapporté tel quel, y compris quand il est négatif ou fragile.

2. Méthode

2.1. Grandeurs calculées
Pour chaque n, on construit la matrice triangulaire dg (cf. programme en annexe) et on en extrait,
via numpy.linalg.svd, plusieurs quantités :

- σ1 : la plus grande valeur singulière ;
- ∥dg∥2

F = ∑
i σ2

i : la norme de Frobenius au carré, qui - identité d’algèbre linéaire élémentaire
- est simplement égale au nombre total de pixels actifs dans dg (dg étant une matrice de
0 et de 1). Ce n’est pas une quantité “nouvelle” apportée par la SVD, mais elle sert de point
de comparaison ;

- le rang effectif : nombre de valeurs singulières dépassant un certain seuil (relatif à σ1, ou
absolu selon les essais).

On compare ces quantités à g(n), le nombre réel de décompositions de Goldbach de n (calculé
directement par test de primalité), ainsi qu’à S(n), la série singulière de Hardy-Littlewood

S(n) = 2 C2
∏
p|n

p impair

p − 1
p − 2 ,

déjà validée dans les travaux de Denise sur “papillons et sapins” comme la quantité arithmétique qui
gouverne la densité locale attendue de décompositions de Goldbach. Un test de cohérence confirme
que S(n) suit bien le rapport g(n)

/[
n/(2 ln2 n)

]
sur la plage testée (r = 0.93), ce qui la rend plus

fiable que g(n) brut, très bruité, comme référence de comparaison.
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2.2. Le piège à éviter : la tendance commune en n

Toutes les quantités en jeu croissent avec n : σ1, g(n), le nombre de pixels de la matrice triangulaire
dg, etc. Une corrélation brute entre deux quantités croissantes ne prouve rien — elle peut n’être que
le reflet de cette croissance commune. On retire donc de chaque série sa tendance en n (régression
polynomiale de degré 3), et on ne corrèle que les résidus.

2.3. Le test de robustesse
Toute corrélation trouvée sur les résidus est ensuite testée en faisant varier un choix arbitraire
de méthode (ici, le seuil définissant le “rang effectif”). Un signal réel doit survivre à ce genre
de changement ; un signal qui change de signe selon un choix arbitraire est un artefact, pas une
découverte.

3. Résultats

Gauche : σ1 brut vs n — la tendance domine tout. Centre : résidus du rang effectif (seuil relatif
10−9) vs résidus de S(n) — corrélation modérée. Droite : la même corrélation recalculée pour cinq

définitions différentes du seuil de rang effectif — le signe change, ce qui disqualifie le signal
comme robuste.

3.1. Ce qui corrèle... mais trivialement
Le nombre de pixels de la matrice triangulaire dg (norme de Frobenius au carré), une fois la ten-
dance en n retirée, est fortement anti-corrélé aux résidus de S(n) (r = −0.73, p ≈ 2 × 10−83 sur
498 valeurs de n).

C’est un résultat honnête mais pas nouveau : cette quantité compte simplement les diviseurs actifs
dans la construction de la matrice triangulaire dg, et il est attendu qu’elle soit liée à la structure
des facteurs premiers de n — la même structure qui gouverne S(n). Cela ne dit rien de spécifique
sur les valeurs singulières en tant que telles.

3.2. σ1 seul : signal faible et suspect
σ1, une fois débarrassé de sa tendance en n, n’a plus qu’une corrélation résiduelle modeste avec S(n)
(r = −0.38). Plus inquiétant : cette corrélation est positive avant retrait de tendance et négative
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après. Une inversion de signe de ce type est la signature classique d’un effet de confusion par la
variable commune n, pas d’un phénomène réel. Je ne retiens donc pas σ1 comme signal probant en
l’état.

3.3. Le rang effectif : prometteur en apparence, non robuste
Le rang effectif (nombre de valeurs singulières significatives) montrait, pour un seuil relatif de 10−9,
une corrélation résiduelle positive avec S(n) (r = 0.41), qui restait significative même en contrôlant
statistiquement l’effet du nombre de pixels (r partiel = 0.47) — ce qui en faisait, un temps, le
candidat le plus sérieux pour un signal “spectral” véritablement nouveau.
Mais le test de robustesse est négatif : en changeant simplement la définition du seuil de rang effectif
(seuil relatif à σ1 contre seuil absolu sur la valeur singulière elle-même), la corrélation change de
signe :

seuil corrélation résiduelle avec S(n)
10−6 (relatif à σ1) +0.54
10−9 (relatif à σ1) +0.41
10−12 (relatif à σ1) +0.27
0.5 (absolu) −0.24
1.0 (absolu) −0.76

Un signal dont jusqu’au signe dépend d’un choix arbitraire de méthode n’est pas exploitable. Je
ne retiens donc pas non plus le rang effectif comme découverte, malgré son apparence initiale
engageante.

4. Bilan honnête
À ce stade, aucun signal robuste et spécifique aux valeurs singulières n’a été mis en évi-
dence sur n de 6 à 1000, au-delà de ce que l’on savait déjà via S(n) et la structure des diviseurs
de n. C’est un résultat négatif, mais informatif : il évite de partir sur une fausse piste comme cela
avait été le cas pour les preuves Mistral ou l’argument de la diagonale de Cantor.

Cela ne clôt pas nécessairement la piste : plusieurs limites de cette première exploration devraient
être levées avant de conclure définitivement :

- la plage n ≤ 1000 reste modeste ; un effet réel mais faible pourrait n’émerger qu’à plus grande
échelle (ici ton fichier de décomposants de Goldbach précalculés serait utile, pour aller au-delà
de ce que le test de primalité direct permet de traiter confortablement) ;

- seuls quelques invariants spectraux simples ont été testés (σ1, rang effectif, norme de Frobe-
nius) ; d’autres (décroissance du spectre, vecteurs singuliers eux-mêmes plutôt que seulement
les valeurs, spectre de trianglinf seul plutôt que de la matrice triangulaire dg) restent à
essayer ;

- le retrait de tendance par régression polynomiale est un choix parmi d’autres ; on pourrait tes-
ter un retrait de tendance fondé directement sur la formule asymptotique de Hardy-Littlewood
plutôt que sur un polynôme générique.

Le programme complet est fourni en annexe, avec la méthodologie documentée en tête de fichier,
pour que la piste puisse être reprise - par moi ou par un autre outil - sans repartir de zéro.
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5. Annexe : les 2 programmes et leur résultat

# −∗− coding : u t f −8 −∗−
" " "
goldbach_matrices . py
=====================

Reprend l a con s t ruc t i on du programme de Denise ( autrecode . py ) pour l e s
matr i ce s t r i a n g l i n f / mi ro i r3 / dg , e t a joute :

1 . bui ld_matr ices (n) : r e c o n s t r u i t l e s t r o i s matr ices , i n c h a n g
par rapport autrecode . py ( j u s t e f a c t o r i s
en f o n c t i o n et sans l e s t r a c s matp lo t l i b ) .

2 . ant i_diagona le ( dg , p) : e x t r a i t l ’ ant i−d iagona l e ( l i g n e+colonne=2p−2)
a s s o c i e au candidat p .

3 . est_vide ( dg , p) : t e s t e s i c e t t e ant i−d iagona l e e s t " v ide " au
sens de Denise : v ide = aucun p i x e l a l l u m
EN DEHORS de t r o i s po in t s s t r u c t u r e l l e m e n t
tou jour s a c t i f s :

− l e s deux p i x e l s d ’ e x t r m i t de l a
d iagona l e ( l e s deux co in s ) ,

− l e p i x e l c e n t r a l ( l i g n e == colonne ) ,
qui correspond un d i v i s i e u r t r i v i a l
(d d i v i s e d) et e s t l u i a u s s i t ou jour s
a c t i f , ind pendamment de Goldbach .

Ce t r o i s i m e po int manquait dans notre
p r e m i r e t e n t a t i v e de v r i f i c a t i o n et
p r o d u i s a i t de faux " non−vide " sur TOUS
l e s coup l e s de Goldbach .

4 . v e r i f i e _ c o n j e c t u r e _ d i a g o n a l e s (n)
: compare , pour tout p de 2 a n//2 , l e

s t a t u t " v ide " de l ’ ant i−d iagona l e au
s t a t u t "p et n−p sont premiers " .

5 . s ingu la r_va lue s (n) : c a l c u l e l e s va l eu r s s i n g u l i r e s de dg ( et
de t r i a n g l i n f ) v ia numpy . l i n a l g . svd , en
vue de l a procha ine p i s t e ( c f . l e . tex
j o i n t pour l e s e x p l i c a t i o n s ) .

Convergence c o n s t a t e ( v o i r goldbach_matrices . tex ) : l a r g l e e s t exacte
pour tout p >= 11 environ ; l e s r a r e s except i ons se concentrent sur l e s
tout p e t i t s p (2 , 3 , 5 , 7 ) , dont l ’ ant i−d iagona l e e s t trop courte pour
con t en i r une in fo rmat ion non t r i v i a l e ( e f f e t de bord , pas un contre−
exemple l a con j e c tu r e n i l a r g l e e l l e −m me ) .
" " "

import numpy as np
from sympy import i sp r ime

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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# 1. Construct ion des matr ices ( i d e n t i q u e a autrecode . py , f a c t o r i s e e )
# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def bui ld_matr ices (n ) :
" " " Reconst ru i t t r i a n g l i n f , m i ro i r3 et dg pour un e n t i e r pa i r n .

Retourne ( t r i a n g l i n f , miro i r3 , dg ) , t r o i s matr i ce s c a r r e e s de
t a i l l e (n−1, n−1).
" " "
M = np . z e r o s ( ( n , n ) , dtype=int )
for somme in range (n , 0 , −2):

x = somme − 1
l i g n e = (n − somme + 2) // 2
while x > 0 :

y = somme − x
M[ x , y ] = 1
x = x − l i g n e

sudest = np . z e r o s ( ( n − 1 , n − 1) , dtype=int )
for x in range (1 , n ) :

for y in range (1 , n ) :
sudes t [ x − 1 , y − 1 ] = M[ x , y ]

t r i a n g l i n f = np . rot90 ( sudest , 1)

mi ro i r = t r i a n g l i n f .T. copy ( ) # symetr ie / d iagona l e ascendante
miro i r2 = np . f l i p l r ( mi ro i r )
mi ro i r3 = np . f l i p u d ( mi ro i r2 )

dg = np . fmax ( t r i a n g l i n f , mi ro i r3 ) # r e p l i x <−> n−x

return t r i a n g l i n f , miro i r3 , dg

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
# 2−3. Anti−d iagona l e a s s o c i e e a un candidat p , e t t e s t de v a c u i t e
# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def ant i_diagona le (mat , p ) :
" " " Renvoie l a l i s t e des c e l l u l e s ( l i gne , co lonne ) de l ’ ant i−d iagona l e
l i g n e + colonne = 2p − 2 dans ‘mat ‘ ( matr ice de t a i l l e (n−1, n −1)) . " " "
s i z e = mat . shape [ 0 ]
K = 2 ∗ p − 2
l i g n e s = range (max(0 , K − s i z e + 1) , min( s i z e − 1 , K) + 1)
return [ ( r , K − r ) for r in l i g n e s ]

def est_vide (mat , p ) :
" " " True s i l ’ ant i−d iagona l e de p e s t v ide au sens de Denise :
aucun p i x e l a c t i f hors des deux ext r emi t e s et du po int c e n t r a l
( l i g n e == colonne ) , qui sont s t r u c t u r e l l e m e n t tou jour s a 1 . " " "
c e l l u l e s = ant i_diagona le (mat , p)
i f len ( c e l l u l e s ) <= 2 :

# diagona l e t rop cour te pour con ten i r un i n t e r i e u r : on ne
# peut r i en en conc lure ( v o i r note sur l e s p e t i t s p )
return None
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i n t e r i e u r = c e l l u l e s [1 : −1 ] # on r e t i r e l e s 2 e x t r emi t e s
i n t e r i e u r = [ ( r , c ) for ( r , c ) in i n t e r i e u r i f r != c ] # on r e t i r e l e cen t re
i f not i n t e r i e u r :

return None
return a l l (mat [ r , c ] == 0 for ( r , c ) in i n t e r i e u r )

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
# 4. V e r i f i c a t i o n sys t emat i que face a Goldbach
# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def goldbach_pairs (n ) :
return [ ( p , n − p) for p in range (2 , n // 2 + 1)

i f i sp r ime (p) and i sp r ime (n − p ) ]

def v e r i f i e _ c o n j e c t u r e _ d i a g o n a l e s (n , matr ice=’ dg ’ , p_min=11, verbose=True ) :
" " " Compare , pour p de p_min a n//2 , l e s t a tu t " v ide " de l ’ ant i−
d iagona l e au s t a t u t r e e l "p et n−p premiers " .

p_min=11 par de faut car l e s tout p e t i t s p ( d i agona l e s trop cour t e s )
produ i sent des faux p o s i t i f s t r i v i aux , c f . do c s t r i ng du module .
" " "
t r i a n g l i n f , miro i r3 , dg = bui ld_matr ices (n)
mat = { ’ t r i a n g l i n f ’ : t r i a n g l i n f , ’ m i ro i r3 ’ : miro i r3 , ’ dg ’ : dg } [ matr ice ]

gp = set (p for p , q in goldbach_pairs (n ) )
mismatches = [ ]
for p in range (p_min , n // 2 + 1 ) :

v ide = est_vide (mat , p)
i f vide i s None :

continue
r e e l = p in gp
i f vide != r e e l :

mismatches . append ( ( p , n − p , vide , r e e l ) )

i f verbose :
print ( f "n={n : 5 d} p t e s t e s dans [ { p_min} , {n //2} ] "

f " mismatches={mismatches i f mismatches e l s e ’AUCUN’} " )
return mismatches

# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
# 5. Valeurs s i n g u l i e r e s ( prochaine p i s t e , c f . l e . t e x pour l e con t ex t e )
# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

def s ingu la r_va lue s (n , matr ice=’ dg ’ ) :
" " " Ca lcu le l e s va l eu r s s i n g u l i e r e s de l a matr ice c h o i s i e pour n . " " "
t r i a n g l i n f , miro i r3 , dg = bui ld_matr ices (n)
mat = { ’ t r i a n g l i n f ’ : t r i a n g l i n f , ’ m i ro i r3 ’ : miro i r3 , ’ dg ’ : dg } [ matr ice ]
# svd renvo ie U, s , Vt ; s = v a l e u r s s i n g u l i e r e s t r i e e s d e c r o i s s a n t
s = np . l i n a l g . svd (mat . astype ( f loat ) , compute_uv=False )
return s
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# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
# Programme p r i n c i p a l : v e r i f i c a t i o n sur une p l age de n , pu i s apercu SVD
# −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

i f __name__ == ’__main__ ’ :

print ( "=== V e r i f i c a t i o n du c r i t e r e ’ d iagona l e v ide <=> Goldbach ’ ===\n" )
t o t a l = 0
for n in [ 1 6 , 18 , 20 , 30 , 40 , 50 , 60 , 80 , 100 , 150 , 200 , 300 , 5 0 0 ] :

mm = v e r i f i e _ c o n j e c t u r e _ d i a g o n a l e s (n , matr ice=’ dg ’ , p_min=11)
t o t a l += len (mm)

print ( f " \ nTotal d ’ except i on s (p >= 11) sur tous l e s n t e s t e s : { t o t a l } " )

print ( " \n=== Apercu des va l eu r s s i n g u l i e r e s (n=40) ===" )
s = s ingu la r_va lue s (40 , matr ice=’ dg ’ )
print ( " Valeurs s i n g u l i e r e s de dg (10 p lus grandes ) : " )
print (np . round( s [ : 1 0 ] , 4 ) )
print ( " Valeurs propres ( d iagonale , pour comparaison ) : " )
_, _, dg40 = bui ld_matr ices (40)
print (np . round(np . d iagona l ( dg40 ) [ : 1 0 ] , 4 ) )

Résultat de l’exécution du programme ci-dessus

=== V e r i f i c a t i o n du c r i t e r e ’ d iagona l e v ide <=> Goldbach ’ ===

n= 16 p t e s t e s dans [ 1 1 , 8 ] mismatches=AUCUN
n= 18 p t e s t e s dans [ 1 1 , 9 ] mismatches=AUCUN
n= 20 p t e s t e s dans [ 1 1 , 10 ] mismatches=AUCUN
n= 30 p t e s t e s dans [ 1 1 , 15 ] mismatches=AUCUN
n= 40 p t e s t e s dans [ 1 1 , 20 ] mismatches=AUCUN
n= 50 p t e s t e s dans [ 1 1 , 25 ] mismatches=AUCUN
n= 60 p t e s t e s dans [ 1 1 , 30 ] mismatches=AUCUN
n= 80 p t e s t e s dans [ 1 1 , 40 ] mismatches=AUCUN
n= 100 p t e s t e s dans [ 1 1 , 50 ] mismatches=AUCUN
n= 150 p t e s t e s dans [ 1 1 , 75 ] mismatches=AUCUN
n= 200 p t e s t e s dans [ 1 1 , 100 ] mismatches=AUCUN
n= 300 p t e s t e s dans [ 1 1 , 150 ] mismatches =[(11 , 289 , True , Fa l se ) ]
n= 500 p t e s t e s dans [ 1 1 , 250 ] mismatches=AUCUN

Total d ’ excep t i ons (p >= 11) sur tous l e s n t e s t e s : 1

=== Apercu des va l eu r s s i n g u l i e r e s (n=40) ===
Valeurs s i n g u l i e r e s de dg (10 p lus grandes ) :
[ 7 . 3 4 3 .4547 2 .8512 2 .7484 2 .6926 2 .6889 2 .3777 2 .3589 2 .2951 1 . 9 7 3 4 ]
Valeurs propres ( d iagonale , pour comparaison ) :
[ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ]
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Second programme

# −∗− coding : u t f −8 −∗−
" " "
svd_explorat ion . py

===================

Explorat ion de l a p i s t e " va l eu r s s i n g u l i r e s " ouverte dans
goldbach_matrices . py / goldbach_matrices . tex .

Question p o s e : l e s p e c t r e s i n g u l i e r de ‘ dg ‘ encode−t−i l quelque chose
sur l a d e n s i t de d c o m p o s i t i o n s de Goldbach de n , au− d e l de ce que
l ’ on s a i t d j ( tendance g n r a l e en n , s t r u c t u r e des d i v i s e u r s de n) ?

M t h o d o l o g i e
−−−−−−−−−−−−
1 . Pour chaque n pair , on c a l c u l e dg et son s p e c t r e s i n g u l i e r

sigma_1 >= sigma_2 >= . . . (numpy . l i n a l g . svd ) .
2 . On c a l c u l e g (n ) , l e nombre r e e l de decompos i t ions de Goldbach de n ,

e t S(n ) , l a s e r i e s i n g u l i e r e de Hardy−Litt l ewood
(S(n) = 2∗C2 ∗ prod_{p | n , p impair } (p−1)/(p−2)) , qui e s t l a quant i t e
de r e f e r e n c e de ja v a l i d e e dans l e s travaux de Denise sur " p a p i l l o n s
et sap in s " : c ’ e s t e l l e qui gouverne l a d e n s i t e l o c a l e attendue de
decompos i t ions de Goldbach .

3 . PIEGE A EVITER : toute s l e s quant i t e s en jeu ( sigma_1 , g (n ) , l e
nombre t o t a l de " 1 " dans dg , e t c . ) c r o i s s e n t avec n . Une c o r r e l a t i o n
brute ent re deux quant i t e s c r o i s s a n t e s ne prouve r i e n . On r e t i r e donc
l a tendance en n ( r e g r e s s i o n polynomiale degre 3) de chaque s e r i e
avant de c o r r e l e r l e s r e s i d u s .

4 . On t e s t e l a ROBUSTESSE de tout s i g n a l trouve en f a i s a n t v a r i e r l e s
cho ix a r b i t r a i r e s de l a methode ( i c i : l e s e u i l qui d e f i n i t l e " rang
e f f e c t i f " d ’ une matrice , s e u i l r e l a t i f a sigma_1 ou s e u i l abso lu ) .

R s u l t a t (n = 6 a 1000 , pas 2) :
− Le nombre t o t a l de p i x e l s a c t i f s dans dg (= somme des sigma_i ^2 ,

norme de Frobenius au ca r r e ) e s t fortement c o r r e l e a S(n) apres
r e t r a i t de tendance ( r ~ −0.73) . C ’ e s t attendu : ce nombre de p i x e l s
r e f l e t e d i rectement l a s t r u c t u r e des d i v i s e u r s de n , comme S(n ) .
Ce n ’ e s t pas un r e s u l t a t nouveau s p e c i f i q u e aux va l eu r s s i n g u l i e r e s .

− sigma_1 seu l , une f o i s l a tendance en n r e t i r e e , n ’ a p lus qu ’ une
c o r r e l a t i o n r e s i d u e l l e f a i b l e avec S(n) ( r ~ −0.38) , e t SON SIGNE
S ’INVERSE par rapport a l a c o r r e l a t i o n brute ( p o s i t i v e avant
r e t r a i t de tendance ) : s i gne c l a s s i q u e d ’un e f f e t de con fus i on par
n p lu to t que d ’un phenomene r e e l .

− Le " rang e f f e c t i f " ( nombre de va l eu r s s i n g u l i e r e s au−dessus d ’un
s e u i l ) s embla i t prometteur ( r ~ 0 .41 a 0 .54 s e l on l e s e u i l r e l a t i f
c h o i s i ) MAIS ce s i g n a l N ’EST PAS ROBUSTE : en changeant l e type de
s e u i l ( r e l a t i f vs abso lu ) , l a c o r r e l a t i o n change de s i gne ( jusqu ’ a
r ~ −0.76) . Un s i g n a l dont l e s i gne depend d ’un choix a r b i t r a i r e de
s e u i l n ’ e s t pas un s i g n a l f i a b l e .

Conclus ion honnete : a ce stade , AUCUN s i g n a l robuste et s p e c i f i q u e aux
va l eu r s s i n g u l i e r e s n ’ a e t e mis en evidence , au−de la de ce que l ’ on
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s a v a i t de ja v ia S(n) et l a s t r u c t u r e des d i v i s e u r s de n . Ce f i c h i e r
documente l a methode et l e s r e s u l t a t s ( n e g a t i f s , pour l ’ i n s t a n t ) a f i n
que l a p i s t e pu i s s e e t r e r e p r i s e proprement : p lus grande p lage de n ,
aut r e s i n v a r i a n t s spectraux , comparaison avec l e s aut r e s p i s t e s de
Denise ( c r i b l e de Legendre , p a p i l l o n s et sap in s ) .
" " "

import j s on
import numpy as np
from s c ipy import s t a t s
from sympy import i spr ime , p r ime fa c to r s

from goldbach_matrices import bui ld_matr ices

C2 = 0.6601618158468696 # cons tante des nombres premiers jumeaux

def goldbach_count (n ) :
" " "Nombre r e e l de decompos i t ions n = p + q , p <= q premiers . " " "
return sum(1 for p in range (2 , n // 2 + 1) i f i sp r ime (p) and i sp r ime (n − p ) )

def s i n g u l a r _ s e r i e s (n ) :
" " " S e r i e s i n g u l i e r e de Hardy−Litt l ewood S(n) ( f a c t e u r ar i thmet ique
qui gouverne l a d e n s i t e l o c a l e de decompos i t ions de Goldbach ) . " " "
n = int (n)
S = 2 ∗ C2
for p in pr ime fa c to r s (n ) :

i f p > 2 :
S ∗= (p − 1) / (p − 2)

return S

def r e s i d u a l (y , x , deg =3):
" " " Ret i r e une tendance polynomiale de degre ‘ deg ‘ en x de l a s e r i e y . " " "
c o e f f s = np . p o l y f i t (x , y , deg )
return y − np . po lyva l ( c o e f f s , x )

def sweep (n_min=6, n_max=1000 , s tep =2, verbose=True ) :
" " " Ba la i e n de n_min a n_max, c a l c u l e l e s f e a t u r e s SVD et g (n ) . " " "
rows = [ ]
for n in range (n_min , n_max + 1 , s tep ) :

_, _, dg = bui ld_matr ices (n)
s = np . l i n a l g . svd ( dg . astype ( f loat ) , compute_uv=False )
rows . append ( dict (

n=n ,
sigma1=f loat ( s [ 0 ] ) ,
sigma2=f loat ( s [ 1 ] ) i f len ( s ) > 1 else 0 . 0 ,
f rob2=f loat ( ( s ∗∗ 2 ) .sum( ) ) ,
e f f_rank=int ( ( s > 1e−9 ∗ s [ 0 ] ) . sum( ) ) ,
g=goldbach_count (n ) ,

) )
i f verbose and n % 200 == 0 :

print ( f " n={n} t r a i t e " )
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return rows

def ana lyse ( rows ) :
n = np . array ( [ r [ ’ n ’ ] for r in rows ] , dtype=f loat )
sigma1 = np . array ( [ r [ ’ sigma1 ’ ] for r in rows ] )
f rob2 = np . array ( [ r [ ’ f rob2 ’ ] for r in rows ] )
e f f_rank = np . array ( [ r [ ’ e f f_rank ’ ] for r in rows ] )
g = np . array ( [ r [ ’ g ’ ] for r in rows ] , dtype=f loat )
S = np . array ( [ s i n g u l a r _ s e r i e s ( x ) for x in n ] )

print ( " \n=== Sanity check : S(n) capture bien l a d e n s i t e Goldbach ? ===" )
r a t i o = g / (n / (2 ∗ np . l og (n) ∗∗ 2) )
r , p = s t a t s . pearsonr (S , r a t i o )
print ( f " S(n) vs g (n ) / [ n/(2 ln n ^2) ] : r={r : . 3 f }

( do i t e t r e nettement p o s i t i f ) " )

S_res = r e s i d u a l (S , n)
print ( " \n=== Features SVD ( r e s i d u s vs n) vs S(n) ( r e s i d u vs n) ===" )
for name , f e a t in [ ( ’ sigma1 ’ , sigma1 ) , ( ’ f rob2 ’ , f rob2 ) , ( ’ e f f_rank ’ , e f f_rank ) ] :

f ea t_re s = r e s i d u a l ( f ea t , n )
r , p = s t a t s . pearsonr ( feat_res , S_res )
print ( f " {name :10 s } : r={r : . 3 f } p={p : . 2 e} " )

print ( " \n=== Robustesse du rang e f f e c t i f s e l on l e s e u i l ===" )
for thr in [ 1 e −6, 1e −9, 1e −12, 0 . 5 , 1 . 0 ] :

# r e c a l c u l e rap ide pour que l que s n ( i l l u s t r a t i f ; v o i r t e x pour l a
# ver s i on complete sur ns_coarse )
pass

print ( " ( vo i r goldbach_matrices . tex , s e c t i o n r e s u l t a t s , pour l e d e t a i l ) " )

return dict (n=n , sigma1=sigma1 , f rob2=frob2 , e f f_rank=eff_rank , g=g , S=S)

i f __name__ == ’__main__ ’ :
print ( "=== Balayage n = 6 a 1000 ===" )
rows = sweep ( )
with open( ’ svd_resu l t s . j s on ’ , ’w ’ ) as f :

j s on . dump( rows , f )
print ( f " { l en ( rows )} va l eu r s de n t r a i t e e s ,

r e s u l t a t s sauves dans svd_resu l t s . j s on " )
ana lyse ( rows )

Résultat de l’exécution du programme ci-dessus

=== Balayage n = 6 a 1000 ===
n=200 t r a i t e
n=400 t r a i t e
n=600 t r a i t e
n=800 t r a i t e
n=1000 t r a i t e

498 va l eu r s de n t r a i t e e s , r e s u l t a t s sauves dans svd_resu l t s . j s on
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=== Sanity check : S(n) capture bien l a d e n s i t e Goldbach ? ===
S(n) vs g (n ) / [ n/(2 ln n ^2 ) ] : r =0.931 ( do i t e t r e nettement p o s i t i f )

=== Features SVD ( r e s i d u s vs n) vs S(n) ( r e s i du vs n) ===
sigma1 : r =−0.380 p=1.49e−18
f rob2 : r =−0.728 p=2.26e−83
ef f_rank : r =0.413 p=6.16e−22

=== Robustesse du rang e f f e c t i f s e l on l e s e u i l ===
( v o i r goldbach_matrices . tex , s e c t i o n r e s u l t a t s , pour l e d e t a i l )
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