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Cet article! s’inspire de la réalisation spectrale, initiée dans [4], des zéros de basse énergie
de la fonction zéta de Riemann, autrement dit de la partie infrarouge du spectre d’'un
opérateur autoadjoint. Un autre élément clé est la généralisation, démontrée dans [7], d'un
résultat fondamental sur les matrices de Toeplitz, corollaire du théoréme de structure de
Carathéodory-Fejér (1911) [2]. Cette généralisation nous fournit une vaste classe de fonc-
tions dont les zéros sont situés sur la droite critique fRe(s) = 1/2, grace a "auto-adjonction
des matrices concernées et au théoreme de Hurwitz sur les zéros des limites uniformes de
fonctions holomorphes. Forts de ces outils, nous élaborons une démarche, parfaitement en
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Résumé

Nous proposons et étudions une stratégie pour démontrer I’hypothese de Riemann a
partir d’une réalisation spectrale de ses zéros non triviaux. Notre approche construit
des opérateurs autoadjoints Dl(g‘g’N) obtenus comme perturbations de rang un du triplet

spectral associé & 1'opérateur d’échelle sur I'intervalle [A~!, \]. La construction ne fait
intervenir que les produits eulériens sur les nombres premiers p < x = A? et elle produit
des opérateurs autoadjoints dont les spectres coincident, avec une remarquable précision
numérique, avec les premiers zéros non triviaux de ¢ (% + is), meéme pour de petites
valeurs de z. Le fondement théorique repose sur le cadre introduit dans [4] ainsi que
sur Pextension dans [7] du théoréme classique de Carathéodory-Fejér pour les matrices
de Toeplitz, qui garantit ’auto-adjonction nécessaire. Des expériences numériques
montrent que les spectres des opérateurs Dl((;\g’N) convergent vers les zéros de ( (% + is)
lorsque les parametres N, A — oo. Une démonstration rigoureuse de cette convergence
établirait '’hypothese de Riemann. Nous calculons ensuite les déterminants régularisés
detreg(Dl(g‘g’N) — z) de ces opérateurs et discutons de leur role analytique dans le contrdle
et la démonstration potentielle du résultat précédent, en montrant que, convenablement
normalisés, ils convergent vers la fonction de Riemann =.

Introduction

1. Ceci est la traduction en francais de l'article arxiv https://arxiv.org/pdf/2511.22755 :
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2 1. Introduction

accord avec l'article de Riemann [11], qui associe au produit eulérien restreint, ne faisant in-
tervenir que les nombres premiers p < x, une fonction dont les zéros sont sur la droite critique.

La grande surprise réside alors dans le fait que les zéros de cette fonction fournissent des
approximations de haute précision des premiers zéros non triviaux de la fonction zéta de
Riemann, en utilisant un nombre remarquablement faible de termes du produit eulérien. Par
exemple, en utilisant uniquement les nombres premiers < 13, on obtient pour les 50 premiers
zéros une précision extraordinaire, avec des erreurs allant de 2,5 x 107%° pour le premier
zéro & environ 1072 pour le cinquantieme. La probabilité d’obtenir de telles approximations
précises par hasard est d’environ 10712%°, ce qui exclut de fait toute coincidence et suggere
une relation structurelle profonde entre les produits eulériens restreints et la position des
zéros. La méthode que nous utilisons est générale, de méme que la démonstration que toutes
les valeurs d’approximation se situent exactement sur la droite critique.

En falt nous construisons des trlg)lets spectraux associés aux perturbations de rang un

log de I'opérateur d’échelle D sur l'intervalle [A\™', \] avec des conditions aux limites
périodiques. Cette construction repose sur la restriction QW de la forme quadratique de
Weil a l’espace linéaire Ey = En(\) des fonctions-tests engendrées par les 2V + 1 fonctions
propres de D ) associées aux 2N + 1 valeurs propres de plus petite valeur absolue (c’est-a-dire
< N7/log )\) prolongees par 0 & Uextérieur de I'intervalle [A\™*, A]. Nous devons vérifier que
la plus petite valeur propre ey de QWY est simple et que la fonction propre correspondante
est paire, c’est-a-dire invariante par symétrie u — u~t. Soit dy € Ey le vecteur représentant
le noyau de Dirichlet, comme approximation de I’évaluation sur la frontiere de l'intervalle
[A71, \]. Notre principal résultat est le suivant :

Théoréme 1.1. Soit ey la plus petite valeur propre de QWY , supposée simple, et & le vecteur
propre correspondant, Supposé paz’r et normalisé par dn (&) = 1.

(1) L’opérateur Dl(Og ) = Dl((;\g) ]Dlog E){(dn| est autoadjoint dans la somme directe B\, & Ex
ot, sur le sous-espace El\, = En/CE, le produit intérieur est donné par la restriction de la
forme quadratique QW — ex{(]).

(17) Le déterminant régularisé de Dl((;\g’N) est donné par detreg(Dl(s‘gN) z) = —i )\_izg(z) ou €
est la transformée de Fourier de & pour la dualité (R% | R).

(1ii) La transformée de Fourier £(z) est une fonction entiére, tous ses zéros sont sur la droite

réelle et coincident avec le spectre de Dlog M,

Dans la section 6, nous présentons des preuves numerlques remarquables de la convergence
des valeurs propres des opérateurs autoadjoints D N) Vers les zéros de la fonction zéta de
Riemann ¢ (2 + zs) lorsque les parametres N et A tendent vers l'infini.
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Dans la section 7, nous expliquons la stratégie naturelle pour justifier la convergence numérique
mentionnée ci-dessus. Elle consiste a entreprendre les premieres démarches visant a démontrer
, . , . (A,N) .- .
la convergence des déterminants régularisés det,eq(D),," " — s) vers la fonction = de Riemann.
Enfin, la section 8 décrit les étapes manquantes de cette stratégie et la perspective qu’elle
ouvre, fondée sur [3], sur les liens entre le monde de la forme quadratique de Weil et celui
de la théorie de I'information, telle que développée a travers la théorie des fonctions d’onde
prolate de D. Slepian et de ses collaborateurs [15].

2 Préliminaires

2.1 L’algeébre de Banach L'(R,dz)

Dans cette section, nous expliquons les calculs élémentaires qui préparent le terrain a 1’in-
troduction de la forme quadratique de Weil QW) et de la matrice qui encode cette forme
quadratique dans une base naturelle.

Définition 2.1. Soit L'(R,dx) lalgebre de Banach complexe involutive des fonctions
intégrables a valeurs complexes sur R, dont le produit et I'involution sont donnés par

fgly) = / f(@)g(y — 2)dz (2.1)

[ () = f(~y) (2.2)

Nous utilisons la sous-algebre des fonctions a support compact. Les deux opérations pro-
duisent des fonctions a support compact. Nous considérons U'inclusion L?([0, L]) C L'(R, dz)
obtenue en prolongeant les fonctions par 0 hors de I'intervalle [0, L]. En particulier, pour
f,g € L?[0, L], le support de f* * g est inclus dans [—L, L].

Nous utilisons également les produits intérieurs (f, g) qui sont antilinéaires par rapport a la
premiére variable et linéaires par rapport a la seconde. Le produit intérieur standard (f, g)o
est donné par

(f. g2 = / F@g(a)dz = (f* * 9)(0) (2.3)

En vue de produits scalaires plus complexes, nous calculons des expressions de la forme

q(f,9)(y) = (f**g)(y) + (f* *9)(~y) (2.4)
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qui est une fonction paire de y dépendant antilinéairement de f et linéairement de g. On a

(["xg)(=y) = (f**9)*(y) = (g* * f) ),

par conséquent
9(f,9)(y) = (f* x 9)(y) + (¢" * F)(y). (2.5)
Soit a € R et pour tout f € L'(R, dz), dénotons par f,(z) := f(x — a) le translaté de f.

Lemme 2.2. Pour touta € R, f,g € L' (R, dz), on a (fu)**ga = f**9g et q(fa, 94) = q(f, 9).

Démonstration. On a
(fa)* * ga(y) = /(fa)*(y - x)ga(x)dx = /(fa)(x - y)g(Z(.T)dl’ = /f(l’ —a— y)g(m — a)dl’

qui est indépendant de a. La seconde égalité découle de (2.4). O

2.2 La base {U,}.cz

Une base orthonormée naturelle de L?([0, L]) est constituée des fonctions {U, }nez définies
par :

Un(z) := L2 exp(2minz /L), Ve [0, L]. (2.6)

En appliquant les opérations ci-dessus aux fonctions de base, on obtient, pour n # m,
y €10,L],

L
(U} «Up)(y) = /Um(m —y)Up(z)dz = % / exp (2rim(y — x)/L + 2minz/L)dx
exp(2mim L exp(2mim
_ P(QL?//L) / exp(2mi(n — m)z/L)de = M(exp(zm(n - m)x/L))’
y
_ exp(2mimy/L) exp(2mimy/L) — exp(2miny/L)

(1 — (exp(27ri(n — m)y/L))) =

2mi(n —m) 2mi(n —m)

de telle fagon que pour n # m, y € [0, L],

(U % U)(y) = exp(2mimy/L) — exp(2miny/L) 27)

2mi(n —m)

L

Yy
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Le résultat de (2.7) étant symétrique en n, m, implique, en utilisant (2.5), que pour y € [0, L],

2mimy/L __

e e2miny/L
(U« Up)(y) + (U, =« Uy)(—y) = 2Re < 2mi(n —m) )

(2.8)
_sin(2rmy/L) — sin(2mny/L)
B w(n —m)
de telle fagon que la fonction paire q(U,,, U,) est donnée par
sin(2mm|y|/L) — sin(2mn|y|/L
(U Un) () = (2mmly|/L) (2mnly|/ )’ Ve =L L. (2.9)

w(n—m)

Pour m = n, on a simplement que, pour y € [0, L],

(U« U,)(y) = %/ exp(2min(y — x)/L + 2minz/L)dx = (1 — y/L) exp(2miny/L),
d’ou
(Un * Un)(y) + (Up * Up)(—y) = 20Re (1 — y/L) exp(2miny/L)) = 2(1 — y/L) cos(2mny/L).
On obtient donc

q(Un, Un)(y) = 2(1 — |y|/L) cos(2mny/L), Vy € [-L,L]. (2.10)

L’expression explicite de la fonction paire ¢(U,, U, )(y) pour y € [0, L] est :

i (27rmy> g <27my>
in — sin
m#n L L
w(n—m)
2
2(L — y) cos ( Wny)
m=n L
L
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3 La forme de Weil quadratique QW

La forme sesquilinéaire QW découle de la formulation de Weil de la formule explicite en
théorie des nombres premiers [16], que nous rappelons ci-dessous. Notons W(R?) la classe
de Weil des fonctions a valeurs complexes f sur R, c’est-a-dire la classe des fonctions a
dérivée continue, sauf en un nombre fini de points ou f(z) et f'(x) peuvent présenter au plus
une discontinuité de premiere espece; en un tel point, la valeur de f(z) et f'(x) est définie
comme la moyenne des limites a droite et a gauche. De plus, on suppose que les fonctions
[ € W(R%) satisfont I’estimation suivante :

f(x) = O(2%), pour x = 0+, f(x) = O(z~'), pour  — +o0,

pour un certain ¢ > 0. Ces fonctions admettent une transformée de Mellin, notée

= /000 f(z)z*dx. (3.1)

Avec la notation supplémentaire f*(x) := 271 f(z71), la formule explicite de Weil prend la

forme (cf [1]) . -
:/0 f(x)d:zc+/0 fix)dz =) Wu(f), (3.2)

ol p parcourt tous les zéros complexes de la fonction zéta de Riemann, v parcourt toutes les
places rationnelles de Q, les distributions non archimédiennes W, sont définies comme

Wy (f) = (logp) Y (f(™) + F1(™)) . (3.3)

et la distribution archimédienne est donnée par

dz

A

Wa(f) = o ar + )+ [ (1) + o) - 210) (3.4)

Il convient de noter que la somme du membre de gauche de la formule de (3.2), dont le terme
général est oscillant, ne converge que sous certaines conditions. Ce défaut de convergence
absolue est une caractéristique essentielle de la formule de Riemann pour la fonction 7(x),
qui représente le nombre de nombres premiers inférieurs a x. Dans notre cas, ce probleme ne
se pose pas puisque nous n’appliquerons la formule explicite qu’aux fonctions convolutives
(pour le groupe *) de deux fonctions de carré intégrable & support compact, assurant ainsi la
convergence absolue de la somme sur les zéros.
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Une formulation équivalente, connue sous le nom de formule de Guinand-Weil, utilise la
transformée de Fourier.

~ , d
F(s):= / F(u)u™"d"u, du =2 (3.5)
* u

au lieu de la transformation de Mellin (3.1). Le passage d’une formule a 'autre est obtenu en
implémentant 1’automorphisme

f=AY2f=F e F(z)=z"2f(x), (3.6)
qui respecte le produit de convolution et satisfait les égalités

(AYV2fA)(2) = a2 fi(2) = 272 f(a7h) = (AV2f)(27).

Pour une place rationnelle, en dénotant par W, (F) := W,(A™Y2F), les distributions ci-dessus
W, prennent la forme suivante :

W,(F) = (logp) > p™™* (F(p™)+ F(p™)) . (3.7)

alors que la distribution archimédienne Wg devient

) 1/2
Wg(F) := (logdm +~v)F(1) +/ (F(z) + F(z™") — 227 2F(1)) " ’ o d'z,
) _
ou d*x = dx/x. Ce dernier peut aussi étre s’exprimer comme W = —W,, ol
~ 20,0(t
Wao(F) = / F(t)—= ® . (3.8)
R 2m
et
6(1) = — L logm + Jmlog T [ = + i (3.9)
= —glogm ogl'{ 7 +15 .

est la fonction angulaire de Riemann-Siegel, avec log I'(s) pour fRe(s) > 0 désignant la branche
du logarithme réelle pour s réel.

Par polarisation, la forme de Weil donne ’expression sesquilinéaire

QW (f,9) =U(f" *g), V(F):=Woa(F) ZW (3.10)
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Les composantes Wx et W), sont comme ci-dessus, et la fonctionnelle Wy 5 est
Woa(F) = F(i/2) + F(—i/2). (3.11)

La forme sesquilinéaire de Weil possede une propriété d’invariance assez subtile, qui est sa
symétrie par inversion ((u) = u™!, u € R*, cette symétrie jouera un role important dans sa
description explicite.

Lemme 3.1. La fonctionnelle de Weil VU satisfait
U(h) = U#(h) + U#(hot) = U#(h4+ hou), (3.12)
ot U est la distribution sur [1,00),
V=W, - W =) W (3.13)

avec les composantes données par

WhE) = [ P+ i (3.14)
1

1 > p12F(x) — F(1

WH(F) = ~(log4r +~)F(1) +/ v "Fle) - F( )d*a:, (3.15)
2 1 r—z 1
WH(F) = (logp) > p™*F(p™). (3.16)
m=1

Démonstration. Ceci découle de la construction de W. Notez le facteur 5 dans (3.15). ]

Proposition 3.2. Soit A > 1, L = 2log \.
(i) L’application suivante est une isométrie r : L*([0, L],dx) — L*([A\~1, \], d*u),

r(f)(u) = f(log(Au)) (3.17)

qui induit un isomorphisme C>([0, L]) — C>=([A\71, A]).
(1) Soit f,g € C*>([0,L]). On a

QW (r(f), k(9)) = WH(F), F(u) = q(f,g)(log u). (3.18)
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Démonstration. (i) découle du fait que 'application u +— log(Au) est un difféomorphisme de
[A71,A] vers [0, L] transformant la mesure d*u en la mesure dz.

(#7) On a, par le lemme (3.1),

QW (k(f),k(g)) = T (h+how), h=r(f) *r(g).

Montrons que h + h ot = F. Par le lemme 2.2, on a, avec a = —

Nlla)

q(f,9) = q(far 9a), falx) = f (m + g) » 9a(T) =g <$ + %)

Ainsi, f, et g, ont un support dans [—£, L] et on a x(f) = f, o log, k(g) = g, o log, ou

log désigne I'isomorphisme de groupes localement compacts log : R} — R. Ceci induit un
isomorphisme d’algebres de convolution involutives :
olog : L'(R,dz) — L'(R%, d*z).
de telle fagcon qu’on a :
h=w(f)" *k(g) = (fa o log)" * (ga 0 log) = (/7 * ga) o log
ce qui, en utilisant (2.4), donne :

h+hot=q(fa,ga) olog =q(f,g)olog=F.

et donc 'égalité recherchée. O]

3.1 La forme quadratique QW)

On note QW) la restriction de la forme quadratique QW & L*([A™', A], d*u), ot d*u = %,
On a:

A = [ 1O e+ o (f(;) tea]] ( )) S AW | T

1<n<\2
(3.19)

ici A(n) désigne la fonction de von Mangoldt, et T'(n) est 'opérateur autoadjoint borné dans
LA([A\7Y, \], d*u) défini par :

(f 1 T(n)g) =n"2((f**g)(n) + (f** g)(n)). (3.20)
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Proposition 3.3. (/4, § 2]) La forme quadratique QW) est minorée et semi-continue
inférieurement.

Rappelons qu'une forme quadratique inférieurement semi-continue (lsc) @ sur un espace de
Hilbert H est une application inférieurement semi-continue @ : H — (—o0, +0o0], ¢’est-a-dire
telle que Q(&) < lim inf Q(&,) lorsque &, — &, vérifiant Q(\E) = |A|*?Q(€) pour tout A € C,
et satisfaisant la loi du parallélogramme :

Q€ +n) + Q€ —n) =2Q(5) +2Q(n)

et également une inégalité de la forme Q(&) > —c||€]|? pour tout ¢ € H reflétant la borne
inférieure de ¢. La forme sesquilinéaire associée (antilinéaire par rapport a la premiere variable)
est donnée sur le domaine Dom(Q) := {{ € H | Q(§) < oo} par :

Q(En) =~ (Q(E+n) — Q& —n) +iQ(E +n) —iQ(i§ —n)).

A

Soit V,, : [A\™', \] = C la fonction x(U,,), i.e.
Vi(u) == U,(log(Au)), Vu € A1) (3.21)

et soit £ C L?([A™1, \], d*u) le sous-espace vectoriel engendré par les V,, pour n € Z.

Proposition 3.4. ([4, Prop. 2.3]) L’espace E est un noyau de la forme quadratique
QW : L2([\"Y \], d*u) — (—o0, +00], qui satisfait, pour tout f € L*([A\71, \],d*u),

QWS f) = 1igr§g§lfQWA(gn,gn), gn € E. (3.22)

En particulier, la borne inférieure de QW) est la limite, lorsque N — oo, de la plus petite
valeur propre de la restriction de QW) a l’espace linéaire engendré Ey des fonctions Vj avec
|k] < N.

3.2 Spectre discret de la forme quadratique de Weil semi-locale
QW)

A ce stade, nous faisons appel a un résultat fondamental de la théorie générale des formes
quadratiques. En adoptant la notation de [12, Ch. 10] d’apres la proposition 10.1, & une
forme quadratique t, on associe une application ' : H — R U {400} en posant t'[z] = t[z] si
x appartient a D(t) et t'[z] = 400 si & n'appartient pas a D(t). Selon la proposition 10.1, les
quatre conditions suivantes sont équivalentes :
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1. t est fermé.

2. Si (2p),cy est une suite de D(t) telle que lim, o 2, = z dans H pour un certain
r € H et limy, yo0 t [, — 2] =0, alors z € D(t) et lim,,_,o t[z,, — 2] = 0.
3. t' est une fonction semi-continue inférieurement sur H.

4. Si (2n),cn est une suite de D(t) telle que lim, o ¥, = = dans H pour un certain
r € H et que I'ensemble {t[z,]:n € N} est borné, alors nous avons =z € D(t) et
tlz] <liminf, . t[z,].
D’apres la proposition de Hilbert, la condition (3) est satisfaite par la forme quadratique
de Weil semi-locale QW) et par conséquent le théoreme 10.7 de [12], reproduit ci-dessous,
s’applique.

Théoréme de représentation pour les formes semi-bornées — Si t est une forme fermée
semi-bornée inférieurement, densément définie, sur H, alors l'opérateur A est autoadjoint,
et t est égal a la forme t(4,) associée a Ay.

Ainsi, pour tout A > 1, il existe un opérateur autoadjoint non borné inférieurement canonique
Ay dans 'espace de Hilbert L? ([A71, \], d*u) tel que

QWAL f) = (ANF I ) (3.23)

Par construction, 'opérateur autoadjoint non borné A, est minoré. Il s’agit de montrer qu’il
possede un spectre discret. Nous utilisons la proposition 10.6 de [12] :

Proposition 3.5. Supposons que A > m 4 soit un opérateur autoadjoint semi-borné inférieurement
et que m < my. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. L’application d’immersion Iy, : (D[A], | - |l,) = (3, || - ||) est compacte.
2. La résolvante Ry(A) est compacte pour un, donc pour tout X € p(A).

3. (A —mI)~'? est compact.

4. A posséde un spectre purement discret.

Théoreme 3.6. L'opérateur autoadjoint Ay posséde un spectre discret minoré.

Démonstration. D’apres la démonstration de la minoration dans [4], la contribution des
nombres premiers non archimédiens a l'opérateur A, est bornée, de méme que la contribution
de I’évaluation de la transformée de Fourier aux poles. Il suffit donc, pour tout A > 1, de
considérer la contribution du lieu archimédien & A, dans U'espace de Hilbert L? ([A™1, ], d*u).
Apres transformation de Fourier, elle est donnée par la multiplication par

0:(t) = 5(10s([1]) — log(2) — Tog(r)) — 13 +0 (™ (3.24)
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dont le développement asymptotique permet d’utiliser I'opérateur . de multiplication (dans
la transformée de Fourier) par la fonction qui vaut 1 pour |t| < e et log(|t]) sinon. Notons que le

1 . . 7 . . . N 1
facteur 5~ €st pris en compte puisque la transformée de Fourier unitaire possede un facteur ord

D’apres la proposition 3.5, il suffit de montrer que I’application d’injection
J: (DL - |le,) = (H, || - ||) est compacte. L’application J est de norme < 1 par construc-
tion, et il suffit de montrer que 'image de la boule unité est précompacte au sens suivant :

Soit E un espace métrique. Si I'une des trois propriétés suivantes est vérifiée, alors les trois le
sont, et E est dit précompact :
1. Pour tout € > 0, E peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon ¢;
2. Pour tout € > 0, E peut étre recouvert par un nombre fini de sous-ensembles de
diametre inférieur a ¢ ;
3. Toute suite dans E possede une sous-suite de Cauchy.

Nous allons montrer que pour toute fonction positive croissante p : [0, 00) — [1, 00) telle que
p(u) = oo lorsque u — oo, 'injection I, de espace de Hilbert D, dans L* ([\™1, A], d*u) est
compacte, olt le carré de la norme dans D, est donné par

112 = [ 1Ferea (3.25)

En fait, on peut utiliser I'isomorphisme logarithme-exponentielle et remplacer 1’espace de
Hilbert L? (A, \],d*u) par H = L?([-L,L],dx) et utiliser la transformée de Fourier
ordinaire dans (3.25). Il suffit de montrer que I'image I,(B) de la boule unité B de D, est
précompacte dans J. Supposons alors € > 0 et montrons qu’on peut recouvrir /,(B) par un
nombre fini de boules de rayon e pour la norme de H. Puisque p(u) — oo lorsque u — o0, il
existe T' < oo tel que

IF<1= [ IFOPe < (e/ay (3.26)

t|>T T

Ensuite, 'opérateur I/D;PL est un opérateur compact dans L?(R) et par conséquent I'image
]/D;PL(C’) de la boule unité C' de L*(R) est précompacte dans L?(R). Par construction,
I,(B) C H=L*(-L,L],dx) = PLL*(R), donc I'application

Prl,: D, — L*(R)
est compacte. Il existe donc un ensemble fini de fonctions {f;};e; C B C D,, tel que

Vi€ B3 | 1Pr(f — ;)] < (e/2)
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On a donc @t
VfeB,3jeJ such that / 7 = HOPE < (e22

jtj<T 2
D’apres (3.26), il s’ensuit que pour tout f € B, il existe j tel que

I =il = [ 1F0-Forg = [ 1Fo-fwrg s [ 1fn-Eorg
< (¢/22 + (¢/2 < &,

ou nous avons utilisé (3.26) et I'inégalité triangulaire pour obtenir

—~ R 1/2
([ Jd0-T0rg) <airei=qe
[

Corollaire 3.7. Soit A > 1. Il existe un élément ¢ € L* ([N71, N, d*u) tel que Ax(¢) = pr ¢
ou iy est la plus grande borne inférieure du spectre de Aj.

Remarquons que 'on ne peut pas affirmer que ) > 0. On a cependant
A> N = Uy < (327)

En effet, il convient de noter tout d’abord que les fonctions de test régulieres par morceaux
forment un noyau pour la forme quadratique de Weil QW) puisque les fonctions régulieres le
font déja d’apres [4]. De plus, la transformée de Fourier des fonctions régulieres par morceaux
f & support compact est de complexité O(|s|™!) puisque la dérivée f’ est une mesure bornée.
Par conséquent, les fonctions régulieres par morceaux appartiennent au domaine de QW,.
On utilise alors I’équivalence (avec f réguliere par morceaux).

v< iy = QWA(f, ) = vflI?, Yf| support(f) € [A71A]

Corollaire 3.8. Si la limite de la fonction décroissante y lorsque A — oo est égale a 0,
alors I’hypothese de Riemann est vérifiée.

4 La matrice de QW) dans la base V,
Nous calculons maintenant la matrice de la forme sesquilinéaire QW (f, g) = W(f* * g) dans
la base {V, }nez. D’apres la proposition 3.2 et I’égalité V,, = x(U,,), nous obtenons

QWi(Va, Vi) = W#(F), avec F(z) = q(Un, Up)(logz) (4.1)
et U a été défini dans (3.13).

Nous allons maintenant décrire la contribution de chaque terme de (3.13) a la matrice
QWA(V, Vi)
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4.1 La matrice Wyo(V;, Vin)

Le lemme suivant montre que les termes Wy o(V,,, V},,) contribuent par une matrice de rang
deux.

Lemme 4.1. Soient n,m € Z. Soit F(z) = q(U,, Up)(logz), alors on a :

32Lsinh® (£) (L? — 16m*mn)
— W — 4
WO,Q(Vn7 Vm) - WO,Q(F) - (L2 i 16772m2) (L2 4 167T2n2) (42)

Démonstration. Ceci se vérifie mieux par un calcul direct. O

4.2 La matrice W,(V,,V,,)

La contribution des nombres premiers non archimédiens est donnée par (3.1), i.e.

D W (Vi Vi) = > Ak 2q(Un, Un)(log k). (4.3)

1<k<exp(L)

4.3 La matrice Wgr(V,, V)
Soit w(x) = q(U,, Uy,,)(z), alors (3.1) donne :

exp (£) w(z) — w(0) iy > dx
e e Y M evars
+ %(7 + log(4m))w(0).

/ o dx 1 el +1
= —log

. exp(x) —exp(—z) 2 el —1

on obtient

Wa(Vi, Vi) = @ (7 +1og (zmi - D) + /O ’ e;i)(é)) i(g(p_(ff)) de.  (4.4)

L
WR<Vn7 Vm) - /
0

Puisque

L’expression explicite de w(z) = q(Uy, Uy)(z) pour z € [0, L] est donnée par le lemme
2.2. L’étape suivante consiste a calculer les intégrales impliquées, exprimées en fonction de
fonctions connues dans la proposition suivante 4.2. Soit :

 eple/?)
A% = () — exp(=2)
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Soit ¥(z) = I"(2)/I'(2) la fonction digamma et ") sa dérivée. Nous utilisons la notation
standard pour les fonctions hypergéométriques. On utilise la notation ® pour la fonction de
Hurwitz-Lerch.

1 z 22 23 24

=)= et e T e T @Ay

Une caractéristique importante de ces formules est que le parametre e=2* dans les différentes
séries impliquées est de module < 1, ce qui assure la convergence et, en fait, une convergence
numérique rapide pour L d’ordre 10.

Proposition 4.2. On utilise les symboles Re(z) et Im(z) pour les parties réelle et imaginaire
d’un nombre compleze z. On a

L 2L mn 1 min 5
[ sintzmne/ Doty = (2 am (LT T o))
1 Tin 1
-3 2. 4.
+2Jm(¢<L+4>) (4.5)

L . .
2L 1 5)

[ eosmne mpterae = —petm (o (1 T e ) )

4

L 2L min 1 min 5
\/0 (COS(Q?T?’L.T/L)—l)p(.T)d.T = —e_L/QQ‘{e (m 2F1 (1, T + Z, T + Z, 6_2L>)

Démonstration. Dans chaque cas, on commence par changer de variable en y = 27z/L puis

. L
on développe, avec a := —
2m
eXp (%) - —a(1 + 4k)
¥ = =N exp(b(k)y), blk) = ——
P@) = T eag) — 2 P e(R)a), b(k) ;

k=0

Le changement de variables introduit un facteur global (L27r)2 pour l'intégrale du milieu et

2T
par k € N et qui sont

L . . . .
(— pour les autres. On obtient ainsi, pour chaque intégrale, une somme de termes indexés

n — 627rbn

4.
b + n? (4.8)

27
/ exp(bz) sin(nz) de =
0
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27 9 27rbb _ 27b 1 2 2 1— 27h
/ zexp(bzx) cos(nz) dx = ik 5 62 - (1-e 5 ) (4.9)
0 b2 +n (% + n?)
n2 — e2rby?
/0 exp(bz)(cos(nz) — 1) dr = o (4.10)

Toutes ces expressions sont affines en e2™ dont le coefficient donne le terme général d une

somme sur k € N en utilisant

L
2 k) — exp (—5(1 + 4kz)) = L2k 2L,

Z =€

On reconnait alors la série en z et on obtient les expressions suivantes

L
/sin(27ma:/L)p(:B)d:1:
0
1 wmm 5 nm i 1 5
LYo F (1, - — —: 2 — — .72k L) oFy (1, — + = — + =2k
L <2)21<74 L’4 Lae > (Z)21<7L+41L+476
—e _
L — 4imn L+ 4imn

/o x cos(2mnz/L)p(x)dx

1 it 1 1 1 imn
— L2 _— ) —2L 9 ¢ )29 —2L 9 = ¢
‘ ( 8 (e ) +4) 8 (e i

1 et 5 )
~L2 F, 1. == - <. 2L 'L2 F 1.2 - 2.2 T
1L 1<, + + —e€ ) 1L7 9 1<74 71 I

—L/2
te 4dmn — i L dmn + 1L
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/0 (cos(2mnz/L) — 1)p(x)dx

LyFy (LM—n-i- : Zﬁm—l—g;e_%) LyFy (1,1—m—ﬂ‘§—m—ﬂ;e_%>

s L 1L 1 L1 L
— A — —_
L+ 4imn L — 4imn
1 5
) —L/2 =1 = —2L
+2e 2471 47 ,4,6

(B ) oG- ) ()

En simplifiant ces expressions en utilisant les parties réelle et imaginaire, on obtient le résultat
souhaité. ]

Pour la derniere intégrale, on peut calculer une forme simplifiée de ’expression recherchée :

/0 (cos(2mnzx/L) — exp(—x/2))p(x)dx = /0 (cos(2mnx/L) — 1)p(x)dx + c(L)  (4.11)
dont le terme correctif est

(L) :/OL L-ep(=5)

exp(x) — exp(—x)

= log (eL/2 + 1) + % (—2 log (eL + 1) -7 — 10g(4)) + tan~! (eL/Q)
En fait, il faut ajouter ce qui suit pour prendre en compte la valeur principale de Weil
complete :

w(L) = 53+ log(4m)) — 3 log (ZL * D

On obtient alors :
e

1

Pour obtenir des notations plus concises, on pose :

L)2

— 1
) + tan ™ (eL/2) - g + % + 3 log(8)

ap(n) == %/0 sin(2mnx/L)p(x)dz, (4.12)
Br(n) = %/0 x cos(2mnz/L)p(z)dx, (4.13)
vr(n) = /0 (cos(2mnx /L) — exp(—x/2))p(x)dz 4+ ¢(L) + w(L) (4.14)

En utilisant ces notations, la proposition 4.2 et (4.4), on obtient :
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Proposition 4.3. La matrice Wg(V,,, V,,,) est donné par le tableau suivant

arp(m) — ag(n)

m#n

m=n | 2y(n)—28.(n)

Démonstration. découle du lemme 2.2. O

5 Les triplets spectraux infrarouges

Dans cette section, nous construisons des triplets spectraux infrarouges naturellement associés
a lopérateur d’échelle dans L*([\71, \],d*u) avec des conditions aux limites périodiques.
L’objectif est de modifier ces conditions afin d’insérer dans le noyau de 'opérateur d’échelle
modifié le vecteur propre qui réalise le minimum de la forme quadratique de Weil dans
'espace de Hilbert L2([A\~1, \],d*u). Pour obtenir cette perturbation, nous travaillons au
niveau tronqué et utilisons, au lieu de 1’évaluation sur la fronticre de Uintervalle [A71, A],
une approximation de cette évaluation donnée par le noyau de Dirichlet. Nous démontrons
ensuite 'existence et I'unicité de 'opérateur d’échelle perturbé, ainsi que deux résultats
fondamentaux. Premierement, cet opérateur devient autoadjoint a condition de modifier le
produit intérieur a ’aide de la forme quadratique de Weil. Deuxiemement, on peut calculer le
spectre de cet opérateur grace a la transformée de Fourier du vecteur propre minimal.

5.1 Troncature de QW)

Soit A > 1, L = 2log A\, U, tel que défini dans (2.6) et V,, = x(U,,) la base orthonormée de
L2([A71, A}, d*u) donnée dans (3.21). Soit N € N, on considere la forme quadratique QWY
obtenue en restreignant la forme quadratique de Weil QW) a l’espace de dimension finie des
fonctions-tests engendré par les fonctions V,, pour |n| < N.

D’apres (3.18), les éléments de la matrice T' = QW dans la base V,, sont donnés par :

Tn,m:/o dU U )Dy)  ij€{=N, . N} (5.1)

ot D est la distribution réelle D = log, (¥*) sur 'intervalle [0, L].

Lemme 5.1. La matrice 7, ,, est une matrice symétrique réelle de la forme

bi — b,
Tii = Q4 VZ, Tij = Z-_jja vj 7& Zu 7’7.7 € {_N7>N} (52)
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ou les scalaires réels a; vérifient a_; = a; et b_; = —b; pour tout j € {—N,...,N}.

Démonstration. Ceci découle du calcul des fonctions ¢(U,, U,,)(y) pour y € [0, L] dans (2.8)
et (2.10), qui donne pour n # m :

- /0 sin(2rmy/L) — sin(27my/L)®(y) e _1/0 sin(2rny/L)D(y)

w(n—m) s

et pour n = m,

T = 2/0 (1 —y/L)cos(2mny/L)D(y) = ay

5.2 Propriétés des matrices tronquées

Dans cette section, soit N un entier positif, Ey 'espace de Hilbert muni de la base or-
thonormée {V,,,n € {—=N,...,N}} et T une matrice symétrique réelle de la forme (5.2).
Rappelons les propriétés fondamentales de [7] pour les matrices de cette forme.

Lemme 5.2. (i) Soit v tel que y(V;) :==V_;Vj € {=N,...,N}. On a~?* =id et Ty =T.
(i7) Soit D défini par D(V,,) :=n'V,, pour tout n € {—N,...,N}. On a Dy = —D et

DT ~TD=8)ul— B, 8= bV, n=>_V. (5.3)

Démonstration. (i) On a q_; _; = ¢;; quelques soient 4,5 € {—N, ..., N}.

(ii) Les éléments diagonaux de la matrice diagonale D sont antisymétriques, ce qui donne
D~ = —yD. Démontrons (5.3). On a :

(DT); = itij, (I'D)ij = j7i;
de sorte que (DT — T D), ; = (b; — b;) quelques soient 7,5 € {—N,..., N}. De méme, on a :

UBY (e = 18)inl; = bis - (Im{B1)ig = Ima(Bl; = b;

ce qui donne 1’égalité recherchée. n

Définition 5.3. Une matrice symétrique réelle T commutant avec la Z/2-graduation v est
dite paire-simple si sa plus petite valeur propre est simple et si le vecteur propre correspondant
¢ satisfait ¢ = €.
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Supposons maintenant que 7' soit paire, simple et positive, et posons £ € Ker T, £ # 0. La
matrice réelle symétrique positive 7' définit un produit intérieur sur R2V*! et son noyau est
le sous-espace unidimensionnel engendré par . Montrons d’abord que I'on peut normaliser &
par la condition :

€lm=1 (5.4)

Si D& = 0, alors Vi € Ker T satisfait a la condition (5.4). On peut donc supposer que D& # 0.
On a T'D¢ # 0 puisque D¢ est impaire et linéairement indépendante de &, tandis que Ker T’
est unidimensionnel. Par (5.3), on a :

07 (DT =T D)) = [8)nl&) = [mBIE) = 8)(nl€).

Ainsi on peut normaliser £ pour que (n|§) = 1.

Lemme 5.4. Supposons T >0 et KerT'=CE& ouvE =& et (| n) = 1.

(1) OnaTDE=—p.

(1i) L'opérateur D' := D — |D&)(n| induit un opérateur autoadjoint D" dans l’espace de
Hilbert associé au produit intérieur défini par T, comme quotient par des vecteurs nuls.
(t4i) On a, en notant &; les composantes de &,

Det(D" — s) = Det(D Z j—s)7k; (5.5)

Démonstration. (i) On applique (5.3) et on obtient, en utilisant 7§ = 0 et (5|£) = 0 puisque
les deux sous-espaces propres de 7 sont orthogonaux,

—TDE= (DT =TD)E=B)mIE) — n)(BlE) =

(77) Le produit intérieur défini par 7" est donné par :

(flayr=(Tf|g).

Montrons d’abord que :
On a, avec R = —|D&)(n) :

(D'f 1 g)r =(TD'f | g)=(TDf | g) + (TRf | g)-
Par (i), on a TR = —|T'D&)(n| = |B)(n|. Ainsi

TD"=TD +[8){nl
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De plus, par (5.3), on a TD — DT = —|8){(n| + 1) (3|. Ainsi
TD = DT + |n) (5],
(D'f | g)e =(DTf | g) + (R f]g), B =Im{Bl
De plus, sachant que T’ et D sont autoadjoints,
(f1D'g)r =(Tf|Dg)+(Tf|Rg)=(DTf|g)+(f|TRg)

et 1’égalité recherchée découle de

TRg = (=TDE&)(nlg) = B{nlg)

(1 TRg) = (| (1B8)nlg) = {F | B)(nlg) = (R'f | ).

L’espace de Hilbert H obtenu a partir de Ey a 'aide du produit intérieur (f | g)r est le
quotient de E'y par le noyau KerT' = C£. Par construction, on a D’'¢ = 0, de sorte que D’
induit un opérateur D" dans H et que D" est autoadjoint par (7.3).

(iii) Soit v; une base orthonormée de H des vecteurs propres de D” associés aux valeurs
propres A;. Soient w; € Ey les relevements des vecteurs v;. On a D"(v;) = \jv; et donc
D'(w;) = A\jw; + s;€ pour certains scalaires s;. Ainsi, dans la base de Ey formée par £ et les
vecteurs w;, la matrice de D’ est triangulaire, avec 0 et A; sur la diagonale. On obtient ainsi :

Det(D' — s) = —s [ [(\; — s) = —s Det(D" — s) (5.7)
Calculons maintenant Det(D’ — s). Commengons par écrire, en fonction de R = —(D¢&)(n| :
D'—s=D+R—s=(D—s)(id+ (D —s)"'R)

Par conséquent
Det(D’ — s) = Det(D — s)Det(id + (D — s) ' R).

Pour calculer le second déterminant, on utilise I'identité
Det(id + A) = >~ Tr (A*A)
k=0

appliquée & l'opérateur A = (D — s)"'R de rang un. Les puissances extérieures d’ordre
supérieur A*A s’annulent pour k£ > 1, donc :

Det(id + (D — s)"'R) = 1 = Tr (|(D — 5) " DE)(nl) = —s(nl(D — 5)7*¢),
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en utilisant (D — s)7'D¢ = €+ s(D — )71 et (n|¢) = 1. Par conséquent,
Det(D' — 5) = —sDet(D — s)(n|(D — s)'¢) = —s Det(D Z j—s) ;.
j=N
Ainsi, on obtient (5.5) en utilisant (5.7). O

5.3 Le noyau de Dirichlet 6y comme approximation de la fonction
delta de Dirac

Le noyau de Dirichlet approxime la fonction delta de Dirac lorsque N — oco. On a :

Dy(z) = Z exp(2minx/L),Yz € [0, L] (5.8)

n=—N

Cette expression peut étre simplifiée a 1’aide de la formule du développement géométrique :

Dy(x) = sin (WN—[:i_l)gE) /sin (%) (5.9)

pour z # 0 (mod L) avec Dy(0) = Dy(L) = 2N + 1.

Lemme 5.5. Soit D = —idy, l'opérateur autoadjoint de différentiation sur L*([0, L], dz) avec
conditions auz limites périodiques. Soit f € Dom D. Alors :

lim —/ Dy(x = f(0) (5.10)

N—oo L

Démonstration. Soit f =7 fo e 2™/l g les coefficients de Fourier de f. D’apres le
théoreme de Parseval, avec une constante c>0:

Y InPIFm)P = cllf|lfz < oo (5.11)

Puisque Dy (z) = SN e2™#/L on a

: / Pr(w)f)ds = 3 fin) (5.12)
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Il nous faut donc démontrer que la série de Fourier de f converge en x = 0 :
N ~
Z f(n) — f(0) lorsque N — oo (5.13)
n=—N

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

~ -~

Susa T = Sy - 0l ) y
< (S ) (Swpomttfe) < oo

~

Par conséquent, la série de Fourier Y 2 f(n)e
vers f(x) pour tout x, d’ou :

2rinz/L converge absolument et uniformément

N
Z ]?(n) — f(0) lorsque N — oo .
n=N

L’opérateur de mise a 1’échelle est défini comme

0 0
D(,\) _ .9
log "oy Zc‘?logu

(5.14)

agissant sur L*([A™!, \], d*u) sous conditions aux limites périodiques.

Corollaire 5.6. Soit V,,(u) := U, (log(Au)) comme dans (3.21), Dl(c;\g) lopérateur d’échelle
(N

avec conditions auz limites périodiques sur L*([\~", A, d*u) et f € Dom Dy ;.

1 N
On | f)=Ff(N), on:= N7 ;_:an (5.15)

lim
N—oo

Démonstration. Ceci découle du lemme de Dirichlet, en utilisant 'isométrie x de (3.17) pour
passer de L2([A\71, \], d*u) a L*([0, L], dx), et I'égalité :

qui découle de (5.8) et (2.6). O
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5.4 L’opérateur d’échelle perturbé

(AN)

L'opérateur d’échelle perturbé Dy

est obtenu a partir de ce qui suit :

Proposition 5.7. Soit A > 1 et N tels que la forme quadratique de Weil tronquée soit paire

simple. Soit & le vecteur propre pair correspondant. Il existe un unique opérateur Dl((:\g’N) ayant

le méme domaine que Dl(;\g) qui coincide avec cet opérateur sur le noyau de Oy et tel que

AN
DXM(e) = 0.
Démonstration. L’espace de Hilbert L?([A\~!, \],d*u) est la somme directe du sous-espace de

dimension finie Fy engendré par les V,, pour [n] < N et de son complément orthogonal Exy.

(N

Puisque les V,, forment une base orthonormée de vecteurs propres de D, ,,

cet opérateur se
décompose en la somme directe de ses restrictions a Ey et E]%, La forme linéaire dy s’annule

sur Ey et £ € Ey par construction. Ainsi, I'existence et I'unicité de Dl((;\g’N) se réduisent au
sous-espace de dimension finie Ey. On a dy(£) # 0 donc Ker dy et C £ engendrent Ey et
Iégalité

D(A’N)(B) = D(A)(a), VB=a+z& ac€Kerdy, xe€C

log - “log

(AN

) s .
log ~ de maniere unique. [

détermine l'opérateur D

5.5 Déterminant régularisé

Le déterminant régularisé est défini par
detreg (D — s) = exp (—(p (05 5)) (5.16)

ou (p(z;$) := > (A — s)~% est la fonction zéta spectrale. La définition de la fonction zéta
présente une ambiguité (voir [13], § 7.1) car élever A — s a la puissance —z implique le choix
d’une détermination de log(A — s). Un tel choix est évident pour les valeurs propres A — +oo,
mais dans la direction négative, il faut choisir pour (—1)~%, et ce choix de la coupure spectrale
influe sur le résultat de I'exemple de base suivant. Notons que, dans cet exemple, et en prenant
par souci de simplicité L = 2m, on pourrait deviner le déterminant régularisé a partir du
produit eulérien donné par la fonction sinus sin(7s), mais cela violerait I'invariance spectrale
s — s+ 1. Le facteur de phase devant la fonction sinus corrige cette violation.

Lemme 5.8. Soit L > 0. Le déterminant régularisé de l'opérateur de Dirac D de spectre

2 .
%Z est donné, en utilisant (—1)% := e~"™*, par

detyeg(D — 5) = 1 — e i (5.17)
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Démonstration. Démonstration. On commence par prendre L = 27 pour simplifier les nota-
tions. La fonction zéta spectrale est donnée par :

(p(zi8) =) (n—s)7 (5.18)

Cette fonction converge pour Re(z) > 1. On a :

(p(zs)=> (n=—s)7+ > (n—s)" (5.19)

Pour la seconde somme, on remplace n — —m par m > 0 et on utilise (—1)7% := ¢~

dln—s)F=> (—m—s)T=e") (m+s) (5.20)

De telle facon qu’en utilisant la fonction zéta de Hurwitz :

()= (o) (521)
n=0
on obtient
(p(z8) =S+ 1= )+ S (m+ ) = (21— 8) + €7z, )
n=0 m=0
Par conséquent, on a 1’égalité
CID(Ov S) = C/(Ov 1- S) - ZWC(Ov S) + C/(Ov S) (522)
De plus, on a les expressions classiques
1 1
¢(0,a) = 5 —a, ('(0,a) =logI'(a) — 7 log(2n) (5.23)
ce qui donne
1
(p(0;8) = —log(27m) +logI'(s) + log I'(1 — s) — i (5 - s) (5.24)
27 1
_ ! . - @@ ) - —
exp (—(p(0;9)) T exp (m (2 s))
= 2isin(rs)e” ™ =1 — e 2™

Le cas général en découle en utilisant le fait que (p(0;s) = 0. On a en effet, pour a > 0
Cap(z3a8) = a *(Cp(z18) = (up(0;as) = —loga (p(0;s) + (p(0;5)

ce qui donne le résultat souhaité pour a = 27/ L. O
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(AN)

5.6 Spectre et déterminant régularisé de Do

Dans cette section, nous démontrons les propriétés fondamentales de Dl(oA ) et montrons que
son spectre est réel et que son déterminant régularisé est (a un facteur de phase pres) la
transformée de Fourier du vecteur propre minimal &.

Nous calculons d’abord la transformée de Fourier des fonctions définies sur [A\™!, A] prolongées
par 0 a RY. La transformée de Fourier de la dualité (R% | R) est définie par :

F ()= [ f

Proposition 5.9. Soit A > 1, L =2log\, N €N, ¢ € C pour j € {—N,...,N},

Eu)yi= > &Vilw), Vue NN, €(u) =0, Vu g [N\
La transformée de Fourier EZ F,.(§) est la fonction entiére donnée par

f) =20 sin(zLj2) [ 30 Z_g—;]/[/ . (5.25)

Démonstration. On a, pour k € Z, en utilisant x = log(Au), u=* = \*® exp(—isz), d*u = du,

Y Y
Vi(wu " d*u = Ur(log(Mu))u™"*d*u
-1 -1

L
= Ll/QAis/ exp(2mikx /L) exp(—isz) dx
0

1— efisL

_ 1-1/2g0sL/2.
s 2rk/L ‘

Ainsi, la transformée de Fourier de &(u) est :

g(z) = 2L Y%sin (2L/2) Z &5

Les zéros z € 2nZ/L de sin (sL/2) annulent les poles en 27j/L qui apparaissent lorsque

~

&; # 0 et restent des zéros de £(z) sinon. ]
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Théoréme 5.10. Soit ey la plus petite valeur propre de QWY supposée simple, et & le
vecteur propre correspondant, supposé pair et normalisé par on(€) = 1.

(1) L’opérateur Dl(c:\g’N) est autoadjoint dans la somme directe Ey & Ex;, ou, sur le sous-espace
El, = EN/CE, le produit intérieur est donné par la restriction de la forme quadratique

QWY — en(l)-

(AN)

log €St donné par

(11) Le déterminant régularisé de D

detyeg (DY) — 2) = —i A7#E(2)

log

ou € est la transformée de Fourier de & pour la dualité (R% | R).

(1ii) La transformée de Fourier £(z) est une fonction entiére, dont tous les zéros sont sur la
(AN)

droite réelle et coincident avec le spectre de D)

Démonstration. (i) On applique le lemme 5.4 & T := QWY — eyid ol ey est la plus petite
valeur propre de QW) supposée simple et paire. Soient D, D’ et D" les opérateurs associés.

On a 5 5 )
) _ 4T (A\N) AT (A\N) Ty
Dlog o - fDa log o - TD ) log Bl - TD (526)
Par construction, I'opérateur Dl(;\g’N) décompose la somme directe en la somme directe Ey &b Ex;.

Le résultat découle donc du lemme 5.4, (ii).

(i7) Par (5.26), on a

Det (D(*)

log Ex

9 9\ 2N+
- %s) = (%) Det(D — s)

( ) 2 2T 2N
Det (D AN ’ - —s) — (_) Det(D" — s)
log g L L

Nous appliquons maintenant le lemme 5.4, (i47), mais notons que la normalisation de £ donnée
par 6y (&) = 1 differe de (¢' | ) = 1. On a 6y = L~/2n d’apres le corollaire ??, ce qui donne
¢ = L7Y2¢. Le lemme 5.4, (ii7) montre que :

Det (D(A’N) — le) ~ L pet (D“)

log Egv T T log

En
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Ce qui, avec & = L™ 12¢ et z = %3, donne :

— 2z | = Det Dl((fg
Ey

Il découle alors de la multiplicativité du déterminant régularisé que :

log

Det (D(’\’N)

AL A
) E S ) s
N N

j=-

AN) oy _ 172 N _ §
detreg (DY) — 2) = L7V ety (DY) — 2) {NZN} Sy (5.27)

D’apres (5.25), la transformée de Fourier de &(u) est :

£(z) =2 L ?sin (2L/2) Z Z—g—;'j/L
{=N,..N}

D’apres (5.17), on a :

detreg(D(’\) —z)=1—exp(—iz L) = 2i exp(—iz L/2)sin (zL/2),

log

donc (5.27) donne :

detreg(Dl((;\g’;N) —2) =L7Y?(1 —exp(—iz L)) (Z{N,...,N} Qﬁj/gz _ Z)

~ ~

= —iexp(—iz L/2)&(z) = —1 A £(2)

(#7i) La transformée de Fourier E est une fonction entiére puisque & est une fonction L! & support

compact. Le déterminant régularisé detreg< log

— z) est le produit des déterminants
suivants :
det ey ( PN Z) — Det ( Dy — Z) detyeg (Dfﬁg’% —~ z)

log log

Dans cette factorisation, le premier terme est le polynome caractéristique d’une matrice
autoadjointe et, par conséquent, tous ses zéros sont réels. Les zéros du second terme forment
I’ensemble

{2mj/L | j € Z,]j| > N}

ce qui donne les résultat requis. O
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6 Résultats numériques

On calcule, a I'aide des formules précédentes, la matrice de la forme quadratique de Weil et le
spectre de 'opérateur Dl(;\g’N). Ces calculs requierent une grande précision, mais sont aisément
effectués avec une précision de 200 chiffres grace a la convergence rapide des fonctions spéciales
impliquées. Le premier cas est A = 3 et on prend N = 120.

(e1) |=——  16x10734
(p2)" |=——  2.1x10731
(3)" |=——  15x10729
(0g)" |=— 83x10727
(p5)" |=—— 43x10725
(0g)" |=—— 42x10723
(p7)" |=—— 75x10722
(pg)" |=—— 66x1072"
(p9)" |=—— 12x10718
(p10)" |=——— 88x10718
(p11)" |=——  7.3x10"17
(p12)" |=—— 22x10715
(013)) |=—— o97x10714
(p12)" |=—— 27x10713
(P15)" |——  6.3x10712
(p16)" |=—— 56x107""
(e17)" |=——  29x10710
(p18)" |=——  12x1079
gmgg* —  56x1075
P20)" |——  24x10

F1GURE 1 — Ceci illustre les différences entre les vingt premiers zéros de ¢ (% + is) et les

valeurs propres de l'opérateur Dl((;\g’N) pour A =3 et N = 120.

Nous considérons ensuite les cinquante premiers zéros de zéta, en conservant N = 120 et les
valeurs de A\ données par :

A =1V12 ~ 3,4641, A = V13 ~ 3,60555, A\ = /14 ~ 3, 74166.
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Nous obtenons le tableau ci-apres donnant une borne supérieure sur la valeur absolue de la

différence entre les zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann ¢ (% + is) et les valeurs
(AN)

propres de Uopérateur D,

7 Perspectives

(AN)
log

zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann ( (% + z's). Etablir rigoureusement, cette
convergence équivaudrait a une démonstration de 'hypothese de Riemann. On peut aller
encore plus loin en utilisant le théoreme 5.10 et 'observation de [4] selon laquelle la fonction
propre associée a la plus petite valeur propre de QW) est bien approchée par des fonctions
d’onde sphéroidales prolates. Comme nous l’expliquons maintenant, cela suggere que les
déterminants régularisés detreg(D(’\’N) — s) se comportent comme suit :

log
(AN)
Dlog

Ces résultats numériques montrent que les spectres des opérateurs D tendent ? vers les

- Pour A fixé, les fonctions det,eq( — s) convergent?® lorsque N — oo vers la

fonction —1 /\*”{i\,\(z) ou &) est la fonction propre de QW) pour la plus petite valeur
propre, normalisée par £(\) = 1.

- Lorsque A — oo, les fonctions g(z), multipliées par des constantes appropriées,
convergent uniformément sur les sous-bandes fermées de la bande ouverte Jm(z) < %
vers la fonction = de Riemann.

. 1 .
=(s) =&(1/2+1is), &(2) = gz(z = Y 2T (2/2)¢(2)

(AN)

Autrement dit, les déterminants régularisés detreg(Dlog

a—+ibs

— s), convenablement multipliés
par un facteur de la forme e , convergent vers Z(s). Cette convergence impliquerait
I’application du théoreme de Hurwitz a I’approximation de Riemann sur les zéros des limites
de fonctions holomorphes.

Nous allons maintenant détailler davantage cette stratégie. Tout d’abord, a la lecture de
l'article de Riemann [11], on constate que, dans la terminologie moderne, il concevait sa
fonction = comme la transformée de Fourier de la dualité (R* | R) de la fonction :

2

k(u) = &(h)(w), h(u) = qu (2mu? — 3) ™. (7.1)

ou 'on utilise ’application suivante € :

E(f)(u) = u!?y f(nu) (7.2)

2. lorsque N — 0o et A — oc.
3. uniformément sur les sous-ensembles compacts de C.
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A =+12

A =+13

A =+14

3.41 x 107°°

2.44 x 107°°

1.07 x 10799

5.89 x 10~47

4.5 x 10752

2.08 x 107°7

5.18 x 10~%

4.16 x 107°Y

2. x 107%°

4.2 x 1072

3.65 x 10~

1.89 x 10752

7.84 x 1074

7.11 x 1074°

3.81 x 107°¢

1.07 x 10738

1.06 x 10~

6.13 x 10~%

9.42 x 10737

1. x 1074

6.17 x 10~

OO U = | W DN~

1.05 x 107%

1.19 x 1071

7.66 x 1071¢

Ne}

3.25 x 10733

4.12 x 10738

2.94 x 10743

—_
(@)

2.99 x 10732

3.98 x 10737

2.96 x 1042

—_
—_

3.76 x 1073

5.5 x 10736

4.42 x 1074

—_
[}

1.87 x 10=%

3.04 x 1073

2.68 x 107

—_
w

1.28 x 10=%7

2.29 x 10732

2.19 x 10737

[S—y
N

4.47 x 10727

8.46 x 10732

8.43 x 10737

—
ot

2.18 x 107

4.82 x 10739

5.48 x 1073

—_
D

2.76 x 10~24

6.61 x 10~

8.02 x 10734

—
PN |

2.3 x 1072

6.08 x 1028

8.02 x 10733

—
(0]

1.59 x 1022

4.66 x 10~27

6.73 x 10732

—_
Ne)

1.59 x 10=2°

5.5 x 1072°

9.11 x 1073

DO
(@)

9.55 x 10~V

3.54 x 10~

6.19 x 107

N}
—_

2.36 x 1071

9.75 x 10~

1.86 x 1072

]
[\]

6.7 x 10718

3.31 x 107

7.38 x 10777

[\]
w

5.24 x 10717

2.86 x 1072

6.89 x 1072¢

o)
i~

8.4 x 10716

5.32 x 10~20

1.45 x 104

[\
ot

1.94 x 1071

1.33 x 10719

3.89 x 1072

[\]
(@)

2.42 x 1071

2.07 x 10718

7.23 x 107%

DO
BN

6.05 x 10713

5.94 x 10717

2.33 x 1072

[\]
0]

1.26 x 10712

1.34 x 10716

5.58 x 1072

[\]
Ne)

3.15 x 10712

4.09 x 10716

2.01 x 10720

w
(a]

2.72 x 10711

4.21 x 1071°

2.39 x 1071

w
—_

3.57 x 1071V

6.61 x 10~

4.33 x 10718

w
(\V]

1.7 x 1077

3.6 x 10713

2.62 x 10717

w
w

2.33 x 107

5.66 x 10713

4.6 x 1077

w
=~

1.2 x 1077

4.03 x 1071

4.23 x 1071

w
ot

2.80 x 1077

1.04 x 10710

1.16 x 10714

w
D

4.1 x 1077

1.85 x 10710

2.45 x 10714

w
3

9.11 x 1077

4.92 x 10719

7.53 x 10714
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38 [2.78 x1079[1.94 x 1079 [ 3.61 x 10713
39 [3.53x 1075 [3.24 x 1078 | 7.44 x 1072
40 | 1.83 x 107* | 2. x1077 5.24 x 10~ 1
41 [ 1.67x107* [ 212 x 1077 | 6.22 x 10~ 1
42 1297 x 107* | 5.66 x 1077 | 2.23 x 10710
431219 x 1072 | 5.49 x 1076 | 2.64 x 107?
441435 x 1072 [ 1.35 x 1075 | 7.51 x 1079
451 1.19x 1072 [ 53x107° [3.8x 1078

46 | 1.27 x 1072 | 6.88 x 107° | 5.65 x 1078
47 1 2.87 x 1072 | 3.01 x 107* | 3.66 x 10~
48 [ 143 x 1071 | 2. x 1073 298 x 1076
49 [1.98 x 1071 | 3.01 x 1073 | 5.34 x 1076
50 [ 9.02x 1072 [ 2.04 x 1073 | 4.78 x 1076

La fonction h(u) peut étre caractérisée comme suit

(oscillateur harmonique).

Hf(u) = —f"(u) + 47°u® f (u)

. On considere 'opérateur d’Hermite

(7.3)

Soit h,, la fonction propre normalisée associée a la valeur propre 27(1 + 2n). Ces fonctions
sont paires pour n pair et, pour n multiple de 4, invariantes par transformation de Fourier
pour la dualité (R | R) qui est définie par :

Faﬂ@wzéf@amwm

Lemme 7.1. La fonction = de Riemann est la transformée de Fourier de k = E(h), ou h
est, a un facteur scalaire multiplicatif prés, l'unique combinaison linéaire de hy et hy dont
[intégrale est nulle. Plus précisément, on a, en termes de h, normalisé :

V3 3 V33

h:211/4h4—217/4h0, et Hh”:—217/4

(7.4)

Démonstration. Les formes normalisées de hg et hy sont

2 16m22* — 24mx® + 3 2
ho(2) :21/464967 ha(z) = ( T Tre + )e”

2v/2+/3

Par conséquent

5 3wt V3 0 4 BT 3\ i
srta(®) = 15 St = (7t =T )

ce qui donne le résultat souhaité en utilisant (7.1). O
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Nous rappelons la construction de [4] d'une approximation éclairée de k) pour un multiple
scalaire de &,. Elle repose sur la déformation de 'oscillateur harmonique appelée opérateur
d’onde prolate :

PW)y = =0, (\* — 2%)0,) + (27 Az)*. (7.5)

Les fonctions propres h, x(u) de PW) ont le méme étiquetage que les fonctions d’Hermite h,,,
elles sont paires pour n pair et invariantes par transformée de Fourier pour n multiple de 4.
Conformément au lemme 7.1, I'approximation k) est :

Ex(u) := &(hy)(u), Yue [\ (7.6)

ou hy est, a un facteur scalaire multiplicatif pres, la seule combinaison linéaire de hg y et hy x
dont I'intégrale est nulle. On se réfere a [4], section 3, pour la motivation de la formule de
ky et les résultats numériques qui montrent qu’elle fournit une approximation d’un multiple
scalaire de &,. Justifier rigoureusement cette étape constitue le principal obstacle restant a
notre approche de I'hypothese de Riemann.

Nous utilisons maintenant 1’approximation éclairée (7.6) et évaluons sa convergence dans le
lemme ci-apres 7.3. Nous décrirons d’abord une estimation tirée de [9)].

Lemme 7.2. (i) Les fonctions propres hy, x de PW), convenablement normalisées, satisfont
pour n = 0,4 une estimation de la forme (avec ¢ < 00)

max |, (7) — hy(z)] < c A2 (7.7)
TE[=A ]

(17) Soit hy la combinaison linéaire convenablement normalisée de hg y, ha ) avec intégrale
nulle. On dispose d’une estimation de la forme (avec ¢ < 00) :

max_|hy(z) — h(z)] < cA™? (7.8)

FISI B WY

Démonstration. (i) Cela découle de [9], phrase 9, page 243, Section 3.2. L’article intitulé “Die
Sphéroidfunktionen ps™ (z;?)” affirme que, uniformément pour z € [—1,1], on a 'estimation
suivante :

b (292) = (~1)" (4_7)‘1‘ : 1m)! ((n+m)!>é (1=2)"2 Do ((29)12) +0 (v7F)

T n — 2n + 1

Il convient d’expliquer attentivement les notations de [9]. L’équation différentielle définissant
les fonctions sphéroidales prolates utilise I'opérateur

Ry=a |- Y+ [ -2

dz 1—22
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et nous nous intéressons uniquement au cas ou le parametre angulaire m = 0. Dans ce cas,
I'opérateur se simplifie en

d d
Fo= g |- 2] 2 -2

Nous établissons d’abord un lien entre cet opérateur (pour m = 0) et I'opérateur d’onde
prolate de (7.5). On pose z = x /A, ce qui donne :

d 2
DS T———
Z

Il faut donc un signe moins global et aussi :
VA = 4PN\ = 4 =27 )\? (7.9)
Les fonctions sphériques prolates ps,, := ps? sont liées a celles de Mathematica par :

ps, (s;7%) = PS(n,0,7,s)

L’énoncé de la phrase 9 de [9] se simplifie pour m = 0 en l'estimation, uniforme pour

z € [-1,1],
)= (2) (i) )

qui donne uniformément sur U'intervalle [—\, A]

N[
N[
N

D, ((27) z> +0 <7_

(4_’Y>‘1‘ bs, (/X:7?) = (;)n') : D, (@nia/A)+0()  (7.10)

T (2n+1

Les fonctions d’Hermite D,, sont définies dans [9] par 'équation :

2 P 2 2

Dy(x) = (~1P%e Te, Dy(a) =

Dans notre cas, nous avons vy = 272, ce qui donne :
(29 /A=(4m)F = D, ((21)52/A) = D, ((4m)iz)

On a en particulier :

N[
(SIS

Dy ((47r) x) —e ™ Dy ((47?) a:) =™ (167" — 2472” + 3)
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Ainsi, en termes des fonctions d’Hermite normalisées h,,, on a
Do ((4@%) = 9 V4 (z), Dy ((4@%) = 925/4\/3 hy () (7.11)

On peut ainsi utiliser (7.10) pour normaliser les produits h,, » = ¢, A"2ps, (z/);7?) de sorte
que :
max |k, (z) — hy(7)] < A2, n=0,4. (7.12)

z€[—A\, ]
(17) Grace a (i), on controle les valeurs de h,, ,(0) pour n = 0,4. La propriété fondamentale
des fonctions d’onde prolates est qu’elles sont des fonctions propres de la compression de la
transformée de Fourier par la projection orthogonale Py de L?(R)P" sur le sous-espace des
fonctions a support dans l'intervalle [—A, A]. De plus, pour de petites valeurs de n telles que
n = 0,4, les valeurs propres x(\) sont telles que 1 — y(A) décroit extrémement rapidement
lorsque A — oo. Par exemple, pour n = 4, d’apres le théoréeme 1 de Fuchs, on a :

14
1 — X()\) ~ %ﬁ,ﬁ5e—4ﬂ)\2+910g()\)

De plus, on a
[ ar(@)ds = F50) = 6 W0

D’apres 'estimation, on controle les différences |h, A(0) — h,,(0)| et donc les différences :

/ hoa(z)dz — hy(0)| = O(A™2)

Il s’ensuit que I'on obtient une combinaison linéaire hy de hgy et hy ) dont l'intégrale est
nulle et qui satisfait I’estimation (7.8).

En fait, nous illustrons dans les deux figures suivantes le comportement des fonctions
en(A\?) == A max |h,a(z) — hy(z)
FISEPWY|
0.0296:‘:‘
0.11294-.

10,0292 -

0,0290 -

FIGURE 2 — Graphe de eg(p) pour p < 36.



36 7. Perspectives

FIGURE 3 — Graphe de e4 () pour p < 36.

Nous démontrons maintenant la convergence suivante :

Lemme 7.3. La transformée de Fourier de ky converge, lorsque X\ — 0o, vers la fonction =
de Riemann uniformément sur les sous-bandes fermées de la bande ouverte |Im(z)| < %.

Démonstration. Nous étudions maintenant ce qui se passe lorsque nous faisons agir ’applica-
tion € en restreignant la variable & U'intervalle [A™, A]. Pour u dans cet intervalle, le nombre
d’entiers n tels que nu < X est au plus A/u, donc avec

d(A) := max |hy(x) — h(x)]

IS EP W]

on obtient, en utilisant la définition de € dans laquelle intervient u'/2

1€ (ha) () — E()(u)] < u/26(0)2

u

Nous évaluons maintenant la transformée de Mellin de k) sur la bande critique, c¢’est-a-dire :

j\/[(k/\)(s):/ooous_lk)\(u)du, Re(s) € [—%ﬂ

Nous utilisons I'estimation suivante, ot I'exposant —2 dans u~2 provient de deux sources, et

a = Re(s)

A A

E(u)u®tdu| < )\5()\)/ uCut?u2du
A-1

k)~ |

)\71

ot 2(A3 7 — A2
/ w2 )
1

u? - 1 -2«
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et puisque a € (—%, %), onal—2a>0, % —a>a— % qui donne, en utilisant (7.8), i.e.
d(\) < cA?

A

‘M(/m)@) _ / k(u)u*—du

Afl

< 2eATIAZT(1 = 20) 7t = 2eA7 7 (1 — 2a)

Par conséquent, puisque « € (—%, %), on a % + a > 0 et on obtient, pour « fixé

~0 <)\—%—a)

Il reste a controler le reste dans la transformée de Mellin de k. D’apres la formule de Poisson,
on a k(u) = k(u™') et il suffit donc de controler :

/ E(u)u*~tdu
A

mais cette expression tend vers 0 lorsque A — oo en raison de la convergence de l'intégrale. [

‘M(k,\)(s) - /)\ E(u)u*'du

)\71

8 Les étapes manquantes

Deux étapes essentielles restent a franchir pour justifier notre démonstration provisoire de
I’hypothese de Riemann. Premierement, pour appliquer le théoreme 5.10 a la forme quadra-
tique de Weil QW), il faut démontrer que sa plus petite valeur propre — dont I’existence est
assurée par le théoreme 3.6 — est simple et que son vecteur propre correspondant &, est pair.
Deuxiemement, il faut établir que k) fournit une approximation suffisamment précise de (un
multiple scalaire de) &y, afin de justifier la convergence des zéros de g)\ vers les zéros non
triviaux de ¢ (% + is).

Il existe cependant trois indications qui confirment la faisabilité de ces étapes.
(1) Toutes les valeurs de A de 'opérateur d’onde prolate PW, sont “paires-simples”.
(2) Les valeurs extrémement petites de €, qui apparaissent comme valeurs propres de
la forme quadratique de Weil QW) se retrouvent également (voir figure 4) lorsqu’on

évalue la divergence pour que h) appartienne simultanément a P\ et a P).

(3) La proximité numérique entre ky et £, s’étend aux fonctions propres d’ordre supérieur
de la forme quadratique de Weil.
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Log of eigenvalues

p=A®

4 6 8 10 12 14 16

I Log(c))
—100 | B Log(1-x(A))

-150

FIGURE 4 — Graphes de log(ey)) et log(1 — x()\))) comme des fonctions de p = A\2.

Il demeure possible que notre stratégie pour démontrer la convergence vers les zéros de
¢ (% + is) se heurte a des obstacles importants. Néanmoins, elle constitue une forte moti-
vation pour approfondir la relation, initialement mise en évidence dans [3], entre la forme
quadratique de Weil QW) et l'opérateur d’onde prolate PW). La pierre angulaire de ce
développement est la formule de trace établie dans [3], qui relie Py, Py et application & a
QW,. Cependant, quelle que soit 'ampleur des progres réalisés dans cette voie, I’'approche
actuelle ouvre naturellement la voie a une exploration plus approfondie de la relation inatten-
due entre deux mondes mathématiques apparemment éloignés.

Le monde de la forme quadratique de Weil. Une découverte majeure d’André Weil
est le fait remarquable suivant : I’hypothese de Riemann est équivalente a la positivité de
certaines formes quadratiques qui ne font intervenir qu’'un nombre fini de nombres premiers.
Ce résultat est frappant, car on pourrait s’attendre a ce que la résolution de I’hypothese de
Riemann exige la maitrise de I’ensemble infini des nombres premiers. Or, ici, le probleme
acquiert un caractere local, se réduisant successivement a des ensembles finis. De plus, dans
ce cadre, comme nous l'avons vu, on peut exploiter notre construction générale de fonctions
dont les zéros sont entierement situés sur la droite critique.

Le monde des fonctions d’onde prolate. Développée par David Slepian et ses collabora-
teurs, et s’appuyant sur les travaux de Claude Shannon sur la théorie de la communication,
cette théorie met en évidence la relation miraculeuse entre les projections orthogonales qui
définissent les limitations en temps et en fréquence dans I’analyse du signal et un opérateur
différentiel classique du second ordre sur la droite réelle : 'opérateur d’onde prolate, lui-méme
obtenu comment une confluence de ’équation de Heun — un objet parfaitement familier dans
I'univers mathématique de Riemann.

L’opérateur prolate joue un double role. Dans le domaine infrarouge, il permet d’approximer
le vecteur propre minimal de la forme quadratique de Weil. A 'opposé, dans 'ultraviolet,
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il fournit également, cf. [6], un modele d’opérateur autoadjoint dont le spectre reflete le
comportement haute fréquence (ultraviolet) des zéros de la fonction zéta de Riemann. Cette
dualité souligne la convergence, au sein d'un cadre unifié, des concepts issus de la théorie de
I'information, de ’analyse spectrale et de la théorie des nombres, faisant de la relation entre
QW et PW, un terrain fertile pour des recherches ultérieures.
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