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Résumé : Pour une distribution réelle D sur l’intervalle [0, L], munie de la distribution paire associée
D̃ sur l’intervalle [−L,L], nous démontrons que si la forme quadratique associée, munie d’un noyau de
Schwartz, D̃(x−y), définit un opérateur auto-adjoint minoré sur L2

([
−L

2 ,
L
2

])
, dont la plus petite valeur

spectrale λ est une valeur propre simple et isolée, associée à la fonction propre paire ξ, alors tous les zéros
de la transformée de Fourier de ξ, ξ̂(z), appartiennent à la droite réelle. La démonstration se déroule en
cinq étapes.

(1) Nous donnons une preuve C∗-algébrique d’un corollaire du théorème de structure de Carathéodory-
Fejér (1911) pour les matrices de Toeplitz : si T ∈ Mn(C) est une matrice de Toeplitz hermitienne,
semi-définie positive, de rang n− 1, et si ξ ∈ Ker T , alors le polynôme P (z) =

∑
ξjz

j a tous ses
zéros sur le cercle unité.

(2) Nous formulons et démontrons un analogue continu de ce résultat, en remplaçant la matrice de
Toeplitz par un opérateur de convolution à noyau continu h(x − y), et le polynôme P (z) par la
transformée de Fourier de la fonction propre associée à la plus grande valeur propre.

(3) Nous analysons les troncatures de dimension finie des formes quadratiques définies par des dis-
tributions réelles paires D sur [−L,L], et observons que les matrices résultantes présentent une
structure déjà rencontrée dans les développements perturbatifs de l’action spectrale.

(4) Nous établissons un analogue du corollaire de Carathéodory-Fejér pour les matrices de cette struc-
ture particulière, étendant ainsi le résultat de localisation des zéros au-delà du cadre classique de
Toeplitz.

(5) Enfin, nous appliquons un théorème classique de Hurwitz concernant les zéros des limites uniformes
de fonctions holomorphes pour en déduire le résultat général énoncé ci-dessus.

1 Introduction
Le théorème de Carathéodory-Fejér de 1911 [5] (voir aussi [4, Théorème 1.3.6]) décrit la structure
des matrices de Toeplitz hermitiennes semi-définies positives comme suit. Soit

T =


c0 c1 c2 · · · cn
c1 c0 c1 · · · cn−1

c2 c1 c0 · · · cn−2
...

...
... . . . ...

cn cn−1 cn−2 · · · c0

 .

Alors, si T est semi-définie positive de rang r, il existe des points distincts z1, . . . , zr ∈ T ⊂ C (le
cercle unité) et des poids positifs α1, . . . , αr > 0 tels que :

T = V DV ∗,
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où V ∈ C(n+1)×r est la matrice de Vandermonde

V =


1 1 · · · 1
z1 z2 · · · zr
z21 z22 · · · z2r
...

... . . . ...
zn1 zn2 · · · znr

 ,

et D = diag(α1, . . . , αr) est une matrice diagonale à coefficients réels positifs.

Dans notre travail sur les systèmes d’opérateurs [10], nous avons montré comment le théorème
ci-dessus peut être déduit de la théorie de la dualité des systèmes d’opérateurs. Cette factorisa-
tion joue également un rôle central dans la démonstration de la positivité de Weil tronquée dans [7].

Un corollaire direct du théorème de Carathéodory-Fejér est le suivant :

Corollaire 1.1 : Soit T ∈Mn+1(C) une matrice de Toeplitz hermitienne, semi-définie positive, de
rang n, et soit ξ ∈ Ker T . Alors, tous les zéros du polynôme

P (z) :=
n∑

j=0

ξjz
j

se trouvent sur le cercle unité.

Ce corollaire présente une saveur remarquable de théorie des nombres, faisant écho à l’analogue de
l’hypothèse de Riemann pour les corps de fonctions ; voir [12] pour une discussion plus approfondie
de ce lien. En théorie des nombres, les matrices de Toeplitz de ce type apparaissent naturellement,
et le corollaire s’applique pour montrer que les zéros du polynôme P (z) associé à un vecteur propre
de la plus petite valeur propre d’une telle matrice sont tous situés sur le cercle unité. La principale
difficulté dans ce contexte devient alors la vérification que zéro est bien la plus petite valeur propre
(simple) de T .

Dans le présent article, nous étudions un analogue distributionnel du corollaire, motivé par sa per-
tinence potentielle pour l’hypothèse de Riemann elle-même. Notre approche se déroule en plusieurs
étapes :

1. Nous présentons une démonstration C∗-algébrique du corollaire 1.1.
2. Nous formulons et démontrons un analogue continu du corollaire 1.1, dans lequel la matrice

de Toeplitz est remplacée par un opérateur de convolution à noyau continu h(x− y) et où le
polynôme P (z) est remplacé par la transformée de Fourier de la fonction propre associée à la
plus grande valeur propre.

3. Nous analysons les troncatures finies des formes quadratiques définies par des distributions
paires réelles D à support sur [−L,L] et observons que les matrices résultantes présentent
une structure déjà rencontrée dans les développements perturbatifs de l’action spectrale.

4. Nous démontrons un analogue du corollaire 1.1 pour des matrices de ce type particulier. Enfin,
en utilisant un résultat classique de Hurwitz sur les zéros des limites uniformes des fonctions
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holomorphes, nous déduisons le théorème général suivant :

Théorème 1.2. : Soit L > 0, D une distribution réelle sur l’intervalle [0, L] et D̃ la distri-
bution paire associée sur [−L,L]. Supposons que la forme quadratique à noyau de Schwartz
D̃(x− y) définisse un opérateur auto-adjoint minoré A sur L2

([
−L

2
, L
2

])
, et que le minimum

de son spectre soit une valeur propre simple et isolée λ, avec une fonction propre paire ξ.
Alors, tous les zéros de la transformée de Fourier de la fonction ξ̂(z), z ∈ C, sont situés sur
la droite réelle.

Pour la formulation précise, nous renvoyons au théorème principal ; la formulation ci-dessus est
légèrement imprécise, comme indiqué dans la remarque 4.3. Au cours de la démonstration, nous
rencontrons plusieurs exemples illustratifs et cas particuliers. Une vérification matricielle détaillée
du théorème est fournie en annexe.

Remerciements : WvS remercie Teun van Nuland pour ses discussions fructueuses. Les auteurs
sont reconnaissants à un relecteur anonyme pour ses nombreuses suggestions et commentaires.

2 Cas de Toeplitz :
Rappelons le système d’opérateurs C∗(Z)(n+1) ⊆ C∗(Z) défini par troncatures de Fourier sur l’in-
tervalle [−n, n] ⊂ Z de [10]. Il s’agit du système d’opérateurs dual du système d’opérateurs des
matrices de Toeplitz, qui permet en particulier d’associer une forme linéaire positive LT à toute
matrice de Toeplitz positive T :

LT : C∗(Z)(n+1) → C; f 7→
n∑

k=−n

fkck.

Notons qu’une matrice de Toeplitz réelle positive T de taille n + 1 peut être écrite sous la forme
suivante :

T =


c0 c1 . . . cn

c1 c0
. . . ...

... . . . . . . c1
cn . . . c1 c0

 ; (ck ∈ R).

Le point de départ de notre démonstration du corollaire 1 est le résultat purement ∗-algébrique
suivant :

Proposition 2.1. : Soit T = (ck) une matrice de Toeplitz réelle positive de dimension (n + 1) et
de rang n, et soit (aj)nj=0 un vecteur réel de Ker T .

1. L’idéal J de A = C[X,X−1] engendré par P =
∑n

0 ajX
j est stable par involution canonique,

(aXn)∗ := aX−n, de C[X,X−1].
2. Les monômes Xj (j = 0, . . . , n− 1) forment une base de A/J .
3. Il existe une unique forme linéaire ϕ sur le quotient A/J telle que :

ϕ(Xj) = cj,∀j ∈ {0, . . . , n− 1} (1)
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La forme linéaire ϕ est positive sur la ∗-algèbre A/J .
Preuve : (1) On a J∗ = J puisque P (X) est soit palindromique, soit antipalindromique, c’est-à-dire
an−j = ±aj pour tout j = 0, . . . , n. En effet, du fait de la structure de T en tant que matrice de
Toeplitz, si (aj)j appartient au noyau de T , alors (an−j)j en fait partie. De plus, ce noyau étant
unidimensionnel, on a an−j = λaj, d’où aj = λ2aj, ce qui implique λ = ±1. Mais alors

P ∗(X) =
n∑

j=0

ajX
−j = ±X−nP (X)

comme affirmé.

(2) Puisque T est de rang n, on a a0 ̸= 0 (voir [12, Lemme 33] ou en montrant directement que
si a0 = 0, alors (aj+1)

n
j=0 avec an+1 ≡ 0 appartient également à Ker T ). Ainsi, X est inversible

dans C[X]/J ′ où J ′ = PC[X], car modulo P , on a a0 +XQ = 0 pour Q = (P − a0)/X. L’anneau
A = C[X,X−1] est la localisation de C[X] en X, et la localisation commute avec les quotients [2,
Proposition 3.3 et Corollaire 3.4], puisque X n’est pas un diviseur de zéro modulo J ′. Comme X est
inversible dans C[X]/J ′, la localisation en X ne modifie pas C[X]/J ′, et on obtient ainsi l’égalité
A/J = C[X]/J ′, ce qui démontre la conclusion.

(3) Découle de (2).

(4) Soit ϕ : A → C l’unique forme linéaire qui s’annule sur l’idéal J et vérifie (1). Afin de montrer
que ϕ est positif, nous montrons d’abord que ϕ(X−j) = cj pour tout j = 1, . . . , n− 1. On a

ϕ(X−1P ) = 0 =⇒ a0ϕ(X
−1) +

n∑
j=1

ajϕ(X
j−1) = 0 =⇒ a0ϕ(X

−1) +
n∑

j=1

ajcj−1 = 0.

Puisque (aj) ∈ Ker T , on a, en fonction de la deuxième ligne de T , que :

n∑
j=0

cj−1aj = 0

et donc ϕ(X−1) = c−1 = c1. Ce raisonnement peut être répété en considérant les lignes suivantes
de T pour obtenir par récurrence que ϕ(X−k) = c−k = ck. Notons que, d’après la première ligne de
T , il découle également que ϕ(Xn) = cn. On conclut que ϕ(Xj) = c|j| pour tout j = −n, . . . , n.

Pour montrer que ϕ est positif, c’est-à-dire que ϕ(f ∗ ∗ f) ≥ 0 pour tout f ∈ A, remarquons que la
valeur de ϕ(f ∗ ∗ g) ne dépend que des classes de f et g dans A/J . Ainsi, en posant f =

∑n−1
0 fjX

j,
on obtient alors

ϕ(f ∗ ∗ f) =
∑

fjfkϕ(X
j−k) =

∑
fjfkc|j−k| = ⟨f | Tf⟩ ≥ 0

ce qui montre (4). □
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Proposition 2.2. : Soit T = (ck) une matrice de Toeplitz positive de dimension (n+1) et de rang
n. Si (aj)nj=0 est un vecteur de Ker T , alors le polynôme P (z) =

∑
j ajz

j a tous ses zéros sur le
cercle unité de C.

Preuve : La forme linéaire positive ϕ sur A s’annulant sur J définit une forme linéaire positive sur
la C∗-algèbre enveloppante C∗(Z) de l’algèbre involutive A, c’est-à-dire une mesure positive sur le
dual de Pontrjagin U(1) de Z. Cette mesure est supportée par les n valeurs propres de l’élément
unitaire π(X) associé à X dans la GNS-représentation ∗ π de (A, ϕ), qui est de dimension n par
construction. Puisque P ∈ J ⊂ Ker π, ces valeurs propres correspondent aux racines du générateur
P de J , qui sont donc toutes de module un. □

Remarque 2.3. : En général, lorsque le noyau de T est de dimension supérieure à 1 (autrement dit,
lorsque la valeur propre extrême n’est pas simple), la décomposition de Carathéodory-Fejér établit
une équivalence entre l’appartenance au noyau et l’annulation du polynôme correspondant sur les
nombres complexes de module 1 apparaissant dans cette décomposition. Ainsi, si le nombre de ces
nombres complexes est strictement inférieur à n, cette condition sera satisfaite par des polynômes
ayant ces nombres complexes particuliers comme zéros, mais pouvant avoir par ailleurs des zéros
quelconques. Cela signifie que, de manière générale, le théorème n’est pas vérifié si la valeur propre
n’est pas simple. La formulation correcte du théorème est la suivante : l’intersection des zéros des
différentes fonctions propres se situe sur le cercle unité. Ceci rappelle la notion de radical (noyau)
d’une forme quadratique.

3 Le cas du noyau continu
Dans cette section, nous étendrons le cas de Toeplitz au cas continu.

Théorème 3.1. : Soit h ∈ C([−L,L]) une fonction réelle continue paire. Soit K l’opérateur sur
L2([0, L]) défini par :

(Kf)(x) =

∫
h(x− y)f(y)dy. (2)

Alors K est un opérateur auto-adjoint compact. Supposons que sa valeur propre de plus grand mo-
dule soit simple et soit ξ ∈ L2([0, L]) son vecteur propre. Si l’on prolonge ξ à un élément de L2(R)
de sorte qu’il s’annule en dehors de [0, L], alors tous les zéros de la fonction ξ̂ appartiennent à
R ⊂ C.

Preuve : L’opérateur K de (2) est de classe de Hilbert-Schmidt puisque h(x − y) est de carré
intégrable. On approche d’abord K par des opérateurs de rang fini comme suit. Puisque la fonction
h est continue réelle et même sur [−L,L], on peut trouver, étant donné ϵ > 0, α > 0 et des scalaires
hj ∈ R pour j = 0, . . . , L/α = N ∈ N, tels que, avec j(x) désignant la partie entière de x/α, on a

|h(x− y)− h|j(x)−j(y)|| ≤ ϵ, ∀x, y ∈ [0, L].

∗. représentation de Gelfand-Naimark-Segal.
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Figure 1 : Approximation de h(|x− y|) et matrice de Toeplitz réfléchie (par symétrie par rapport à l’axe x).

λ K+1

Figure 2 : Contour d’intégration pour la définition de la projection P dans l’équation (3).

Ceci découle du choix de α > 0 et des scalaires hj ∈ R tels que ∀x ∈ [0, L]

|h(x)− hj| ≤ ϵ, ∀j | |j − j(x)| ≤ 1,

comme on le voit en comparant j(|x− y|) avec |j(x)− j(y)|.

Soit χj la fonction caractéristique de l’intervalle Ij := {x | j(x) = j} et T la matrice de Toeplitz
Tn,m := h|n−m|, on obtient ainsi l’inégalité

|h(x− y)−
∑

Tn,mχn(x)χm(y)| ≤ ϵ, ∀x, y ∈ [0, L].

Il découle du contrôle de Hilbert-Schmidt de la norme que l’on obtient ainsi une suite Rn d’opé-
rateurs de rang fini convergeant en norme vers K, chacun de la forme †, avec T une matrice de
Toeplitz symétrique réelle et χj des fonctions caractéristiques d’intervalles :

Rn =
∑

Ti,j|χi⟩⟨χj|, ∥K −Rn∥ → 0.

Soit alors ξ un vecteur propre de norme 1 associé à la valeur propre λ de K de plus grand module ;
sans perte de généralité, on suppose que λ > 0. La projection spectrale P , obtenue par intégrale
de Cauchy de la résolvante de K le long du contour C (voir figure 3), isole λ du reste de SpecK.

P =
1

2πi

∫
C

(z −K)−1dz (3)

†. Note de la traductrice : ici, il semblerait qu’il manque quelque chose.
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est de rang un, et Pξ = ξ. Définissons Pn par la même formule en remplaçant K par Rn. Ceci est
cohérent pour n suffisamment grand, car ∥K − Rn∥ → 0 lorsque n → ∞. On a alors Pn → P en
norme, et donc Pn est de rang un pour n suffisamment grand. Posons ξn = Pnξ. On a alors ξn → ξ
en norme. Montrons que pour n suffisamment grand, ξn est un vecteur propre de Rn associé à la
plus grande valeur propre.

Par construction, pour n suffisamment grand, il s’agit d’un vecteur propre non nul de Rn et le seul
sur l’intervalle compris entre la borne inférieure et la borne supérieure de C. Puisque nous avons
choisi ∥K∥+ 1 comme borne supérieure, il s’ensuit que, pour n suffisamment grand, il s’agit de la
plus grande valeur propre de Rn. On peut donc affirmer que ξ est la limite de la norme de la suite
ξn où, pour chaque n, ξn est de la forme :

ξn =
∑

ajχj,
∑

ajz
j = 0 R =⇒ |z| = 1

et où les χj sont les fonctions caractéristiques des N = L/α intervalles Ij = I0 + jα,
0 ≤ j < N formant une partition de [0, L). On calcule maintenant la transformée de Fourier de ξn.
La transformée de Fourier de χ0 est

χ̂0(s) =

∫ α

0

exp(−isx) dx =
i (−1 + e−iαs)

s
.

On a χj(x) = χ0(x− j α), et cela donne χ̂j(s) = exp(−isαj)χ̂0(s) de telle façon que l’on obtient

ξ̂n(s) = P (exp(−isα))χ̂0(s), P (z) :=
∑

ajz
j

Ainsi, les zéros de ξ̂n sont l’union de l’ensemble
{

2nπ
α

| n ∈ Z, n ̸= 0
}

des zéros de χ̂0 avec l’ensemble
des nombres complexes s tels que exp(−isα) soit une des racines de P (z). Or, nous savons (d’après
le cas de Toeplitz, Proposition 2.2) que toutes ces racines sont de module 1. Pour chaque racine zk
de P (z) = 0, soit sk ∈ R tel que exp(−iskα) = zk, l’ensemble Z des zéros de ξ̂n est alors :

Z =

{
2nπ

α
| n ∈ Z, n ̸= 0} ∪k {sk +

2nπ

α
| n ∈ Z

}
⊂ R.

Puisque la suite ξn converge vers ξ dans L2[0, L], on trouve pour les fonctions entières ξ̂n(s) et ξ̂(s)
que :

|ξ̂(s)− ξ̂n(s)| ≤ ∥ξ − ξn∥L2

∫ L

0

e2ℑ(s)x.

On en déduit que la suite ξ̂n(s) converge uniformément vers ξ̂(s) sur les sous-ensembles compacts
de C. Ainsi, le théorème de Hurwitz montre que tous les zéros de ξ̂(s) sont réels. □

4 Forme quadratique Q associée à une distribution
Soit L > 0. On part d’une distribution D sur l’intervalle [0, L], c’est-à-dire une forme linéaire
continue sur C∞([0, L]), formellement définie par :

D(f) =

∫ L

0

f(x)D(x), ∀f ∈ C∞([0, L])
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et on l’utilise pour définir une distribution paire D̃ sur [−L,L] par symétrisation :

D̃(f) := D(f) +D(f̃), f̃(x) := f(−x), ∀x ∈ [−L,L]. (4)

Notons que D̃(f) reste défini lorsque f est lisse sur [0, L] et [−L, 0], mais pas nécessairement lisse
en 0. On considère l’espace de Hilbert H := L2([0, L], dx) muni d’une base orthonormée

Un(x) := L− 1
2 exp(2πinx/L), ∀x ∈ [0, L], n ∈ Z. (5)

Ces fonctions sont étendues à x ∈ R de sorte qu’elles s’annulent pour x /∈ [0, L]. On utilise alors
l’involution f ∗(x) := f(−x) et la convolution

(f ∗ g)(y) :=
∫
f(x)g(y − x)dx.

On utilise ensuite D pour obtenir une forme hermitienne dense Q sur les polynômes trigonomé-
triques par :

⟨f |g⟩Q := D̃(f ∗ ∗ g) =
∫ L

0

((f ∗ ∗ g)(x) + (f ∗ ∗ g)(−x))D(x), (6)

dont la matrice dans la base orthonormée Un est donnée par :

⟨Um|Un⟩Q :=

∫ L

0

((U∗
m ∗ Un)(y) + (U∗

m ∗ Un)(−y))D(y)dy. (7)

On suppose que cette expression définit une forme quadratique auto-adjointe minorée dont le spectre
possède une valeur propre isolée à son minimum et nous nous intéressons au vecteur propre η as-
socié à cette plus petite valeur propre (supposée simple).

Pour D = δ0 la masse de Dirac en y = 0, on a :∫ L

0

((U∗
m ∗ Un)(y) + (U∗

m ∗ Un)(−y))D(y)dy = 2(U∗
m ∗ Un)(0) = 2

∫ L

0

Un(x)Um(x)dx = 2⟨Um|Un⟩

Ce qui montre qu’en ajoutant à D un multiple de δ0, on peut supposer que la forme quadratique
Q est positive et que le vecteur propre η appartient au radical (i.e. au noyau) de cette forme
quadratique, c’est-à-dire que l’on a :

⟨Un|η⟩Q = 0, ∀n ∈ Z.

Par analogie avec le cas de Toeplitz, on souhaite obtenir une forme linéaire positive sur le quotient
de l’algèbre de convolution des fonctions sur R par l’idéal engendré par η, permettant ainsi de
prolonger la forme quadratique Q. On obtiendrait alors un analogue du corollaire 1 en montrant
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que les zéros de la fonction η̂ sont tous réels.

Au lieu de traiter directement cette situation de dimension infinie, notre stratégie consiste à calculer
d’abord la matrice (7), à observer qu’elle possède une forme particulière déjà rencontrée dans la
théorie des perturbations de l’action spectrale, et à démontrer une forme matricielle de la réalité
des zéros des transformées de Fourier des vecteurs propres les plus bas. Le résultat de dimension
infinie s’en déduit ensuite par approximation à l’aide du théorème de Hurwitz, comme dans la
démonstration du théorème 3.

4.1 Matrice de la forme quadratique Q

Pour y ∈ [0, L], on a, pour n ̸= m, en utilisant Um(t) = 0 pour t < 0 et Un(x) = 0 pour x > L,

(U∗
m ∗ Un)(y) =

∫
U∗
m(y − x)Un(x)dx =

∫
Um(x− y)Un(x)dx

=
1

L

∫ L

y

exp(2πim(y − x)/L+ 2πinx/L)dx

=
exp(2πimy/L)

L

∫ L

y

exp(2πi(n−m)x/L)dx

=
exp(2πimy/L)

2πi(n−m)
(exp(2πi(n−m)x/L))Ly

=
exp(2πimy/L)− exp(2πiny/L)

2πi(n−m)
.

De plus, et toujours avec y ∈ [0, L], on a :

(U∗
m ∗ Un)(−y) = (U∗

m ∗ Un)∗(y) = (U∗
n ∗ Um)(y).

Ainsi, puisque la formule
exp(2πimy/L)− exp(2πiny/L)

2πi(n−m)
est symétrique en n,m, on obtient pour

n ̸= m et y ∈ [0, L] :

(U∗
m ∗ Un)(y) + (U∗

m ∗ Un)(−y) = 2Re

(
exp(2πimy/L)− exp(2πiny/L)

2πi(n−m)

)

=
sin(2πmy/L)− sin(2πny/L)

π(n−m)
.

(8)

Pour m = n, le même calcul donne

(U∗
n ∗ Un)(y) =

1

L

∫ L

y

exp(2πin(y − x)/L+ 2πinx/L)dx = (1− y/L) exp(2πiny/L)

et

(U∗
n ∗ Un)(y) + (U∗

n ∗ Un)(−y) = 2Re ((1− y/L) exp(2πiny/L)) = 2(1− y/L) cos(2πny/L). (9)

9



On peut résumer le calcul ci-dessus comme suit :

Proposition 4.1 : Soit D défini ci-dessus et Q la forme quadratique Q de (7).

Soit ψ(x) :=
1

π

∫ L

0

sin(2πx(1−y/L))D(y)dy. Les éléments qm,n de la matrice Q sont donnés comme

suit :

qm,n =


ψ(m)− ψ(n)

m− n
si n ̸= m,

ψ′(n), si n = m.

(10)

Preuve : On a, pour n ̸= m, en utilisant (7), (8) et l’égalité

⟨Um|Un⟩Q =

∫ L

0

((U∗
m ∗ Un)(y) + (U∗

m ∗ Un)(−y))D(y)dy

=

∫ L

0

sin(2πmy/L)− sin(2πny/L)

π(n−m)
D(y)dy =

ψ(n)− ψ(m)

n−m
.

Pour n = m, on a, en utilisant (7), (9)

⟨Un|Un⟩Q = 2

∫ L

0

(1− y/L) cos(2πny/L)D(y)dy = ∂xψ(x)|x=n

ce qui donne l’égalité recherchée. □

4.2 Les valeurs diagonales

La proposition 4.1 donne les valeurs diagonales de la matrice de forme quadratique Q, mais contrai-
rement aux valeurs hors diagonale qui ne dépendent que des premières composantes de Fourier de
la distribution D, les valeurs diagonales impliquent toutes les composantes de Fourier de D. Ceci
découle des égalités suivantes :

2

∫ 1

0

(1− x) exp(2πi kx) cos(2πnx) dx =
ik

πk2 − πn2
, ∀k ̸= ±n;

2

∫ 1

0

(1− x) exp(2πinx) cos(2πnx) dx =
1

2
+

i

4πn
, ∀n ̸= 0.

En effet, ces égalités montrent que le coefficient de Fourier ak de D(x) apparaît dans le terme
diagonal qn,n car, pour n ̸= 0,

qn,n =
∑
k ̸=±n

ak
ik

πk2 − πn2
+

1

2
(an + a−n) +

1

4π

(
i

n
an −

i

n
a−n

)
.
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Puisque la distribution D(x) est à valeurs réelles, on a a−k = ak de sorte que les termes ikak et
i(−k)a−k = ikak s’additionnent pour donner une contribution réelle pour k ̸= ±n. Avec ak = xk+iyk
pour k > 0, on obtient pour k ̸= n :

ikak + i(−k)a−k = −2kyk

ce qui donne la première contribution à qn,n :∑
k>0,k ̸=n

yk
2k

πn2 − πk2
.

Pour k = n, on obtient les deux termes

1

2
(an + a−n) +

1

4π

(
i

n
an −

i

n
a−n

)
= xn − yn

1

2πn
.

Pour n = 0

q0,0 =
∑
k ̸=0

ak
ik

πk2
+ a0 = x0 −

∑
k>0

yk
2

πk
.

Proposition 4.2. : Soit N ∈ N. Les matrices (qi,j), i, j ∈ {−N, . . . , N}, obtenues à partir des
distributions D par la proposition 4.1, sont toutes des matrices de la forme suivante, où ai et bj
sont des nombres réels tels que a−i = ai et b−i = −bi, ∀i ∈ {−N, . . . , N}

qi,i = ai, ∀i, qi,j =
bi − bj
i− j

, ∀j ̸= i; i, j ∈ {−N, . . . , N}. (11)

De plus, étant donné une matrice Q = (qi,j), i, j ∈ {−N, . . . , N} de la forme ci-dessus, il existe
une unique distribution réelle D(x) dont toutes les composantes de Fourier an = 0 pour n /∈
{−N, . . . , N} et dont la matrice associée est Q.

Preuve : La proposition 4.1 montre que les matrices (qi,j), i, j ∈ {−N, . . . , N} obtenues à partir
des distributions D par la proposition 4.1 sont de la forme donnée par (11). Montrons que, récipro-
quement, toute matrice de la forme (11) apparaît.

L’égalité ψ(x) = 1
π

∫ L

0
sin(2πx(1 − y/L))D(y)dy de la proposition 4.1 donne, en termes des coeffi-

cients de Fourier ak = xk + iyk de D(x), pour n ∈ Z, en prenant L = 1 par souci de simplicité :

ψ(n) = − 1

π

∫ 1

0

sin(2πny)D(y)dy =
1

2πi
an −

1

2πi
a−n =

1

π
yn.

Ainsi, les coefficients de la matrice qi,j pour i ̸= j déterminent les nombres réels yj qui sont les
parties imaginaires des coefficients de Fourier ak de D. Ces parties imaginaires contribuent ensuite
comme suit à la valeur diagonale, pour n ̸= 0 :

qn,n = xn − yn
1

2πn
+

∑
k>0,k ̸=n

yk
2k

πn2 − πk2
(12)
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On peut ainsi choisir la partie réelle xn des coefficients de Fourier an de D pour obtenir des valeurs
diagonales arbitraires ai, selon les besoins. De plus, les valeurs hors diagonale déterminent de ma-
nière unique les parties imaginaires yn des coefficients de Fourier de D(x) pour n ∈ {−N, . . . , N},
et les valeurs diagonales déterminent alors de manière unique les parties réelles xn des coefficients
de Fourier de D(x) pour n ∈ {−N, . . . , N}.

Remarque 4.3. Il est important de partir d’une distribution D sur [0, L] et de définir ensuite
la forme quadratique associée à l’aide de (6), plutôt que de partir d’une distribution paire sur
[−L,L]. Par exemple, la dérivée δ′0 de la distribution de Dirac en 0 ∈ [0, L] donne lieu à une forme
quadratique non nulle, tandis que la distribution paire associée, obtenue par symétrisation, est égale
à 0.

4.3 Relation avec l’action spectrale

Il existe une analogie étroite entre la forme quadratique dans (11) et la dérivée seconde par rapport
aux perturbations de l’action spectrale [6], comme nous allons l’expliquer. Supposons que l’on
considère un opérateur auto-adjoint linéaire D dans un espace de Hilbert de dimension finie, dont le
spectre simple est étiqueté par {λj}Nj=−N , avec des vecteurs propres correspondants {ej}. Supposons
que nous ayons une matrice réelle symétrique positive Q = (qij), i, j ∈ {−N, . . . , N} définie comme
suit :

qij =


bi − bj
λi − λj

i ̸= j

ai i = j

(13)

pour certains ai, bi ∈ R. La forme quadratique Q est donnée en termes du produit scalaire de
Hilbert comme suit :

Q(f, g) = ⟨Qf | g⟩ = ⟨f | Qg⟩. (14)

Considérons maintenant une fonction paire et régulière f : R → R. Sous les perturbations
D 7→ D +A, on peut calculer que la forme quadratique donnée par la dérivée seconde de Gateaux
de l’action spectrale est de la forme [13, 20, 19, 15, 16].

1

2

d2

dt2
(f(D + tA)) |t=0 =

∑
i,j

AijAjiqij

où qij est exactement comme dans (11) pour bi = f ′(λi), ai = f ′′(λi) et λi = i, le spectre de
l’opérateur de Dirac D = DS1 sur le cercle.

5 Cas pair de dimension finie
Dans cette section, nous traitons le cas pair général de dimension finie. On considère une matrice
réelle symétrique positive Q = (qi,j), i, j ∈ {−N, . . . , N} de la forme (11), i.e.

qi,i = ai, ∀i, qi,j =
bi − bj
i− j

, ∀j ̸= i; i, j ∈ {−N, . . . , N}
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où les scalaires ai vérifient a−j = aj et b−j = −bj pour tout j ∈ {−N, . . . , N}.

Soit ej, j ∈ {−N, . . . , N}, la base orthonormée canonique donnée par les vecteurs (δ(k, j)) dont
toutes les composantes sont nulles sauf une. En utilisant le produit scalaire canonique ⟨α | β⟩, la
forme quadratique Q est donnée par :

Q(f, g) = ⟨Qf | g⟩ = ⟨f | Qg⟩. (15)

Lemme 5.1. : (i) Soit γ tel que γ(ej) := e−j pour tout j ∈ {−N, . . . , N}. On a alors γ2 = Id et
Qγ = γQ.
(ii) Soit D défini par D(ej) := j ej pour tout j ∈ {−N, . . . , N}. On a Dγ = −γD et

DQ−QD = |β⟩⟨η| − |η⟩⟨β|, β =
∑

bj ej, η =
∑

ej. (16)

Preuve : (i) On a q−i,−j = qi,j pour tout i, j ∈ {−N, . . . , N}.

(ii) Les éléments diagonaux de la matrice diagonale D sont antisymétriques, ce qui donne
Dγ = −γD. Démontrons (16). On a (DQ)i,j = iqi,j et (QD)i,j = jqi,j, de sorte que

(DQ−QD)i,j = bi − bj quels soient i, j ∈ {−N, . . . , N}.

De même, on a :
(|β⟩⟨η|)i,j = |β⟩i⟨η|j = bi, (|η⟩⟨β|)i,j = |η⟩i⟨β|j = bj

ce qui donne l’égalité recherchée. □

Lemme 5.2. : Supposons Q ≥ 0 et Qξ = 0 où γξ = ξ et ⟨ξ | η⟩ = 1.

(i) On a QD ξ = −β.

(ii) L’opérateur D′ := D − |D ξ⟩⟨η| est auto-adjoint par rapport au produit scalaire défini par Q.

Preuve : (i) On applique (16) et on obtient, en utilisant Qξ = 0 et ⟨β|ξ⟩ = 0 puisque les deux
espaces propres de γ sont orthogonaux,

−QD ξ = (DQ−QD)ξ = |β⟩⟨η|ξ⟩ − |η⟩⟨β|ξ⟩ = β.

(ii) Le produit intérieur défini par Q est donné par (14), i.e.

⟨f | g⟩Q = ⟨Qf | g⟩.

Ainsi nous voulons montrer que ⟨D′f | g⟩Q = ⟨f | D′g⟩Q pour tout f, g. On a, avec R = −|D ξ⟩⟨η|

⟨D′f | g⟩Q = ⟨QD′f | g⟩ = ⟨QDf | g⟩+ ⟨QRf | g⟩.
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Par (i), on a QR = −|QDξ⟩⟨η| = |β⟩⟨η|. De plus par (16), on a QD−DQ = −|β⟩⟨η|+ |η⟩⟨β|. Ainsi

⟨D′f | g⟩Q = ⟨DQf | g⟩+ ⟨R′f | g⟩, R′ = |η⟩⟨β|.

De plus, en utilisant le fait que Q et D sont auto-adjoints,

⟨f | D′g⟩Q = ⟨Qf | Dg⟩+ ⟨Qf | Rg⟩ = ⟨DQf | g⟩+ ⟨f | QRg⟩

et l’égalité requise découle de :

⟨f | QRg⟩ = ⟨f | β⟩⟨η|g⟩ = ⟨R′f | g⟩.

□

Lemme 5.3. : Soient Q, D, ξ, η et D′ comme dans le Lemme 5. Alors

(i) Soit s /∈ {−N, . . . , N}. Alors

Det(D′ − s) = 0 ⇐⇒
N∑

j=−N

ξj
s− j

= 0. (17)

(ii) On a Det(D′) = 0, et pour j ∈ {−N, . . . , N}, j ̸= 0, Det(D′ − j) = 0 ⇐⇒ ξj = 0.

Preuve : (i) On commence par écrire, en fonction de R = −⟨Dξ⟩⟨η| :

D′ − s = D +R− s = (D − s)
(
Id + (D − s)−1R

)
Par conséquent

Det(D′ − s) = Det(D − s)Det(Id + (D − s)−1R).

Pour calculer le second déterminant, on utilise l’identité

Det(Id + A) =
∞∑
k=0

(
∧kA

)
Appliquée à l’opérateur de rang un A = (D − s)−1R, les puissances extérieures d’ordre supérieur
∧kA s’annulent pour k > 1, d’où :

Det(Id + (D − s)−1R) = 1−
(
|(D − s)−1Dξ⟩⟨η|

)
= −s⟨η|(D − s)−1ξ⟩,

en utilisant (D − s)−1Dξ = ξ + s(D − s)−1ξ et ⟨η|ξ⟩ = 1. Par conséquent,

Det(D′ − s) = −sDet(D − s)⟨η|(D − s)−1ξ⟩ = −s
N∏

i=−N

(i− s)
N∑

j=−N

(j − s)−1ξj. (18)

On conclut que si s ̸= j pour j = −N, . . . , N , alors Det(D′ − s) = 0 si et seulement si∑N
j=−N(j − s)−1ξj = 0.
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Pour (ii), on a D′ξ = 0, donc Det(D′) = 0. Pour s = j ̸= 0, on constate que le seul terme non nul
du membre de droite de (18) est j

∏
i ̸=j(i− j)ξj, qui est nul si et seulement si ξj = 0. □

Remarque 5.4. : L’expression (18) pour Det(D′ − s) est liée au polynôme d’interpolation de
Lagrange ordinaire pour la fonction f(λ) aux points λ0, λ1, . . . , λn :

P (x) =
n∑

k=0

f(λk) ·
n∏

j=0
j ̸=k

x− λj
λk − λj

.

Calculons maintenant la transformée de Fourier des fonctions définies sur [0, L], translatées sur[
−L

2
, L
2

]
et prolongées de 0 à la droite R. La transformée de Fourier est définie par :

F(f)(s) :=
∫
R
f(x) exp(−isx)dx.

La proposition suivante est une reformulation du théorème d’échantillonnage de Shannon ([18]).

Proposition 5.5. : Soit f ∈ L2([0, L]) et fσ(x) := f(x+ L
2
) pour |x| ≤ L

2
, prolongée par 0 sur R.

(i) La restriction de la transformée de Fourier de fσ à
2π

L
Z est donnée par la transformée de Fourier

f̂ de f ∈ L2(R/LZ) comme suit

F(fσ)(
2π

L
n) = (−1)n f̂(n), ∀n ∈ Z. (19)

(ii) La transformée de Fourier de fσ est donnée par

F(fσ)(s) = sin(Ls/2)
∑
Z

f̂(n)
1

Ls/2− nπ
. (20)

Preuve : (i) Soit n ∈ Z. On a par définition f̂(n) =
∫ L

0
f(x) exp(−2πinx/L)dx et

F(fσ)(
2π

L
n) =

∫
R
fσ(x) exp(−2πinx/L)dx =

∫ L
2

−L
2

f

(
x+

L

2

)
exp(−2πinx/L)dx =

(−1)n
∫ L

0

f(x) exp(−2πinx/L)dx = (−1)n f̂(n).

(ii) On a f(x) = 1
L

∑
Z f̂(n) exp(2πinx/L), par conséquent, cela suffit à traiter le cas f(x) =
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exp(2πinx/L). Alors

F(fσ)(s) =

∫
R
fσ(x) exp(−isx)dx =

∫ L
2

−L
2

exp

(
2πin

(
x+

L

2

)
/L

)
exp(−isx)dx

= (−1)n
∫ L

2

−L
2

exp

(
i

(
2π

L
n− s

)
x

)
dx

= (−1)n
1

i(
2π

L
n− s)

(
exp

(
i

(
2π

L
n− s

)
x

))L
2

−L
2

= 2L
sin(Ls/2)

Ls− 2πn

qui donne (20) en utilisant f(x) = 1
L

∑
Z f̂(n) exp(2πinx/L). □

Après ces préliminaires, on obtient

Théorème 5.6. : Soit Q une matrice symétrique positive de la forme (11) avec un noyau uni-
dimensionnel qui est pair par rapport à γ. Soit ξ ∈ Ker Q.

(i) Toutes les racines du polynôme suivant sont réelles :

P (s) =
∑

k∈{−N,. . .,N}

ξk × (
∏

j∈{−N,. . .,N},j ̸=k

(j − s)). (21)

(ii) La transformée de Fourier ξ̂(z) de la fonction

ξ(x) :=
∑

ξk exp(2πikx), ∀x ∈ [0, 1], ξ(x) = 0, ∀x /∈ [0, 1]

est entière et tous ses zéros appartiennent à la droite réelle.

Preuve : (i) RappelonsD, γ du lemme 5 et notons queD a un noyau unidimensionnel. Si e0 ∈ Ker Q,
on vérifie directement (i) et (ii). On suppose donc que e0 /∈ Ker Q. Soit ξ ∈ Ker Q, ξ ̸= 0. La
matrice réelle symétrique positive Q définit un produit scalaire sur R2N+1 et son radical (i.e. son
noyau) est le sous-espace unidimensionnel engendré par ξ. On a Dξ ̸= 0 car sinon e0 ∈ Ker Q.
On a QDξ ̸= 0 car Dξ est impair et donc linéairement indépendant de ξ, tandis que Ker Q est
unidimensionnel. Par (16), on a

0 ̸= (DQ−QD)(ξ) = |β⟩⟨η|ξ⟩ − |η⟩⟨β|ξ⟩ = |β⟩⟨η|ξ⟩.

On peut donc normaliser ξ de sorte que ⟨η|ξ⟩ = 1. Soit alors D′ := D − |D ξ⟩⟨η| comme dans
le lemme 5. On a D′(ξ) = 0 et donc D′ induit un opérateur D′′ sur l’espace euclidien E obtenu
comme quotient séparé de (R2N+1, Q). D’après le lemme 5, (ii), l’opérateur D′′ est auto-adjoint dans
E. Le théorème spectral réel (voir [3], théorème 7.29) s’applique donc et montre que le polynôme
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caractéristique de D′′ a toutes ses racines dans R. Soit vj une base orthonormée de E des vecteurs
propres de D′′ associés aux valeurs propres λj. Soient wj ∈ R2N+1 les relèvements des vj. On a
D′′(vj) = λjvj et donc D′(wj) = λjwj + sjξ pour certains scalaires réels sj. Ainsi, dans la base de
R2N+1 formée par ξ et les wj, la matrice de D′ est triangulaire, avec 0 et λj sur la diagonale. On
obtient ainsi :

Det(D′ − s) = −s
∏

(λj − s).

En comparant cette formule avec (18), on constate que le polynôme P (s) de (21) a tous ses zéros
dans R.

(ii) La transformée de Fourier de la fonction à support [0, 1] définie par exp(2πikx) est :∫ 1

0

exp(2πikx) exp(−isx) dx =
2e−

is
2 sin

(
s
2

)
s− 2πk

.

Ainsi, la transformée de Fourier de ξ(x) est :

ξ̂(z) = 2e−
iz
2 sin

(z
2

) ∑
{−N,...,N}

ξj
z − 2πj

 .

Les zéros z ∈ 2πZ de sin
(
z
2

)
annulent le pôle en 2πj qui apparaît lorsque ξj ̸= 0 et restent des

zéros de ξ̂(z) sinon. Les autres zéros sont donnés par les racines de P (z/2π) = 0 où P (z) est défini
dans (21). Ainsi, d’après (i), tous ces zéros sont réels. □

5.1 Opérateur général de dimension finie D

Considérons, comme précédemment, le cas plus général d’un opérateur linéaire auto-adjoint D dans
un espace de Hilbert de dimension finie, supposé posséder un spectre simple étiqueté par {λj}Nj=−N ,
avec les vecteurs propres correspondants {ej}. Considérons alors la matrice réelle symétrique posi-
tive Q = (qij), i, j ∈ {−N, . . . , N} définie dans (13).

Les lemmes suivants sont analogues aux lemmes 5.1, 5.2 et 5.3, dont les démonstrations suivent
mutatis mutandis.

Lemme 5.7. : Supposons que λ−i = −λi et b−i = −bi pour tout i ∈ {−N, . . . , N}.
(i) Soit γ tel que γ(ei) := e−i pour tout i ∈ {−N, . . . , N}. On a γ2 = Id et Qγ = γQ.
(ii) On a Dγ = −γD et

DQ−QD = |β⟩⟨η| − |η⟩⟨β|, β =
∑

bi ei, η =
∑

ei, (22)

de sorte que β soit impair et η pair par rapport à la Z2-graduation donnée par γ.

Lemme 5.8. : Soient D,Q, γ comme dans le Lemme 5.7, supposons Q ≥ 0 et Qξ = 0 où γξ = ξ
et ⟨ξ | η⟩ = 1
(i) On a QD ξ = −β.
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(ii) L’opérateur D′ := D − |D ξ⟩⟨η| est auto-adjoint par rapport au produit scalaire défini par Q.

Lemme 5.9. : Soient Q, D, ξ, η et D′ définis comme dans les lemmes 5.7 et 5.8, et supposons que
D ait un spectre simple. Alors :
(i) Soit s ∈ C \ {−λN , . . . , λN} et s ̸= 0. Alors

Det(D′ − s) = 0 ⇐⇒
N∑

j=−N

ξj
s− λj

= 0. (23)

(ii) On a Det(D′) = 0, et si λj ̸= 0, on a Det(D′ − λj) = 0 ⇐⇒ ξj = 0.

Par conséquent, nous avons également l’analogue suivant du théorème 5.6 (i) :

Proposition 5.10. : Soit D un vecteur à spectre simple et soit Q une matrice réelle symétrique
positive de la forme (13) à noyau pair de dimension 1. Soit ξ ∈ Ker Q. Alors toutes les racines du
polynôme suivant sont réelles :

P (s) =
∑

k∈{−N,...,N}

ξk ×

 ∏
j∈{−N,...,N},j ̸=k

(λj − s)

 . (24)

On obtient alors le théorème 5.6 (ii) comme corollaire de ce résultat, lorsqu’il est appliqué au cas
D = DS1 tel que λj = j.

6 Cas de dimension infinie
Dans cette section, nous démontrons le résultat annoncé dans l’Introduction :

Théorème 6.1. : Soit L > 0, et soit D une distribution réelle sur l’intervalle [0, L]. Soit Q la
forme quadratique définie sur les polynômes trigonométriques par (6). Supposons que Q définisse
un opérateur essentiellement auto-adjoint minoré et que le minimum de son spectre soit une valeur
propre simple et isolée λ, dont la fonction propre paire est ξ ‡. Alors, tous les zéros de la fonction
ξ̂(z), z ∈ C, la transformée de Fourier de ξ, sont situés sur la droite réelle.

Preuve : Par hypothèse, les polynômes trigonométriques forment un noyau pour l’opérateur A défini
par :

⟨α | Aβ⟩ = ⟨α | β⟩Q.

On normalise le vecteur propre ξ par ∥ξ∥ = 1. Pour ϵ > 0, il existe un polynôme trigonométrique
pair ηϵ tel que :

∥ηϵ∥ = 1, ∥ξ − ηϵ∥ < ϵ, ⟨ηϵ | ηϵ⟩Q < λ+ ϵ. (25)

‡. c’est-à-dire invariante par la symétrie x 7→ L− x de [0, L].
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Soit N un entier fini tel que le support de ηϵ soit inclus dans {−N, . . . , N}. D’après la proposition
4.1, la matrice de restriction QN de la forme quadratique Q à l’espace EN des polynômes trigono-
métriques à support {−N, . . . , N} est de la forme (11). Puisque QN est une restriction de Q à un
sous-espace, son minimum est ≥ λ et les inégalités précédentes montrent qu’il est compris entre λ
et λ + ϵ. Par hypothèse, le spectre de l’opérateur A est inclus, à l’exception de la valeur propre
simple λ, dans l’intervalle [λ+δ,∞) pour un certain δ > 0. Ainsi la restriction de Q au complément
orthogonal de ξ remplit

⟨α | α⟩Q ≥ (λ+ δ)∥α∥2, ∀α | ⟨α | ξ⟩ = 0.

Ceci est notamment vrai dans le sous-espace de codimension un FN de EN défini par ⟨α | ξ⟩ = 0
(notons que FN ne peut pas être tous les EN , car alors on aurait également ξ ⊥ ηϵ, ce qui contredit
(25)). La plus petite valeur propre de QN satisfait λ ≤ λN ≤ λ+ϵ. D’après le théorème du min-max,
la valeur propre suivante µN ≥ λN de QN est donnée par :

µN = max
M⊂EN

codim(M)=1

min
x∈M,∥x∥=1

QN(x)

En utilisant M = FN , on obtient µN ≥ λ + δ. Ceci montre que pour ϵ < δ/2, la valeur propre λN
de QN est simple et unique dans l’intervalle [λ, λ + δ]. Soit alors P la projection spectrale de QN

pour le sous-espace propre associé à la plus petite valeur propre λN . En décomposant

ηϵ = Pηϵ + (1− P )ηϵ = α + β =⇒ Q(ηϵ) = λN∥α∥2 +Q(β)

où Q(β) ≥ (λ+δ)∥β∥2. Ainsi, par (25), on obtient que la combinaison convexe de poids ∥α∥2 et ∥β∥2
de λ et de Q(β)/∥β∥2 ≥ (λ+ δ) est inférieure à λ+ ϵ. Il s’ensuit de cela que ∥β∥2 = 1−∥α∥2 ≤ ϵ/δ.
Soit alors ξN le vecteur propre de QN associé à la valeur propre λN donnée par Pηϵ. On contrôle

∥ηϵ − Pηϵ∥ ≤
√
ϵ/δ, ∥ξ − ηϵ∥ < ϵ =⇒ ∥ξ − ξN∥ ≤ ϵ+

√
ϵ/δ.

Puisque les fonctions paires forment un sous-espace fermé de L2[0, L], et que ξ est paire, pour ϵ
suffisamment petit, le vecteur ξN est également pair. Ainsi, d’après le théorème 5, tous les zéros de
la transformée de Fourier ξ̂N sont réels. De plus, lorsque ϵ→ 0, les vecteurs ξN convergent en norme
vers ξ, de sorte que la suite ξ̂N(z) converge vers ξ̂(z) uniformément sur les sous-ensembles compacts
de C (comme dans la preuve du théorème 3). Mais alors le théorème de Hurwitz s’applique, ce qui
nous permet de conclure que tous les zéros de ξ̂(z) sont réels. □

7 Action spectrale et différences divisées
Comme nous l’avons déjà observé, il existe une relation étroite entre la forme quadratique dans
(14) et l’action spectrale f(D) introduite dans [6]. On va maintenant analyser cette relation plus
en détail pour les perturbations de type D 7→ D + R avec R = −|Dξ⟩⟨η| comme dans le lemme 5,
en étendant à ce cas les développements de Taylor obtenus dans [13,20,19,15,16].

Tout d’abord, afin d’interpréter l’action spectrale des perturbations bornées (pas nécessairement
auto-adjointes ou normales) d’un opérateur auto-adjoint, on exprime f(x) sous forme de transformée
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de Fourier, puis on utilise les développements de Araki [1] – ou séries de Dyson – pour donner un
sens à ei(H0+V ) pour la perturbation bornée V d’un opérateur auto-adjoint H0 (plus précisément,
il s’agit de [1, Eq. 5.16]).

ei(H0+V ) := Expr

(∫ 1

0

; ieisH0V e−isH0ds

)
eiH0 :=

∑
n≥0

in
∫
∆n

eis0H0V eis1H0 · · ·V eisnH0dns. (26)

où le n-simplexe ∆n est paramétré par des n-uplets (s0, . . . , sn) ∈ Rn+1
≥0 satisfaisant

∑
k sk = 1.

Dans le cas qui nous intéresse, ces développements sont donnés par des séries de la forme suivante :

eiξ(D+tR) :=
∑
n≥0

(itξ)n
∫
∆n

eis0ξDReis1ξD · · ·ReisnξDdns. (27)

Remarquons que puisque |∆n| = 1/n!, le n-ième terme de la série est borné en norme par
tn|ξ|n∥R∥n/n!, ce qui assure la convergence en norme du développement. Ceci suggère de définir,
pour des fonctions f appropriées :

f(D + tR) :=

∫
R
f̂(ξ)eiξ(D+tR)dξ. (28)

Plus précisément, on a

Lemme 7.1. : Soit D un opérateur auto-adjoint sur H, R un opérateur borné sur H et soit f
tel que ∥f̂ (n)∥1 ≤ Cn+1n! pour tout n ≥ 0 et un certain C ≥ 1. Alors, pour t suffisamment petit,
l’expression dans (28) est un opérateur borné sur H.

Preuve : On estime :

∥f(D + tR)∥ ≤
∑
n≥0

tn∥R∥n

n!

∫
R
|f̂(ξ)ξn|dξ ≤ C

1− tC∥R∥

qui est bornée pour t < 1/(C∥R∥). □

Afin de définir l’action spectrale comme la trace de cet opérateur, nous avons besoin d’une classe
de fonctions plus restrictive. Plus précisément, comme dans [16], nous définissons :

Es :=
{
f ∈ C∞ : il existe C ≥ 1 tel que ∥ ̂(fum)(n)∥1 ≤ Cn+1n! pour tout m ≤ s et n ≥ 0

}
,

où u(x) = x− i.

Lemme 7.2. : Si D est s-sommable, c’est-à-dire si (D − i)−s est de classe trace pour un certain
s ≥ 0, et si f ∈ Es, alors f(D + tR) est de classe trace pour t suffisamment petit.

Preuve : La démonstration des estimations requises suit ligne par ligne celle du théorème 6 de
[16] après avoir précisé la signification (27) des exponentielles apparaissant dans les intégrales à
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opérateurs multiples (c’est-à-dire la définition 2 dans loc. cit.). □

On rappelle la définition des différences divisées. Soit f : R → R et soient x0, x1, . . . xn des points
distincts de R. La différence divisée d’ordre n est définie par les relations de récurrence suivantes :

f [x0] = f(x0),

f [x0, x1, . . . xn] =
f [x1, . . . xn]− f [x0, x1, . . . xn−1]

xn − x0
.

Notons également la représentation utile suivante, due à Hermite [14] : pour tout x0, . . . , xn ∈ R,

f [x0, x1, . . . , xn] =

∫
∆n

f (n) (s0x0 + s1x1 + · · ·+ snxn) d
ns.

Ceci permet également d’étendre la définition de la différence divisée aux points coïncidants.

Lemme 7.3. : Soit D un opérateur auto-adjoint dans H tel que (D− i)−s soit de classe trace pour
un certain s ≥ 0, R un opérateur borné dans H et f ∈ Es. Alors t 7→ f(D + tR) est lisse au
voisinage de 0 et possède une dérivée n-ième.

dn

dtn
f(D + tR)|t=0 = n!

∑
Ri1i2 · · ·Rini1f

′[λi1 , . . . , λin ].

en fonction des valeurs propres λi de D.

Preuve : Puisque f(D + tR) est définie à l’aide de la formule d’expansion de Araki, nous avons

dn

dtn
f(D + tR)|t=0 =

∫
dn

dtn
(f̂(ξ)eiξ(D+tR))|t=0dξ

= n!
∑

i1,i2,...,in

Ri1i2 · · ·Rini1

∫
(iξ)n exp[iξλi1 , . . . , iξλin , iξλi1 ]f̂(ξ)dξ

= n!
∑

i1,i2,...,in

Ri1i2 · · ·Rini1f [λi1 , . . . , λin , λi1 ].

□

Remarque 7.4. : Il serait intéressant d’étendre la définition ci-dessus de l’action spectrale, pour
des perturbations non nécessairement auto-adjointes, au cas où l’hypothèse d’auto-adjonction de
l’opérateur D est également relâchée. Ceci a des applications potentielles aux triplets spectraux
lorentziens.

Considérons maintenant une fonction f telle que f ′′(λj) = aj et f ′(λj) = bj, où aj et bj sont les
coefficients de la forme quadratique définie dans 13. On a alors :

d

dt
f(D + tR)|t=0 =

∑
Rjjbj;

d2

dt2
f(D + tR)|t=0 =

∑
RijRjiqij.

21



Proposition 7.5. : Soit H un espace de dimension finie. Dans les notations du lemme 5.1, suppo-
sons Q = (qij) ≥ 0 et Qξ = 0 où γξ = ξ et ⟨ξ|η⟩ = 1. Soit R = −|Dξ⟩⟨η| de sorte que Rij = −(Dξ)i.
Alors nous avons :

d

dt
f(D + tR)|t=0 = ⟨Dξ,Dξ⟩Q;

d2

dt2
f(D + tR)|t=0 = ⟨Dξ,Dξ⟩Q.

Preuve : La dérivée seconde se réduit à la dérivée première car QDξ = −β (cf. Lemme 5.1 (i)). En
effet, on obtient :∑

j

Rjif
′[λi, λj] = −

∑
j

f ′[λi, λj](Dξ)j = −(QDξ)i = bi = f ′(λi).

Il s’ensuit que∑
RijRjif

′[λi, λj] =
∑
i

Riif
′(λi) = −

∑
i

(Dξ)if
′(λi) =

∑
i

(Dξ)i(QDξ)i = ⟨Dξ,Dξ⟩Q.

□

A Un exemple de matrices de troncature
Dans cette annexe, nous décrivons un exemple où les matrices de troncature admettent des valeurs
propres maximales et minimales simples, mais cette propriété n’est plus valable à la limite, où les
valeurs propres maximales et minimales sont de multiplicité 2.

On pose L = 1 et on considère la distribution D de la forme :

D(x) = δ0(x) + 2π b sin(2πx). (29)

Calculons ensuite ψ(x) :=
1

π

∫ 1

0

sin(2πx(1− y))D(y)dy comme

ψ(x) =
1

π
sin(2πx) + 2b

∫ 1

0

sin(2πy) sin(2πx(1− y)) dy

=
1

π
sin(2πx) + b

sin(2πx)

π − πx2
=

sin(2πx)

π

(
1 +

b

1− x2

)
.

Ainsi, on a ψ(n) = 0 pour tout n ∈ Z, sauf pour n = ±1. De plus, on obtient ψ(−1) = b et
ψ(1) = −b. La dérivée est

ψ′(x) =
2b x sin(2πx)

π (1− x2)2
+

2b cos(2πx)

1− x2
+ 2 cos(2πx).

On constate que pour n ∈ Z différent de ±1, on a

ψ′(n) = 2 +
2b

1− n2
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tandis que pour n = ±1, on a ψ′(n) =
b

2
+ 2.

Lemme A.1. : Soit L = 1 et D défini par (29), Q la forme quadratique Q de (10). Les éléments
qn,m de la matrice Q sont donnés par qn,m = 2δn,m + b µn,m, où la matrice µ est indépendante de b
et sont donnés par µn,m = 0, ∀n,m /∈ {−1, 0, 1}, n ̸= m et

(µn,m)n,m∈{−1,0,1} =

 1
2

−1 −1
−1 2 −1
−1 −1 1

2

 ,

µn,n =
2

1− n2
, ∀n /∈ {−1, 0, 1},

µn,−1 = µ−1,n =
1

−1− n
, ∀n /∈ {−1, 0, 1},

µn,1 = µ1,n =
1

−1 + n
, ∀n /∈ {−1, 0, 1}.

Preuve : Ceci découle de la Proposition 4.1 et de la détermination ci-dessus de ψ(n) et ψ′(n). □

Les éléments µn,m de la matrice µ, pour |n| ≤ 4 et |m| ≤ 4, sont les suivants

− 2
15

0 0 1
3

0 −1
5

0 0 0
0 −1

4
0 1

2
0 −1

4
0 0 0

0 0 −2
3

1 0 −1
3

0 0 0
1
3

1
2

1 1
2

−1 −1 −1
3

−1
4

−1
5

0 0 0 −1 2 −1 0 0 0
−1

5
−1

4
−1

3
−1 −1 1

2
1 1

2
1
3

0 0 0 −1
3

0 1 −2
3

0 0
0 0 0 −1

4
0 1

2
0 −1

4
0

0 0 0 −1
5

0 1
3

0 0 − 2
15


Soit ξ le vecteur de coordonnées ξ(n) =

1

1 + n
pour n ̸= −1 et ξ(−1) = 0, et η celui de coordonnées

η(n) =
1

−1 + n
pour n ̸= 1 et η(1) = 0. Soit également Un la base orthonormée canonique. On a

alors :
ξ =

∑
n̸=−1

1

1 + n
Un, η =

∑
n̸=1

1

−1 + n
Un.

Les fonctions correspondant à ces vecteurs sont :

ξ(x) = −2πi

(
x− 1

2

)
exp(−2πix), η(x) = −2πi

(
x− 1

2

)
exp(2πix).

On a : ξ(x) = −η(x)
k∑
−k

ξ(n)η(n) =
k2 − 3k − 2

2k(k + 1)
, ⟨ξ | η⟩ = 1

2
.
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On considère la matrice de rang 4 donnée par

R := |η⟩⟨U1|+ |U1⟩⟨η| − |ξ⟩⟨U−1| − |U−1⟩⟨ξ|.

Ses éléments matriciels Rn,m vérifient Rn,m = 0, ∀n,m /∈ {−1, 1}, tandis que :

Rn,1 = R1,n = η(n), Rn,−1 = R−1,n = −ξ(n), ∀n /∈ {−1, 1}.

Le noyau de Schwartz correspondant r(x, y) est donné par :

r(x, y) = η(x) exp(−2πiy)− exp(2πix)ξ(y)− ξ(x) exp(2πiy) + exp(−2πix)η(y).

Lemme A.2. : (i) Soit D la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont dn =
2

1− n2
pour

n2 ̸= 1 et dn =
1

2
pour n2 = 1. On a alors µ = D +R.

(ii) L’opérateur D est donné par la convolution de fonctions périodiques de période 1 par la fonction

α(x) := −4π

(
x− 1

2

)
sin(2πx), ∀x ∈ [0, 1).

Preuve : (i) découle du lemme A.1.

(ii) Pour n ∈ Z, n ̸= ±1,

2π

∫ 1

0

(
x− 1

2

)
sin(2πx) cos(2πnx) dx =

1

n2 − 1
.

tandis que la valeur de cette intégrale est −1

4
pour n = ±1. □

Notons que la fonction α(x) doit être considérée comme une fonction périodique de période 1, ce

qui nécessite de réinterpréter le terme x− 1

2
comme x−E(x)− 1

2
, où E(x) est la partie entière de

x ∈ R. Ceci intervient dans la formule de la convolution, qui est :

D(f)(x) =

∫ 1

0

α(x− y)f(y)dy.

On a
sin(2π(x− y)) = − cos(2πx) sin(2πy) + sin(2πx) cos(2πy)

pour que

α(x− y) = −4π

(
x− y − E(x− y)− 1

2

)
(− cos(2πx) sin(2πy) + sin(2πx) cos(2πy))

et le seul terme qui ne se sépare pas comme produit de fonctions de x par une fonction de y est
celui contenant E(x − y), qui vaut 0 si y ≤ x et −1 si y > x. En réalité, il est plus symétrique
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d’ajouter
1

2
à E(x − y), ce qui correspond à

1

2
Sign(x − y). Les autres contributions sont données

par les 4 termes qui, à un facteur global −2π près, sont :

(−i)xe−2iπ(y−x) + ixe2iπ(y−x) − iye2iπ(y−x) + iye−2iπ(y−x)

qui, en tenant compte du facteur −2π, peut se réécrire comme suit :

−η(x) exp(−2iπy) + ξ(x) exp(2iπy)− exp(−2iπx)η(y) + exp(2iπx)ξ(y)

On constate ainsi que ces termes annulent la contribution additionnelle R de rang 4 et on obtient
donc la formule simple suivante pour le noyau de Schwartz µ(x, y) de l’opérateur µ,

Proposition A.3. : (i) L’opérateur µ est donné par la formule

µ(f)(x) = 2π

∫ 1

0

Sign(x− y) sin(2π(x− y))f(y)dy.

(ii) En général, le noyau de Schwartz de l’opérateur associé à la distribution D est égal à la restric-
tion à x, y ∈ [0, L] de D(|x− y|).

Preuve : (i) Découle du calcul précédent.

(ii) D’après (7), pour des fonctions régulières f, g à support dans [0, L], on a :

Q(f, g) =

∫ L

0

((g∗ ∗ f)(y) + (g∗ ∗ f)(−y))D(y)dy =

∫ L

−L

(g∗ ∗ f)(y)D(|y|)dy

où il faut être prudent lorsqu’on double le coefficient de δ0 dans D(|y|). Cette formule reste inchangée

si l’on remplace f(x) par f
(
x+

1

2

)
et g(x) par g

(
x+

1

2

)
, décalant ainsi leurs supports sur

l’intervalle symétrique
[
−L
2
,
L

2

]
. Alors Q(f, g) = 0 lorsque f et g ont des parités opposées. On

utilise ensuite la formule pour trois fonctions f, g, h, h étant paire.∫ L

−L

(g∗ ∗ f)(y)h(−y)dy =

∫
x+y+z=0

g∗(x)f(y)h(z)ω

=

∫
x=y+z

g(x)f(y)h(z)dxdy

=

∫
g(x)

∫
k(x, y)f(y)dydx,

k(x, y) = h(x− y)

où ω est la mesure sur le plan x+ y + z = 0 donnée par |dx ∧ dz| = |dx ∧ dy|. □
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On peut alors étudier numériquement les zéros des polynômes P±
n (s) associés par (21) aux vecteurs

propres des plus grandes et plus petites valeurs propres de la matrice µ(n) de taille 2n+ 1, qui est
la compression de la matrice µ,

µ(n)i,j := µi,j, ∀i, j ∈ {−n, . . . , n}.

Pour n = 1, cette matrice est simplement

µ(1) =


1
2

−1 −1

−1 2 −1

−1 −1 1
2


Ses trois valeurs propres sont {

1

4

(√
57 + 3

)
,
3

2
,
1

4

(
3−

√
57
)}

et les vecteurs propres correspondant à ces valeurs propres sont
1 −3−

√
57√

57−9
1

−1 0 1

1 −−
√
57−3√
57+9

1


Les polynômes P±

1 (s) sont donnés par

P+
1 (s) = 3

(√
57− 7

)
s2 −

√
57 + 3, P−

1 (s) = 3
(√

57 + 7
)
s2 −

√
57− 3

et leurs racines sont réelles et sont des nombres algébriques.

L’étude numérique des valeurs propres et des vecteurs propres de µ(n) indique que les valeurs
propres maximale et minimale sont simples pour n fini, et qu’à la limite, lorsque n → ∞, on ob-
tient le résultat suivant :

Fait A.4 : (i) Les fonctions réalisant le maximum de la matrice µ sont :

f+(x) = sin(πx), f−(x) = cos(πx), ∀x ∈ [0, 1].

(ii) Les fonctions réalisant le minimum de la matrice µ sont :

g+(x) = sin(3πx), g−(x) = cos(3πx), ∀x ∈ [0, 1].

On peut alors déduire les propriétés pertinentes des transformées de Fourier comme suit.
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Proposition A.5. : (i) Les transformées de Fourier h± des fonctions f±
(
x+

1

2

)
sont données

par :

h+(s) =
2π cos

(s
2

)
π2 − s2

, h−(s) =
2 i s cos

(s
2

)
π2 − s2

.

(ii) Les transformées de Fourier k± des fonctions g±
(
x+

1

2

)
sont données par :

k+(y) =
6π cos

(y
2

)
9π2 − y2

, k−(y) = −
2 i y cos

(y
2

)
y2 − 9π2

.

(iii) Les fonctions h± et k± sont des fonctions entières dont tous les zéros sont réels et sont données
par tous les multiples impairs de π, sauf ±π pour h+, ±3π pour k+ et 0 inclus pour h− et k−. (iv)

Les valeurs propres maximale et minimale de la matrice µ sont respectivement
8

3
et −8

5
.

B Vérifications explicites pour N = 1, 2

On fournit des démonstrations concrètes du théorème 5 dans les cas les plus simples N = 1, 2.

B.1 Cas N = 1

Pour N = 1, il suffit de traiter la matrice M(c) suivante pour c ∈ R,

M(c) =


0 −1 −1

−1 c −1

−1 −1 0

 (30)

Les trois valeurs propres sont{
1,

1

2

(
−
√
c2 + 2c+ 9 + c− 1

)
,
1

2

(√
c2 + 2c+ 9 + c− 1

)}
et le graphe montrant la façon dont elles dépendent de c est le suivant :

-4 -2 2 4

-6

-4

-2

2

4
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Les vecteurs propres correspondant sont
−1 0 1

1 X(c) 1

1 Y (c) 1

 , X(c) = −−
√
c2 + 2c+ 9 + c− 3√
c2 + 2c+ 9 + c+ 3

, Y (c) = −−
√
c2 + 2c+ 9− c+ 3√
c2 + 2c+ 9− c− 3

et le graphe montrant la façon dont X(c), Y (c) dépendent de c est le suivant :

-4 -2 2 4

-6

-4

-2

2

4

La transformée de Fourier du vecteur (1, x, 1) est donnée par la fonction s égale à s2(−x)−2s2+4π2x,
et ses racines sont donc réelles exactement lorsque x(x + 2) ≥ 0. Ceci n’est plus vrai lorsque
−2 < x < 0, et cela se traduit par Y (c) pour c < 0. Mais la valeur propre correspondante y(c)
vérifie, pour c < 0 :

1

2

(
−
√
c2 + 2c+ 9 + c− 1

)
= x(c) < y(c) =

1

2

(√
c2 + 2c+ 9 + c− 1

)
< 1

comme le montrent les graphiques pour c < 0, où x(c) apparaît en bleu et y(c) reste compris entre
x(c) et 1.

-5 -4 -3 -2 -1

-5

-4

-3

-2

-1

1

On obtient ainsi :

Proposition B.1. : Pour toute distribution D, la matrice 3 × 3 qn,m, où n,m ∈ {−1, 0, 1}, a la
propriété que les zéros des transformées de Fourier des vecteurs propres correspondant aux valeurs
propres extrêmes sont réels.

Preuve : Notons d’abord qu’il suffit de démontrer le résultat pour la matrice spécifique M(c) de
(30). En effet, de manière générale, la matrice 3× 3 R = qn,m où n,m ∈ {−1, 0, 1} possède tous ses
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éléments hors diagonale donnés par la proposition 4.1, et ceux-ci ne dépendent que de ψ(1) =: a
puisque ψ(0) = 0 et ψ(−1) = −ψ(1) = −a. Ceci montre que :

ψ(n)− ψ(m)

n−m
= a, ∀n,m ∈ {−1, 0, 1}, | n ̸= m.

Si a = 0, les vecteurs propres associés aux valeurs propres extrêmes de R appartiennent à la base,
et leur transformée de Fourier est, d’après (20), un multiple de :

sin(s/2)

s/2− nπ
, n ∈ {−1, 0, 1}

dont les zéros sont tous réels. On peut donc supposer que a = −1. Les valeurs diagonales de R sont
une fonction paire de n ∈ {−1, 0, 1} et, en ajoutant un multiple scalaire de la matrice identité, on
peut supposer qu’elles sont de la forme {0, c, 0} pour un certain c ∈ R. Démontrons maintenant le
résultat pour la matrice particulière M(c) de (30). La valeur de X(c) est toujours positive et donc
la transformée de Fourier du vecteur (1, X(c), 1) a toutes ses racines réelles pour toute valeur de
c. La valeur de Y (c) appartient à l’intervalle interdit (−2, 0) si et seulement si c < 0, mais dans
ce cas, la valeur propre correspondante y(c) n’est pas extrémale car elle est strictement comprise
entre les deux autres x(c) et 1. □

B.2 Démonstration de convexité de la proposition B.1

On considère le cône positif C+ dans l’espace vectoriel C des matrices de la forme :

µ(a, b, c) =


a c c

c b c

c c a

 .

On réécrit d’abord cette matrice en fonction des deux projections orthogonales.

P =


0 0 0

0 1 0

0 0 0

 , Q =


1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3


et la matrice identité 13. On obtient :

(b− a)P + 3cQ+ (a− c)13 = µ(a, b, c)

Les images des projections P et Q engendrent le sous-espace bidimensionnel S, orthogonal au vec-
teur v = (1, 0,−1) appartenant au noyau de P et Q.
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L’angle formé par les deux projections P et Q est déterminé par son sinus carré :

(P −Q)2 =


1
3

0 1
3

0 2
3

0

1
3

0 1
3

 =
2

3
E, E =


1
2

0 1
2

0 1 0

1
2

0 1
2

 ,

où E désigne la projection orthogonale sur E §. Par construction, E commute avec µ(a, b, c). On
considère la base orthonormée de E donnée par les vecteurs v1 = (0, 1, 0) et v2 = ( 1√

2
, 0, 1√

2
). Dans

cette base, les projections P et Q sont données par les matrices µ(a, b, c).

p =

1 0

0 0

 , q =

 1
3

√
2
3

√
2
3

2
3

 .

Toute matrice symétrique réelle 2× 2 peut s’écrire commex y

y z

 =
1

2

(
2x+

√
2y − 2z

)
p+

3y√
2
q + (z −

√
2y)12.

Lemme B.2. : (i) L’application ρ : C → End(E) définie par ρ(T ) := ETE est un isomorphisme
entre C et l’espace vectoriel S(E) des matrices réelles auto-adjointes de E.
(ii) L’image ρ(C+) est l’intersection du cône S(E)+ des éléments positifs de S(E) avec le demi-
espace H.

H :=


x y

y z

 | z ≥
√
2y

 .

(iii) Les rayons extrêmes de C+ sont transformés par l’isomorphisme ρ en rayons extrêmes de
S(E)+ inclus dans H.

(C+)
o

∂H

Proposition B.3. : Les éléments T = µ(a, b, c) ∈ C+ ayant un noyau non nul sont de trois sortes :

§. Note de la traductrice : cette phrase est étonnante.
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1. Si a > 0, alors T appartient à un rayon extrême de C+, et sa restriction à E est un multiple
positif d’une projection de rang un dont le noyau coïncide avec celui de T .

2. Si a = 0 et T n’appartient pas à un rayon extrême de C+, le noyau de T est de dimension 1,
égal à Rv, v = (1, 0,−1).

3. Si a = 0 et T appartient à un rayon extrême de C+, le noyau de T est de dimension 2.
À partir de cette proposition, on obtient une autre démonstration de la proposition B.1.

B.3 Cas N = 2

Considérons l’espace vectoriel C des matrices symétriques réelles de la forme

µ(a, b, y, z, t) =



t+ z b− a b
2

a+b
3

b
2

b− a t+ y a a a+b
3

b
2

a t a b
2

a+b
3

a a t+ y b− a

b
2

a+b
3

b
2

b− a t+ z


La décomposition par blocs utilisant le sous-espace E pour N = 1 fonctionne en général et corres-
pond à la restriction aux vecteurs pairs et impairs, découlant de la commutativité de µ(a, b, y, z, t)
avec la symétrie.

J =


0 0 0 0 1
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

 , J2 = Id.

On considère la base orthonormée des vecteurs pairs, E := {ξ | Jξ = ξ}, définie par :

e1 = (0, 0, 1, 0, 0), e2 =

(
0,

1√
2
, 0,

1√
2
, 0

)
, e3 =

(
1√
2
, 0, 0, 0,

1√
2

)
On obtient ainsi la matrice suivante pour la restriction de µ(a, b, y, z, t) à E :

σ(a, b, y, z, t) =


t

√
2 a b√

2

√
2 a a+ y + t −2

3
(a− 2b)

b√
2

−2
3
(a− 2b) b

2
+ z + t

 .

Pour les vecteurs impairs, on considère la base orthonormée donnée par :

n1 =

(
1√
2
, 0, 0, 0,− 1√

2

)
, n2 =

(
0,

1√
2
, 0,− 1√

2
, 0

)
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et on obtient la matrice suivante pour la restriction de µ(a, b, y, z, t)

α(a, b, y, z, t) =

1
2
(2z − b) + t −2

3
(2a− b)

−2
3
(2a− b) −a+ t+ y


Étudions maintenant les matrices positives µ(a, b, y, z, t) dont le noyau contient le vecteur ξ =
ue1 + ve2 +we3 ∈ E. Cette condition spécifie un sous-espace bidimensionnel K(u, v, w) de C de la
forme :

K = {η = (a, b, y, z, t) | y →
bw
(
3
√
2v − 8u

)
6uv

−
a
(
3
√
2u2 + 3uv − 2uw − 3

√
2v2
)

3uv
,

z →
av
(
2u+ 3

√
2w
)

3uw
−
b
(
3
√
2u2 + 8uv + 3uw − 3

√
2w2

)
6uw

, t→ −
√
2av

u
− bw√

2u
}

et il faut déterminer si ce sous-espace contient un élément positif de C. Une matrice hermitienne
2× 2 est positive si et seulement si ses deux valeurs propres réelles sont positives, ce qui équivaut
à la positivité de sa trace et de son déterminant. On applique ce résultat à la matrice α(η) et à
la restriction de σ(η) à l’orthogonal du vecteur ξ. On obtient ainsi les 4 conditions de positivité
suivantes :

1. Trace de α ≥ 0

−3
√
2au+ 6av − 2aw + 4bw

3v
− −4av + 3

√
2bu+ 8bv + 6bw

6w
≥ 0.

2. Det de α ≥ 0.

−2a2v
(√

2u+ 2(v + w)
)
+ ab

(
3u2 +

√
2u(7v + 2w) + 8v2 + 6vw − 2w2

)
+ 2b2w

(√
2u+ 2(v + w)

)
3vw

≥ 0.

3. Trace de σ ≥ 0

2a
(
−3u2w +

√
2u
(
v2 + w2

)
− 3v2w

)
− b

(
3u2v + 4

√
2u
(
v2 + w2

)
+ 3vw2

)
3
√
2uvw

≥ 0

4. Det de σ ≥ 0.

−
(
u2 + v2 + w2

) (
2
√
2a2v + ab

(√
2(w − 4v)− 3u

)
− 2

√
2b2w

)
3uvw

≥ 0.

D’autre part, le polynôme associé à ξ = ue1 + ve2 + we3 ∈ E est :

P (s) = s4u+
√
2s4v +

√
2s4w − 20π2s2u− 16

√
2π2s2v − 4

√
2π2s2w + 64π4u

qui ne dépend que de s2 et qui a des racines réelles lorsque le polynôme de degré 2 :

ux2 − 20π2ux+ 64π4u+
√
2vx2 − 16

√
2π2vx+

√
2wx2 − 4

√
2π2wx

a des racines positives, c’est-à-dire que la somme et le produit des racines sont positifs, ce qui donne
les deux conditions suivantes : ¶

5u+
√
2(4v + w)

u
> 0,

u+
√
2v +

√
2w

u
> 0. (31)

¶. On utilise le polynôme réciproque.
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En fait, on peut supposer que w ̸= 0, car sinon on se réduit au cas n = 1. Ainsi, on prend w = 1,
et (31) se réduit aux cas suivants :(

u < 0 ∧ v < −u−
√
2√

2

)
∨

(
0 < u < 3

√
2 ∧ v > −5u−

√
2

4
√
2

)
∨

(
u ≥ 3

√
2 ∧ v > −u−

√
2√

2

)
.

(32)

v=-1-u/ 2

(- 2 ,0)

v=-
1

4
-
5 u

4 2

(3 2 ,-4)u≤0

u≥0

v=-1-u/ 2

-4 -2 0 2 4 6 8

-8

-6

-4

-2

0

2

4

Le graphique ci-dessus illustre la région du plan (u, v) proche de l’origine qui garantit que les zéros
du polynôme associé P sont réels.

Réduisons maintenant les quatre conditions de positivité ci-dessus et comparons-les à (32).

Cas u ≤ −
√
2. Dans ce cas, la réduction des quatre conditions de positivité ci-dessus donne ‖ :(

v < 0 ∨ 0 < v <
1

2

(√
2(−u)− 2

))∥∥∥u = −
√
2 ∧ v < 0

ce qui implique (32).

Cas −
√
2 < u < 0. Dans ce cas, la réduction des 4 conditions de positivité ci-dessus donne :

−
√
2 < u < 0 ∧ v < 1

2

(√
2(−u)− 2

)
ce qui implique (32).

‖. Note de la traductrice : dans cette ligne, que signifie la double barre verticale ?
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Cas 0 < u < 3
√
2. Dans ce cas, la réduction des 4 conditions de positivité ci-dessus donne :(

0 < u <

√
2

3
∧

(
1

8

(
−3

√
2u− 2

)
+

√
3
√
u

2 4
√
2

< v < 0 ∨ v > 0

))
∨

(
u =

√
2

3
∧ v > 0

)

∨

(√
2

3
< u ≤ 3

√
2 ∧

(
1

8

(
−3

√
2u− 2

)
+

√
3
√
u

2 4
√
2

< v < 0 ∨ v > 0

))

et les solutions forment la partie supérieure du graphe de la fonction :

f(u) =
1

8

(
−3

√
2u− 2

)
+

√
3
√
u

2 4
√
2
.

Ainsi, pour comparer avec (32), il faut vérifier que le graphe de f sur l’intervalle [0, 3
√
2] est situé

au-dessus du graphe de la fonction v = − 5u

4
√
2
− 1

4
. Ceci se voit sur le graphe ci-dessous.

v=-
1

4
-
5 u

4 2

v=f(u)

1 2 3 4

-4

-3

-2

-1

Cas u > 3
√
2. Dans ce cas, la réduction des quatre conditions de positivité ci-dessus donne :(

1

2

(√
2(−u)− 2

)
< v <

1

8

(
−3

√
2u− 2

)
−

√
3
√
u

2 4
√
2

∨ 1

8

(
−3

√
2u− 2

)
+

√
3
√
u

2 4
√
2

< v < 0 ∨ v > 0

)
.

Dans la première partie, la condition −1 − u/
√
2 < v implique (32). La seconde condition signifie

que l’on se trouve au-dessus du graphe de la fonction f(u). Il nous faut donc montrer que pour
u > 3

√
2, le graphe de f est situé au-dessus de celui de −1−u/

√
2. Ceci découle de l’inégalité entre

les pentes :
−3

√
2/8 > −1/

√
2

et de ce qui suit :

v=-1-
u

2

v=f(u)
5 6 7 8 9 10

-8

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1
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On peut ainsi conclure que si un vecteur pair ξ = ue1 + ve2 + we3 ∈ E appartient au noyau d’une
matrice positive µ(a, b, y, z, t), alors les zéros du polynôme associé sont réels. Cependant, il convient
d’examiner la possibilité qu’un vecteur impair non trivial appartienne au noyau d’une matrice po-
sitive µ(a, b, y, z, t).

Considérons maintenant le cas où un vecteur impair η = un1+ vn2 est dans le noyau d’une matrice
positive µ(a, b, y, z, t). Dans ce cas, la restriction à la partie impaire sera un multiple d’une projection
unidimensionnelle P1 et nous devons donc d’abord résoudre l’équation :

α(a, b, y, z, t) =

 cos2(β) sin(β) cos(β)

sin(β) cos(β) sin2(β)


La solution est donnée par :{
b→ 2a+

3

2
sin(β) cos(β), z → 1

4

(
−4 sin2(β) + 4 cos2(β) + 3 sin(β) cos(β)

)
+ y, t→ a+ sin2(β)− y

}
On considère ensuite la restriction de la matrice solution à sa partie paire.

a+ sin2(β)− y
√
2a

2a+ 3
4
sin(2β)√
2

√
2a 2a+ sin2(β) 2a+ sin(2β)

2a+ 3
4
sin(2β)√
2

2a+ sin(2β) 2a+ 3
4
sin(2β) + cos2(β)


et on calcule son polynôme caractéristique. On applique ensuite la règle suivante :

Fait B.4. : Soit P (x) = xn +
∑
ajx

n−j un polynôme unitaire dont toutes les racines sont réelles.
Alors toutes ses racines sont ≥ 0 si et seulement si (−1)jaj ≥ 0 pour tout j ∈ {1, . . . , n}.

On obtient ainsi les 3 doublons de “conditions de positivité” suivants :
1. −a3 ≥ 0,

1

8

(
4a sin(β) + cos(β)

(
3 sin2(β)− 2a

)) (
4 sin3(β)− 4y sin(β) + cos(β)

(
8y − 11 sin2(β)

))
≥ 0,

2. a2 ≥ 0,

−13

4
a sin(2β)−

(
2a+

1

2

)
cos(2β)− 4ay+5a+

3

4
sin(2β)− 3

8
sin(4β)+

33

64
cos(4β)− 3

4
y sin(2β)− y− 1

64
≥ 0,

3. −a1 ≥ 0,
5a+ 2 sin2(β) + cos2(β) +

3

2
sin(β) cos(β)− y ≥ 0.

La solution de l’existence de (a, y) satisfaisant ces inégalités pour une valeur donnée de β est donnée
par les trois cas suivants. Dans chacun d’eux, nous représentons graphiquement la valeur de − cot(β)
qui donne la composante v du vecteur n1+vn2 dans le noyau de la matrice positive µ(a, b, y, z, t). On
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constate que toutes les valeurs de v apparaissent, sauf celles de l’intervalle
(
−2,−1

2

)
. Le polynôme

associé au vecteur un1 + vn2 est :

Q(s) = 2
√
2
(
−2πs2u− πs2v + 8π3u+ 16π3v

)
et ses racines sont réelles si et seulement si :

8π2(u+ 2v)

2u+ v
≥ 0

Ce qui, pour u = 1, est réalisé si et seulement si v /∈
(
−2,−1

2

)
, comme le montre le graphique de

la fonction
2v + 1

v + 2
.

Enfin, l’étude détaillée des valeurs admissibles de β est présentée ci-dessous.

-3.1 -3.0 -2.9 -2.8 -2.7

-25

-20

-15

-10

-5

-π < β < −2ArcTan
(√

5 + 2
)

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.5

-5

5

2 ArcTan
(

−
√
5−1
2

)
< β <

-2 ArcTan
(
2−

√
5
)

1.5 2.0 2.5 3.0

2

4

6

2 ArcTan
(√

5−1
2

)
< β ≤ π

Figure 3 : Trois conditions sur β illustrées par les graphiques correspondants.
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