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Résumé : Pour une distribution réelle D sur lintervalle [0, L], munie de la distribution paire associée
D sur l'intervalle [—L, L], nous démontrons que si la forme quadratique associée, munie d’un noyau de
Schwartz, 5(3; —y), définit un opérateur auto-adjoint minoré sur L> ([—%, é] ), dont la plus petite valeur
spectrale A est une valeur propre simple et isolée, associée a la fonction propre paire &, alors tous les zéros
de la transformée de Fourier de £, £(z), appartiennent a la droite réelle. La démonstration se déroule en
cinq étapes.

(1) Nous donnons une preuve C*-algébrique d’un corollaire du théoréme de structure de Carathéodory-
Fejér (1911) pour les matrices de Toeplitz : si T' € M,,(C) est une matrice de Toeplitz hermitienne,
semi-définie positive, de rang n — 1, et si £ € Ker T, alors le polynome P(z) = > &;27 a tous ses
zéros sur le cercle unité.

(2) Nous formulons et démontrons un analogue continu de ce résultat, en remplagant la matrice de
Toeplitz par un opérateur de convolution & noyau continu h(z — y), et le polyndéme P(z) par la
transformée de Fourier de la fonction propre associée a la plus grande valeur propre.

(3) Nous analysons les troncatures de dimension finie des formes quadratiques définies par des dis-
tributions réelles paires D sur [—L, L], et observons que les matrices résultantes présentent une
structure déja rencontrée dans les développements perturbatifs de I’action spectrale.

(4) Nous établissons un analogue du corollaire de Carathéodory-Fejér pour les matrices de cette struc-
ture particuliére, étendant ainsi le résultat de localisation des zéros au-deld du cadre classique de
Toeplitz.

(5) Enfin, nous appliquons un théoréme classique de Hurwitz concernant les zéros des limites uniformes
de fonctions holomorphes pour en déduire le résultat général énoncé ci-dessus.

1 Introduction

Le théoréme de Carathéodory-Fejér de 1911 [5] (voir aussi [4, Théoréme 1.3.6]) décrit la structure
des matrices de Toeplitz hermitiennes semi-définies positives comme suit. Soit
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Alors, si T est semi-définie positive de rang r, il existe des points distincts z1,...,2, € T C C (le
cercle unité) et des poids positifs aq, ..., a, > 0 tels que :
T=VDV*
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et D = diag(ay, ..., a,) est une matrice diagonale & coefficients réels positifs.

Dans notre travail sur les systémes d’opérateurs [10], nous avons montré comment le théoréme
ci-dessus peut étre déduit de la théorie de la dualité des systémes d’opérateurs. Cette factorisa-
tion joue également un role central dans la démonstration de la positivité de Weil tronquée dans |7].

Un corollaire direct du théoreme de Carathéodory-Fejér est le suivant :

Corollaire 1.1 : Soit T' € M, 1(C) une matrice de Toeplitz hermitienne, semi-définie positive, de
rang n, et soit & € Ker T'. Alors, tous les zéros du polynéme

n
P(z) =) &2
§=0
se trouvent sur le cercle unité.

Ce corollaire présente une saveur remarquable de théorie des nombres, faisant écho a I’analogue de
I'hypothése de Riemann pour les corps de fonctions ; voir [12] pour une discussion plus approfondie
de ce lien. En théorie des nombres, les matrices de Toeplitz de ce type apparaissent naturellement,
et le corollaire s’applique pour montrer que les zéros du polynéme P(z) associé & un vecteur propre
de la plus petite valeur propre d’une telle matrice sont tous situés sur le cercle unité. La principale
difficulté dans ce contexte devient alors la vérification que zéro est bien la plus petite valeur propre
(simple) de T'.

Dans le présent article, nous étudions un analogue distributionnel du corollaire, motivé par sa per-
tinence potentielle pour 'hypothése de Riemann elle-méme. Notre approche se déroule en plusieurs
étapes :

1. Nous présentons une démonstration C*-algébrique du corollaire 1.1.

2. Nous formulons et démontrons un analogue continu du corollaire 1.1, dans lequel la matrice
de Toeplitz est remplacée par un opérateur de convolution & noyau continu h(x — y) et ou le
polynéme P(z) est remplacé par la transformée de Fourier de la fonction propre associée a la
plus grande valeur propre.

3. Nous analysons les troncatures finies des formes quadratiques définies par des distributions
paires réelles D a support sur [—L, L] et observons que les matrices résultantes présentent
une structure déja rencontrée dans les développements perturbatifs de I'action spectrale.

4. Nous démontrons un analogue du corollaire 1.1 pour des matrices de ce type particulier. Enfin,
en utilisant un résultat classique de Hurwitz sur les zéros des limites uniformes des fonctions



holomorphes, nous déduisons le théoréme général suivant :

Théoréme 1.2. : Soit L > 0, D une distribution réelle sur intervalle [0, L] et D la distri-
bution paire associée sur [—L, L]. Supposons que la forme quadratique & noyau de Schwartz
~ L L

D(z —y) définisse un opérateur auto-adjoint minoré A sur L* ([—5, 5]), et que le minimum

de son spectre soit une valeur propre simple et isolée A, avec une fonction propre paire §.

Alors, tous les zéros de la transformée de Fourier de la fonction £(z), z € C, sont situés sur
la droite réelle.

Pour la formulation précise, nous renvoyons au théoréme principal; la formulation ci-dessus est
légérement imprécise, comme indiqué dans la remarque 4.3. Au cours de la démonstration, nous
rencontrons plusieurs exemples illustratifs et cas particuliers. Une vérification matricielle détaillée
du théoréme est fournie en annexe.

Remerciements : WvS remercie Teun van Nuland pour ses discussions fructueuses. Les auteurs
sont reconnaissants a un relecteur anonyme pour ses nombreuses suggestions et commentaires.

2 Cas de Toeplitz :

Rappelons le systéme d’opérateurs C*(Z) 41y € C*(Z) défini par troncatures de Fourier sur 'in-
tervalle [—n,n] C Z de [10]. 1l s’agit du systéme d’opérateurs dual du systéme d’opérateurs des
matrices de Toeplitz, qui permet en particulier d’associer une forme linéaire positive L1 & toute
matrice de Toeplitz positive T :

Lr:C(L)peny = C; [ Y frck.

k=—n

Notons qu’une matrice de Toeplitz réelle positive T' de taille n 4+ 1 peut étre écrite sous la forme
suivante :

C C1 Cn
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T = ; (Ck € R)
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Le point de départ de notre démonstration du corollaire 1 est le résultat purement x-algébrique
suivant :

Proposition 2.1. : Soit T = (¢;) une matrice de Toeplitz réelle positive de dimension (n+ 1) et
de rang n, et soit (a;)7_, un vecteur réel de Ker T'.

1. L’idéal J de A = C[X, X '] engendré par P =) a; X7 est stable par involution canonique,
(aX™)* :=aX ™, de C[X, X
2. Les monémes X7 (j=0,...,n— 1) forment une base de A/J.

3. Il eziste une unique forme linéaire ¢ sur le quotient A/J telle que :

o(X7) =c;,Vj€{0,...,n—1} (1)
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La forme linéaire ¢ est positive sur la x-algebre A/J.

Preuve : (1) On a J* = J puisque P(X) est soit palindromique, soit antipalindromique, c’est-a-dire
an—; = Fa; pour tout j = 0,...,n. En effet, du fait de la structure de T" en tant que matrice de
Toeplitz, si (a;); appartient au noyau de T, alors (a,_;); en fait partie. De plus, ce noyau étant
unidimensionnel, on a a,_; = Aa;, d’ot a; = A\%a;, ce qui implique A = £1. Mais alors

P(X) =) a;X 7 =+X "P(X)
j=0

comme affirmé.

(2) Puisque T est de rang n, on a ay # 0 (voir [12, Lemme 33| ou en montrant directement que
si ap = 0, alors (aj41)}—y avec a,y; = 0 appartient également a Ker T'). Ainsi, X est inversible
dans C[X]/J" ou J' = PC[X], car modulo P, on a ag+ X@Q = 0 pour Q = (P — ay)/X. L’anneau
A = C[X, X71] est la localisation de C[X] en X, et la localisation commute avec les quotients [2,
Proposition 3.3 et Corollaire 3.4|, puisque X n’est pas un diviseur de zéro modulo J'. Comme X est
inversible dans C[X]/J’, la localisation en X ne modifie pas C[X]/.J’, et on obtient ainsi 1’é¢galité
A/J = C[X]/J, ce qui démontre la conclusion.

(3) Découle de (2).

(4) Soit ¢ : A — C l'unique forme linéaire qui s’annule sur I'idéal J et vérifie (1). Afin de montrer
que ¢ est positif, nous montrons d’abord que ¢(X7) = ¢; pour tout j =1,...,n—1. On a

HXTIP) =0 = app(X ZW (X7 =0 = app(X Zajcj = 0.

Puisque (a;) € Ker T', on a, en fonction de la deuxiéme ligne de 7', que :

n
E Cj—1a; = 0
Jj=0

et donc ¢(X ') = ¢_; = ¢;. Ce raisonnement peut étre répété en considérant les lignes suivantes
de T pour obtenir par récurrence que ¢(X %) = c_;, = ¢;. Notons que, d’aprés la premiére ligne de
T, il découle également que ¢(X™) = ¢,. On conclut que ¢(X?) = ¢|; pour tout j = —n,...,n.

Pour montrer que ¢ est positif, c’est-a-dire que ¢(f* * f) > 0 pour tout f € A, remarquons que la

valeur de ¢(f* * ¢g) ne dépend que des classes de f et g dans A/J. Ainsi, en posant f = Zg_l 1 X7,
on obtient alors

S )= [ifed X)) =" fifecjy = (f | Tf) =0

ce qui montre (4). O



Proposition 2.2. : Soit T = (c) une matrice de Toeplitz positive de dimension (n+ 1) et de rang
n. Si (a;)i— est un vecteur de Ker T, alors le polynome P(z) = 3 a;27 a tous ses zéros sur le
cercle unité de C.

Preuve : La forme linéaire positive ¢ sur A s’annulant sur J définit une forme linéaire positive sur
la C*-algébre enveloppante C*(Z) de I'algébre involutive A, c’est-a-dire une mesure positive sur le
dual de Pontrjagin U(1) de Z. Cette mesure est supportée par les n valeurs propres de ’élément
unitaire m(X) associé¢ & X dans la GNS-représentation® 7 de (A, ¢), qui est de dimension n par
construction. Puisque P € J C Ker 7, ces valeurs propres correspondent aux racines du générateur
P de J, qui sont donc toutes de module un. 0]

Remarque 2.3. : En général, lorsque le noyau de 7" est de dimension supérieure a 1 (autrement dit,
lorsque la valeur propre extréme n’est pas simple), la décomposition de Carathéodory-Fejér établit
une équivalence entre ’appartenance au noyau et ’annulation du polyndéme correspondant sur les
nombres complexes de module 1 apparaissant dans cette décomposition. Ainsi, si le nombre de ces
nombres complexes est strictement inférieur & n, cette condition sera satisfaite par des polyndémes
ayant ces nombres complexes particuliers comme zéros, mais pouvant avoir par ailleurs des zéros
quelconques. Cela signifie que, de maniére générale, le théoréme n’est pas vérifié si la valeur propre
n’est pas simple. La formulation correcte du théoréme est la suivante : I'intersection des zéros des
différentes fonctions propres se situe sur le cercle unité. Ceci rappelle la notion de radical (noyau)
d’une forme quadratique.

3 Le cas du noyau continu

Dans cette section, nous étendrons le cas de Toeplitz au cas continu.

Théoréme 3.1. : Soit h € C([—L, L]) une fonction réelle continue paire. Soit K ['opérateur sur
L*([0, L)) défini par :

(K)w) = [ b= ) )y ®)

Alors K est un opérateur auto-adjoint compact. Supposons que sa valeur propre de plus grand mo-
dule soit simple et soit £ € L*([0, L)) son vecteur propre. Si l’on prolonge & & un élément de L*(R)
de sorte qu’il s’annule en dehors de [0, L], alors tous les zéros de la fonction & appartiennent a

RcC.

Preuve : L’opérateur K de (2) est de classe de Hilbert-Schmidt puisque h(z — y) est de carré
intégrable. On approche d’abord K par des opérateurs de rang fini comme suit. Puisque la fonction
h est continue réelle et méme sur [— L, L], on peut trouver, étant donné € > 0, « > 0 et des scalaires
hj e Rpour j=0,...,L/a= N €N, tels que, avec j(z) désignant la partie entiére de z/c, on a

|h(:13 — y) — h|j(x)_j(y)|| <€, Vr,y € [O, L]

*. représentation de Gelfand-Naimark-Segal.
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FIGURE 1 : Approximation de h(|z — y|) et matrice de Toeplitz réfléchie (par symétrie par rapport a 'axe ).

e

FIGURE 2 : Contour d’intégration pour la définition de la projection P dans I’équation (3).

Ceci découle du choix de o > 0 et des scalaires h; € R tels que Vo € [0, L]

h(z) —hil <€, Villj—j(z)] <1,
comme on le voit en comparant j(|x — y|) avec |j(z) — j(y)|-

Soit y; la fonction caractéristique de l'intervalle I; := {x | j(x) = j} et T la matrice de Toeplitz
Tom = hjp—m|, on obtient ainsi I'inégalité

h(z—y) =Y TomXn(@)xmy)| <€, Va,y €0, L]

Il découle du contréle de Hilbert-Schmidt de la norme que ’on obtient ainsi une suite R, d’opé-
rateurs de rang fini convergeant en norme vers K, chacun de la forme', avec T une matrice de
Toeplitz symétrique réelle et x; des fonctions caractéristiques d’intervalles :

R, =Y Tyl xil, K =Ry —0.

Soit alors £ un vecteur propre de norme 1 associé a la valeur propre A de K de plus grand module;
sans perte de généralité, on suppose que A > 0. La projection spectrale P, obtenue par intégrale
de Cauchy de la résolvante de K le long du contour C' (voir figure 3), isole A du reste de Spec K.

1
P=— [ (:=K)\d
i (2~ Kz 3)

1. Note de la traductrice : ici, il semblerait qu’il manque quelque chose.



est de rang un, et P¢ = £. Définissons P, par la méme formule en remplagant K par R,,. Ceci est
cohérent pour n suffisamment grand, car |K — R,|| — 0 lorsque n — co. On a alors P, — P en
norme, et donc P, est de rang un pour n suffisamment grand. Posons &, = P,£. On a alors &, — &
en norme. Montrons que pour n suffisamment grand, &, est un vecteur propre de R,, associé a la
plus grande valeur propre.

Par construction, pour n suffisamment grand, il s’agit d’'un vecteur propre non nul de R, et le seul
sur 'intervalle compris entre la borne inférieure et la borne supérieure de C. Puisque nous avons
choisi || K| + 1 comme borne supérieure, il s’ensuit que, pour n suffisamment grand, il s’agit de la
plus grande valeur propre de R,,. On peut donc affirmer que £ est la limite de la norme de la suite
&, ou, pour chaque n, &, est de la forme :

fnZZanj, Zajzj:O R = |z2|=1

et ou les yx; sont les fonctions caractéristiques des N = L/a intervalles I; = Iy + jo,
0 < j < N formant une partition de [0, L). On calcule maintenant la transformée de Fourier de &,.
La transformée de Fourier de yq est

« i (—1 —ias
Xo(s) = / exp(—isz)dxr = w.
0 s
On a x;(z) = xo(x — j @), et cela donne Y;(s) = exp(—isaj)Xo(s) de telle facon que I'on obtient
P(z) =

En(s) = Plexp(—isa))Ro(s), >4

Ainsi, les zéros de En sont I'union de I’ensemble {27}7” |n€Z,n+# O} des zéros de Y, avec I’ensemble
des nombres complexes s tels que exp(—isa) soit une des racines de P(z). Or, nous savons (d’apreés
le cas de Toeplitz, Proposition 2.2) que toutes ces racines sont de module 1. Pour chaque racine z
de P(z) =0, soit s € R tel que exp(—isia) = zi, 'ensemble Z des zéros de En est alors :

2 2nm
Z:{E]nez n;«éO}Uk{sk+—\neZ}cR.

-~

Puisque la suite &, converge vers & dans L?[0, L], on trouve pour les fonctions enticres é\n(s) et £(s)
que :

—~ ~ L N
E(s) = &u()] < 1€ = &ule /0 2360,

On en déduit que la suite é\n(s) converge uniformément vers £(s) sur les sous-ensembles compacts
de C. Ainsi, le théoréme de Hurwitz montre que tous les zéros de £(s) sont réels. U

4 Forme quadratique () associée a une distribution

Soit L > 0. On part d’une distribution D sur lintervalle [0, L], c’est-a-dire une forme linéaire
continue sur C*([0, L]), formellement définie par :

_ /O f@)D(x), VfeC™(o,L])



et on l'utilise pour définir une distribution paire D sur [—L, L] par symétrisation :

D(f) :=D(f)+D(f), [f(z):=[f(-=), Ve e[-L, L] (4)

Notons que 13( f) reste défini lorsque f est lisse sur [0, L] et [—L, 0], mais pas nécessairement lisse
en 0. On consideére I'espace de Hilbert H := L?([0, L], dz) muni d’une base orthonormée

U,(z) := L2 exp(2mina/L), Vz € [0,L], n € Z. (5)

Ces fonctions sont étendues a € R de sorte qu’elles s’annulent pour x ¢ [0, L]. On utilise alors
I'involution f*(x) := f(—=x) et la convolution

(f*9)(y) = / F(@)aly — ).

On utilise ensuite D pour obtenir une forme hermitienne dense () sur les polynémes trigonomé-
triques par :

L
Moo =B +9) = [ (" «)a) + (" <)(=2)) Dla). ()
dont la matrice dans la base orthonormée U, est donnée par :

(UnlUn)q = / (U2 % U) ) + (U2 % Un) (—9) D(y)dy. (7)

On suppose que cette expression définit une forme quadratique auto-adjointe minorée dont le spectre
posséde une valeur propre isolée & son minimum et nous nous intéressons au vecteur propre 7 as-
socié & cette plus petite valeur propre (supposée simple).

Pour D = §, la masse de Dirac en y =0, on a :

/0 (U * Un)(y) + (U, * Un)(=y)) D(y)dy = 2(Uy, + Un)(0) = 2/0 Un(2)Un(z)dz = 2(Un|Un)

Ce qui montre qu’en ajoutant & D un multiple de dy, on peut supposer que la forme quadratique
@) est positive et que le vecteur propre n appartient au radical (i.e. au noyau) de cette forme
quadratique, c’est-a-dire que l'on a :

(Unlmo =0, VnelZ.

Par analogie avec le cas de Toeplitz, on souhaite obtenir une forme linéaire positive sur le quotient
de l'algebre de convolution des fonctions sur R par l'idéal engendré par 7, permettant ainsi de
prolonger la forme quadratique ). On obtiendrait alors un analogue du corollaire 1 en montrant



que les zéros de la fonction 77 sont tous réels.

Au lieu de traiter directement cette situation de dimension infinie, notre stratégie consiste a calculer
d’abord la matrice (7), & observer qu’elle posséde une forme particuliére déja rencontrée dans la
théorie des perturbations de ’action spectrale, et & démontrer une forme matricielle de la réalité
des zéros des transformées de Fourier des vecteurs propres les plus bas. Le résultat de dimension
infinie s’en déduit ensuite par approximation a l’aide du théoréme de Hurwitz, comme dans la
démonstration du théoréme 3.

4.1 Matrice de la forme quadratique ()

Pour y € [0, L], on a, pour n # m, en utilisant U,,(t) = 0 pour ¢t < 0 et U,(x) = 0 pour z > L,

W2 U) = [ Uity = 2)U@)de = [ Tale =) (w)ds
1 L

=7 / exp(2mim(y — x)/L + 2minx/L)dz
y

= exp(QW[Z;my/L) /y exp(2mi(n — m)x/L)dz

_ exp(2mimy/L)

2mi{mn — m) (exp(2mi(n — m)x/L))g

_exp(2mimy/L) — exp(2miny/L)

2mi(n —m)
De plus, et toujours avec y € [0, L], on a :
(Un Un)(=y) = Uy, x Un)*(y) = (Uy; % Un)(y)-
exp(2mimy/L) — exp(2miny/L)

Ainsi, puisque la formule

n#metyel0,L]:

, est symétrique en n, m, on obtient pour
2mi(n —m)

(U« U () + (U2 + U,)(—y) = 2% (exp(27rimy/L) — exp(?m'ny/L))

2mi(n —m)

_ sin(2rmy/L) — sin(2wny /L)
7(n —m) '

Pour m = n, le méme calcul donne

(Ur«Up,)(y) = % / exp(2min(y — x)/L + 2minz/L)dx = (1 — y/L) exp(2miny/L)

et

(Un * Un)(y) + (Uy * Up)(—y) = 2Re (1 — y/L) exp(2miny /L)) = 2(1 — y/L) cos(2mny/L). (9)
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On peut résumer le calcul ci-dessus comme suit :

Proposition 4.1 : Soit D défini ci-dessus et @) la forme quadratique @ de (7).
1 L

Soit Y (z) == — / sin(2mz(1—y/L))D(y)dy. Les éléments ¢y, , de la matrice () sont donnés comme
m™Jo

suit :
v =)
m-—n
G = (10)
' (n), sin=m.

Preuve : On a, pour n # m, en utilisant (7), (8) et I'égalité

UnlUno = / (U2 * Un) () + (U2 * U)(—9)) D()dy

_ /L sin(2rmy/L) — sin(2mny /L)
0 m(n —m) n—m

Pour n = m, on a, en utilisant (7), (9)

UalUn)o =2 / (1 — y/L) cos(2mny/ LYD(y)dy = 0,i(x)]s—n

ce qui donne I’égalité recherchée. O

4.2 Les valeurs diagonales

La proposition 4.1 donne les valeurs diagonales de la matrice de forme quadratique (), mais contrai-
rement aux valeurs hors diagonale qui ne dépendent que des premiéres composantes de Fourier de
la distribution D, les valeurs diagonales impliquent toutes les composantes de Fourier de D. Ceci
découle des égalités suivantes :
! ik
2 1 —x)exp(2mi kx) cos(2mnx) de = ——, Vk # +n;
| = oyexpiemihe) costemna)y do = —B s i £
1
+— Vn # 0.

1
1
/0( x) exp(2minx) cos(2mnx) dx 5t 1

En effet, ces égalités montrent que le coefficient de Fourier a; de D(z) apparait dans le terme
diagonal gy, car, pour n # 0,

ik 1 1 [ {
nn — 0 - a—— S\an a_p — |\ —Qn — —Q_pn | .
. k;n kwk2—7m2+2( * >+47r <n n )
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Puisque la distribution D(x) est a valeurs réelles, on a a_, = @ de sorte que les termes ikay et
i(—k)a_j = ika, s'additionnent pour donner une contribution réelle pour k # £n. Avec a, = xp+iyx
pour k£ > 0, on obtient pour k # n :

ikag +i(—k)a_p = —2kyy
ce qui donne la premiere contribution a gy, :
> v
L ——ry
k>0,k#n
Pour k = n, on obtient les deux termes

1( N )+ 1 ) ) 1
—\Qp A_n — | —Qp — —QQ—p | = Tp — Ypn7—".
2 4T \n n Y 2mn

Pour n =0 " )
i
qo0 = Zakm +ao = To — Zykz%

k40 k>0

Proposition 4.2. : Soit N € N. Les matrices (¢;;), i,j € {—N,...,N}, obtenues a partir des
distributions D par la proposition 4.1, sont toutes des matrices de la forme suivante, ot a; et b;
sont des nombres réels tels que a_; = a; et b_; = —b;, Vi € {—N,...,N}

b; —b; o .
Gii = ai, Vi, G%ij = j]’ Vi # i i,j € {=N,...,N}. (11)
De plus, étant donné une matrice QQ = (¢, j), 1,7 € {—N,...,N} de la forme ci-dessus, il existe
une unique distribution réelle D(x) dont toutes les composantes de Fourier a, = 0 pour n ¢
{=N,...,N} et dont la matrice associée est ().
Preuve : La proposition 4.1 montre que les matrices (¢;;), ¢,7 € {—N,..., N} obtenues & partir

des distributions D par la proposition 4.1 sont de la forme donnée par (11). Montrons que, récipro-
quement, toute matrice de la forme (11) apparait.

L’égalité o (z) = L fOL sin(2rz(1 — y/L))D(y)dy de la proposition 4.1 donne, en termes des coeffi-

T

cients de Fourier ay = x) + iyy de D(x), pour n € Z, en prenant L = 1 par souci de simplicité :

1 1 1 1 1
P(n) = ——/ sin(27mny)D(y)dy = ——ap — ——a_p = —Yp.
0 T

T 271 211

Ainsi, les coefficients de la matrice ¢;; pour ¢ # j déterminent les nombres réels y; qui sont les
parties imaginaires des coefficients de Fourier a5 de D. Ces parties imaginaires contribuent ensuite
comme suit a la valeur diagonale, pour n # 0 :

1 2k
nn — dn T YnT — 5 19 12
n, v 4 2mn + Z ykmﬂ — wk? (12)
k>0,k#n
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On peut ainsi choisir la partie réelle x,, des coefficients de Fourier a,, de D pour obtenir des valeurs
diagonales arbitraires a;, selon les besoins. De plus, les valeurs hors diagonale déterminent de ma-
niére unique les parties imaginaires y,, des coefficients de Fourier de D(z) pour n € {—N,..., N},

et les valeurs diagonales déterminent alors de maniére unique les parties réelles x,, des coefficients
de Fourier de D(z) pour n € {—N,...,N}.

Remarque 4.3. Il est important de partir d’une distribution D sur [0, L] et de définir ensuite
la forme quadratique associée a l'aide de (6), plutot que de partir d’'une distribution paire sur
[—L, L]. Par exemple, la dérivée ¢ de la distribution de Dirac en 0 € [0, L] donne lieu & une forme
quadratique non nulle, tandis que la distribution paire associée, obtenue par symétrisation, est égale
a 0.

4.3 Relation avec ’action spectrale

Il existe une analogie étroite entre la forme quadratique dans (11) et la dérivée seconde par rapport
aux perturbations de action spectrale [6], comme nous allons 'expliquer. Supposons que 'on
considére un opérateur auto-adjoint linéaire D dans un espace de Hilbert de dimension finie, dont le
spectre simple est étiqueté par {); }éV:_ ~» avec des vecteurs propres correspondants {e; }. Supposons

que nous ayons une matrice réelle symétrique positive Q = (g;;), i,j € {—N, ..., N} définie comme
suit : b b
=
4ij = ’ ! (13)
a; =]

pour certains a;,b; € R. La forme quadratique () est donnée en termes du produit scalaire de
Hilbert comme suit :

Q(f,9) =(Qf [ 9) = (/| Qg). (14)

Considérons maintenant une fonction paire et réguliére f:R — R. Sous les perturbations
D +— D+ A, on peut calculer que la forme quadratique donnée par la dérivée seconde de Gateaux
de l’action spectrale est de la forme [13, 20, 19, 15, 16].

1 d?
a2 (f(D+1tA)) |i=0 = Z AijAjidi;
0]
ou ¢;; est exactement comme dans (11) pour b; = f'(N\;), a; = f"(\) et \; = 4, le spectre de
I'opérateur de Dirac D = Dg: sur le cercle.

5 Cas pair de dimension finie

Dans cette section, nous traitons le cas pair général de dimension finie. On considére une matrice
réelle symétrique positive Q = (g, ), ¢,7 € {—N,..., N} de la forme (11), i.e.

b; — b, o, .
Gii = @i, Vi, Gij = i—jj’ Vg # i i,je{-=N,...,N}
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ou les scalaires a; vérifient a_; = a; et b_; = —b; pour tout j € {—N,...,N}.

Soit e;, 5 € {—N,..., N}, la base orthonormée canonique donnée par les vecteurs (4(k, j)) dont
toutes les composantes sont nulles sauf une. En utilisant le produit scalaire canonique (« | 3), la
forme quadratique () est donnée par :

Q(f,9) =(Qf [ 9) = (f | Qg). (15)

Lemme 5.1. : (i) Soit v tel que vy(e;) := e_; pour tout j € {—N,...,N}. On a alors v* = 1d et

Qy =1Q.
(ii) Soit D défini par D(e;) := je; pour tout j € {—N,...,N}. On a Dy = —~vD et

DQ-QD=1B)(nl— B, B= bies, n=> e (16)

Preuve : (i) On a ¢_; _; = ¢;; pour tout 4,5 € {—N,...,N}.

ii) Les éléments diagonaux de la matrice diagonale sont antisymétriques, ce qui donne
ii) Les éléments diag de 1 trice diagonale D t antisymétri id
D~y = —vD. Démontrons (16). On a (DQ);; =ig;; et (QD);; = jg:;, de sorte que

(DQ—QD);; =b; —b; quels soient i,j € {—N,...,N}.

De méme, on a :
(UB)YmDig = 18)i(nl; = bi (M {Bl)ij = [m)i(Bl; = b,

ce qui donne I’égalité recherchée. 0
Lemme 5.2. : Supposons Q@ >0 et Q¢ =0 ou v =E et (| n) =1.

(i) Ona QD& =—p.

(i) L’opérateur D' := D — |D&)(n| est auto-adjoint par rapport au produit scalaire défini par Q.

Preuve : (i) On applique (16) et on obtient, en utilisant Q¢ = 0 et (B|¢) = 0 puisque les deux
espaces propres de v sont orthogonaux,

—QDE=(DQ—-QD)E=8)(nl&) — [nBlE) = 5.

(ii) Le produit intérieur défini par @) est donné par (14), i.e.

(fla)g=(QSf |9

Ainsi nous voulons montrer que (D'f | g)g = (f | D'g)g pour tout f,g. On a, avec R = —|D &)(n|
(D'f [ 9)oq={(QD'f | 9) =(QDf | g9) + (QRf | g)-

13



Par (i), on a QR = —|QDE&)(n| = |8)(n|. De plus par (16), on a QD — DQ = —[B)(n| +[n)(B|. Ainsi
(D'f | 9)q=(DQf | g) + (R flg), R =Im{Bl
De plus, en utilisant le fait que ) et D sont auto-adjoints,

(f | D'g)q=(Qf | Dg) +(Qf | Rg) = (DQf | g) + (f | QRg)

et ’égalité requise découle de :

(f1QRg) = (f|B)(nlg) =(R'f | g)-

O
Lemme 5.3. : Soient Q, D, &, n et D' comme dans le Lemme 5. Alors
(i) Soit s ¢ {—N,...,N}. Alors
Det(D' —s) =0 <= Z T (17)

5—]

‘77

(ii) On a Det(D’) =0, et pour j € {—N,...,N}, j#0, Det(D' —j) =0 < & =0.
Preuve : (i) On commence par écrire, en fonction de R = —(D¢)(n| :
D'—s=D+R—s=(D—s)(ld+ (D —s)"'R)

Par conséquent
Det(D' — s) = Det(D — s)Det(Id + (D — s) ' R).

Pour calculer le second déterminant, on utilise I'identité

[e o]

Det(Id + A) = Z

k=0

Appliquée a 'opérateur de rang un A = (D — s)7!'R, les puissances extérieures d’ordre supérieur
AFA s’annulent pour k£ > 1, d’ott :

Det(Id + (D — s)"'R) = 1 — (|(D — s) 7' D) (n]) = —s(ul(D — 5)'¢),

en utilisant (D — s)7'D¢ = £+ s(D — s)7'€ et (n|¢) = 1. Par conséquent,

Det(D' — s5) = —sDet(D — s)(n|(D — s)71€) = — H i—5) Z j—s)7k (18)

On conclut que si s# j pour j=—N,...,N, alors Det(D'—s) =0 si et seulement si
N . ~1
2 —-n(i—5)7& =0.
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Pour (ii), on a D'¢ = 0, donc Det(D’) = 0. Pour s = 5 # 0, on constate que le seul terme non nul

du membre de droite de (18) est j [, .;(¢ — 7)&;, qui est nul si et seulement si §; = 0. O
Remarque 5.4. : L’expression (18) pour Det(D’ — s) est liée au polynéme d’interpolation de
Lagrange ordinaire pour la fonction f(\) aux points Ag, A1, ..., A, :
= i) - L
o0 225
k=0 7=0
Ik

Calculons maintenant la transformée de Fourier des fonctions définies sur [0, L], translatées sur
[—L L } et prolongées de 0 a la droite R. La transformée de Fourier est définie par :

202
= /Rf(x) exp(—isz)dx
La proposition suivante est une reformulation du théoréme d’échantillonnage de Shannon ([18]).
Proposition 5.5. : Soit f € L*([0, L]) et f°(z) := f(z + %) pour |z| < £, prolongée par 0 sur R.

2T
(i) La restriction de la transformée de Fourier de f a IZ est donnée par la transformée de Fourier

fdefe L*(R/LZ) comme suit

F(f7)(—n) = (—=1)" f(n), Vn € Z. (19)

(ii) La transformée de Fourier de f° est donnée par

F(7)(s) = sin(Le/2) Y flo) . (20)

Preuve : (i) Soit n € Z. On a par définition f fo x) exp(—2minx/L)dz et

(f")(—n /f" ) exp(— 27rmx/L)d:E—/2L

f (a: + g) exp(—2minx/L)dx =

2

o~

—1)”/O f(z) exp(—2minx/L)dx = (—1)" f(n).

~

(i) On a f(z) = 1>, f(n)exp(2minz/L), par conséquent, cela suffit & traiter le cas f(z) =
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exp(2minx/L). Alors

2

RO = [ £ exp(-isoyd = |

exp (2m’n <:c + g) /L> exp(—isz)dz

L
2

_ 2Lsin(Ls/2)

~

qui donne (20) en utilisant f(z) = 1 >, f(n) exp(2minz/L). O
Aprés ces préliminaires, on obtient

Théoréme 5.6. : Soit Q une matrice symétrique positive de la forme (11) avec un noyau uni-
dimensionnel qui est pair par rapport a . Soit & € Ker Q).

(i) Toutes les racines du polyndome suivant sont réelles :

Pe)= S ax( I G- (21)

~

(ii) La transformée de Fourier £(z) de la fonction

&(z) = Zﬁk exp(2mikz), Vo € [0,1], &£(x) =0, Vx ¢ [0, 1]

est entiere et tous ses zéros appartiennent a la droite réelle.

Preuve : (i) Rappelons D, du lemme 5 et notons que D a un noyau unidimensionnel. Si ey € Ker @,
on vérifie directement (i) et (ii). On suppose donc que ¢y ¢ Ker . Soit & € Ker @, £ # 0. La
matrice réelle symétrique positive Q définit un produit scalaire sur R2V*! et son radical (i.e. son
noyau) est le sous-espace unidimensionnel engendré par . On a D& # 0 car sinon ey € Ker Q.
On a QD¢ # 0 car DE est impair et donc linéairement indépendant de &, tandis que Ker @) est
unidimensionnel. Par (16), on a

0# (DQ—QD)E) = [B){nlE) — Im{BIE) = 16)(nl€)-

On peut donc normaliser ¢ de sorte que (n|{) = 1. Soit alors D' := D — |D&)(n| comme dans
le lemme 5. On a D'(§) = 0 et donc D' induit un opérateur D" sur l'espace euclidien £ obtenu
comme quotient séparé de (R2V+1 Q). D’aprés le lemme 5, (ii), opérateur D” est auto-adjoint dans
E. Le théoréme spectral réel (voir [3], théoréme 7.29) s’applique donc et montre que le polynéme
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caractéristique de D" a toutes ses racines dans R. Soit v; une base orthonormée de E des vecteurs
propres de D’ associés aux valeurs propres A;. Soient w; € R?¥*! les relévements des v;. On a
D"(v;) = A\jv; et donc D'(w;) = A\jw; + s;€ pour certains scalaires réels s;. Ainsi, dans la base de
R*M*! formée par £ et les w;, la matrice de D’ est triangulaire, avec 0 et \; sur la diagonale. On

obtient ainsi :
Det(D' —s) = —s H()\j —3).

En comparant cette formule avec (18), on constate que le polynéme P(s) de (21) a tous ses zéros
dans R.

(ii) La transformée de Fourier de la fonction a support [0, 1] définie par exp(2wikz) est :

1 9 _is ., s
/ exp(2mikx) exp(—isx) dx = LHI(Q).
0 s — 2nk

Ainsi, la transformée de Fourier de &(x) est :

g(z) = 2¢ % sin (%) Z z—f—]27rj

{_Nv“'vN}

z

Les zéros z € 2n7Z de sin (2) annulent le pole en 275 qui apparait lorsque &; # 0 et restent des

~

zéros de £(z) sinon. Les autres zéros sont donnés par les racines de P(z/2m) = 0 ot P(z) est défini
dans (21). Ainsi, d’apreés (i), tous ces zéros sont réels. O

5.1 Opérateur général de dimension finie D

Considérons, comme précédemment, le cas plus général d’un opérateur linéaire auto-adjoint D dans
un espace de Hilbert de dimension finie, supposé posséder un spectre simple étiqueté par { ), }év:7 N
avec les vecteurs propres correspondants {e;}. Considérons alors la matrice réelle symétrique posi-
tive Q = (¢i;), 4,5 € {—N, ..., N} définie dans (13).

Les lemmes suivants sont analogues aux lemmes 5.1, 5.2 et 5.3, dont les démonstrations suivent
mutatis mutandis.

Lemme 5.7. : Supposons que A_; = —\; et b_; = —b; pour tout i € {—N,... , N}.
(i) Soit v tel que y(e;) := e_; pour touti € {—N,...,N}. On a~*>=1d et Qv =~Q.
(ii) On a Dy = —yD et
DQ—-QD =|[B)n|—[m{Bl, Bzzbi% U:Z% (22)

de sorte que [ soit impair et n pair par rapport & la Zs-graduation donnée par 7.

Lemme 5.8. : Soient D,(Q),y comme dans le Lemme 5.7, supposons () > 0 et Q¢ =0 ou v = €&

et (¢ [n) =1
(i) Ona QD& = —p.
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(i) L’opérateur D' := D — |D&)(n| est auto-adjoint par rapport au produit scalaire défini par Q.

Lemme 5.9. : Soient Q, D, &, n et D' définis comme dans les lemmes 5.7 et 5.8, et supposons que
D ait un spectre simple. Alors :

(i) Soit s € C\ {=An,..., An} et s # 0. Alors

N
Det(D'—5) =0 <= > _ % = 0. (23)

J==

(ii) On a Det(D') =0, et st A\; #0, on a Det(D' — \;) =0 < §; = 0.
Par conséquent, nous avons également 1’analogue suivant du théoréme 5.6 (i) :

Proposition 5.10. : Soit D un vecteur a spectre simple et soit () une matrice réelle symétrique
positive de la forme (13) a noyau pair de dimension 1. Soit £ € Ker Q. Alors toutes les racines du
polyndome suivant sont réelles :

P(s)= Y &x I w-9]. (24)

k€{=N,..,N} je{=N,...,N},j#k

On obtient alors le théoréme 5.6 (ii) comme corollaire de ce résultat, lorsqu’il est appliqué au cas
D = Dg tel que A\; = 7.

6 Cas de dimension infinie

Dans cette section, nous démontrons le résultat annoncé dans I'Introduction :

Théoréme 6.1. : Soit L > 0, et soit D une distribution réelle sur 'intervalle [0, L]. Soit Q la
forme quadratique définie sur les polynémes trigonométriques par (6). Supposons que @ définisse
un opérateur essentiellement auto-adjoint minoré et que le minimum de son spectre soit une valeur
propre simple et isolée A, dont la fonction propre paire est £*. Alors, tous les zéros de la fonction
£(2), z € C, la transformée de Fourier de &, sont situés sur la droite réelle.

Preuve : Par hypothése, les polyndémes trigonométriques forment un noyau pour 'opérateur A défini
par :
{a | AB) = (o] Bo-
On normalise le vecteur propre & par ||£|| = 1. Pour € > 0, il existe un polynéme trigonométrique
pair 7. tel que :
Inell =1, € =nll <€ (e ln)o <A+e (25)

. c’est-a-dire invariante par la symétrie x — L — x de [0, L].
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Soit NV un entier fini tel que le support de 7. soit inclus dans {—N, ..., N}. D’aprés la proposition
4.1, la matrice de restriction Q) de la forme quadratique () a ’espace Eyn des polyndémes trigono-
métriques a support {—N, ..., N} est de la forme (11). Puisque @y est une restriction de @ a un
sous-espace, son minimum est > X et les inégalités précédentes montrent qu’il est compris entre A
et A + €. Par hypothese, le spectre de I'opérateur A est inclus, a 'exception de la valeur propre
simple A, dans U'intervalle [A+ 0, 00) pour un certain ¢ > 0. Ainsi la restriction de () au complément
orthogonal de ¢ remplit

(ala)g = (A+d)|al?,  Val{a]g)=0.

Ceci est notamment vrai dans le sous-espace de codimension un Fy de Ey défini par (a | §) =0
(notons que Fly ne peut pas étre tous les Ey, car alors on aurait également £ L 7., ce qui contredit
(25)). La plus petite valeur propre de @ y satisfait A < Ay < A4e. D’aprés le théoréme du min-max,
la valeur propre suivante puy > Ay de Qn est donnée par :

Uy =  max min  Qn(x
MCEN  zeM,|z||=1 (@)
codim(M)=1

En utilisant M = Fl, on obtient uy > A+ §. Ceci montre que pour € < §/2, la valeur propre Ay
de Qy est simple et unique dans 'intervalle [\, A 4 §]. Soit alors P la projection spectrale de Qy
pour le sous-espace propre associé a la plus petite valeur propre A\y. En décomposant

Ue:PUe+(1_P)7Ie:a+5 - Q(UE):/\N||O‘”2+Q(5)

ot Q(B) > (A+0)]|3]|?. Ainsi, par (25), on obtient que la combinaison convexe de poids ||a||? et || 3]
de X et de Q(B)/]I8]> > (A+0) est inférieure a A +e¢. Il s’ensuit de cela que ||B]|> = 1—||a||? < €/d.
Soit alors &y le vecteur propre de (Qn associé a la valeur propre Ay donnée par Pn.. On controle

Ine = Pndl < Ve/s,  llé=ndl <€ = |I€ —&nll < e+ Ve/o.

Puisque les fonctions paires forment un sous-espace fermé de L?[0, L], et que £ est paire, pour €
suffisamment petit, le vecteur {x est ¢galement pair. Ainsi, d’apres le théoreme 5, tous les zéros de
la transformée de Fourier {y sont réels. De plus, lorsque € — 0, les vecteurs {x convergent en norme
vers &, de sorte que la suite {y(z) converge vers £(z) uniformément sur les sous-ensembles compacts
de C (comme dans la preuve du théoréme 3). Mais alors le théoréme de Hurwitz s’applique, ce qui

~

nous permet de conclure que tous les zéros de £(z) sont réels. O

7 Action spectrale et différences divisées

Comme nous 'avons déja observé, il existe une relation étroite entre la forme quadratique dans
(14) et Paction spectrale f(D) introduite dans [6]. On va maintenant analyser cette relation plus
en détail pour les perturbations de type D — D + R avec R = —|D§)(n| comme dans le lemme 5,
en étendant & ce cas les développements de Taylor obtenus dans [13,20,19,15,16].

Tout d’abord, afin d’interpréter 'action spectrale des perturbations bornées (pas nécessairement
auto-adjointes ou normales) d’un opérateur auto-adjoint, on exprime f(x) sous forme de transformée
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de Fourier, puis on utilise les développements de Araki [1] — ou séries de Dyson — pour donner un

sens & e'0+V) pour la perturbation bornée V' d’un opérateur auto-adjoint Hy (plus précisément,
il s’agit de [1, Eq. 5.16]).

1
ei(Ho-‘rV) — EXpT (/ ;ieiSHOVe_iSHOdS) 6iHo — Z Zn/ eisoHoVez’slHo L VeianOdnS. (26)
0 An

n>0

N . L. n+1 . . .
ot le n-simplexe A, est paramétré par des n-uplets (so,...,s,) € RLj" satisfaisant ), s, = 1.
Dans le cas qui nous intéresse, ces développements sont donnés par des séries de la forme suivante :

ciE(D+tR) . Z(th)n/ 508D poisi€D | poisnéD gn g (27)

n>0 An

Remarquons que puisque |A,| = 1/n!, le n-iéme terme de la série est borné en norme par
t"[€]™|| R||" /n!, ce qui assure la convergence en norme du développement. Ceci suggeére de définir,
pour des fonctions f appropriées :

FD+ tR) = [ Fleeo (28)

Plus précisément, on a

Lemme 7.1. : Soit D un opérateur auto-adjoint sur H, R un opérateur borné sur H et soit f

—

tel que ||f™|; < C™1n! pour tout n > 0 et un certain C' > 1. Alors, pour ¢ suffisamment petit,
I'expression dans (28) est un opérateur borné sur H.

Preuve : On estime :

D +tR — d 1_tCIRI

qui est bornée pour t < 1/(C||R||). O

Afin de définir I'action spectrale comme la trace de cet opérateur, nous avons besoin d’une classe
de fonctions plus restrictive. Plus précisément, comme dans [16], nous définissons :

&= {f € O™ il existe C > 1 tel que ||(fu™)™||; < C"'n! pour tout m < s et n > O} :
o u(x) =x —1i.

Lemme 7.2. : Si D est s-sommable, c’est-a-dire si (D —i)~® est de classe trace pour un certain
s>0, et si fe& alors f(D+tR) est de classe trace pour t suffisamment petit.

Preuve : La démonstration des estimations requises suit ligne par ligne celle du théoréme 6 de
[16] aprés avoir précisé la signification (27) des exponentielles apparaissant dans les intégrales a
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opérateurs multiples (c’est-a-dire la définition 2 dans loc. cit.). O

On rappelle la définition des différences divisées. Soit f : R — R et soient xg, z1,...x, des points
distincts de R. La différence divisée d’ordre n est définie par les relations de récurrence suivantes :

flwo] = £ (o),
Sl @] = flze, Ty, 2]
f[x())xla'-'a:n]_ €, — g .
Notons également la représentation utile suivante, due a Hermite [14] : pour tout xy,...,z, € R,

flwo, @1, 0] = / FO (s0x0 + s1w1 + -+ + spw,) d”s.
Ap
Ceci permet également d’étendre la définition de la différence divisée aux points coincidants.

Lemme 7.3. : Soit D un opérateur auto-adjoint dans H tel que (D —1i)~° soit de classe trace pour
un certain s > 0, R un opérateur borné dans H et f € £°. Alors t — f(D + tR) est lisse au
voisinage de O et posséde une dérivée n-ieme.

n

d
dt" <D+tR)|t O_H'ZRHQ" lnhf[ R Zn]

en fonction des valeurs propres \; de D.

Preuve : Puisque f(D + tR) est définie a I’aide de la formule d’expansion de Araki, nous avons

mn
~

d
Gl D+ R = [ Go T e

5™ Ruuoo Ri / ()" explihn. . . €N, €N F(E)de

11,82,--y0n

Z Rilig"' znnf[ 2190+ 0 ’Lna)\il]‘

11,82,--y0n

O

Remarque 7.4. : Il serait intéressant d’étendre la définition ci-dessus de ’action spectrale, pour
des perturbations non nécessairement auto-adjointes, au cas ot 'hypothése d’auto-adjonction de
lopérateur D est également relachée. Ceci a des applications potentielles aux triplets spectraux
lorentziens.

Considérons maintenant une fonction f telle que f”(\;) = a; et f'(\;) = b;, ot a; et b; sont les
coefficients de la forme quadratique définie dans 13. On a alors :

2

d d
dt (D +tR)|i=0 = ZRJJbJa dt 2f(D +tR)|—0 = ZRURJZ%J

21



Proposition 7.5. : Soit H un espace de dimension finie. Dans les notations du lemme 5.1, suppo-
sons Q = (gij) > 0 et Q€ =0 ou~E =€ et (€|n) = 1. Soit R = —|DE)(n| de sorte que R;; = —(DE);.
Alors nous avons :

2

d d
Zf(D+tR)imo = (DEDE)gi 25 (D +tR)|imo = (DE, Do,

Preuve : La dérivée seconde se réduit a la dérivée premiére car QDE = —f (cf. Lemme 5.1 (i)). En
effet, on obtient :

ZRﬁf/[Aw\j] = — Zf/[% N)(DE); = —(QDE); = by = f'( ).

Il s’ensuit que

D BB f i A5 = D Biaf (M) = = 3 (D€)if (M) = 3 _(D(QDE)i = (D€, De)e.

7 i

A Un exemple de matrices de troncature

Dans cette annexe, nous décrivons un exemple ou les matrices de troncature admettent des valeurs
propres maximales et minimales simples, mais cette propriété n’est plus valable a la limite, ou les
valeurs propres maximales et minimales sont de multiplicité 2.

On pose L =1 et on considére la distribution D de la forme :

D(z) = bo(z) + 27 b sin(27x). (29)

1
Calculons ensuite ¥(z) := —/ sin(27z(1 — y))D(y)dy comme
T Jo

W(x) = %sin(%r:c) + Qb/o sin(27y) sin(2mz(1 — y)) dy

ﬂsm( ) + T — w2 T 1 — 22

1 sin(2rx)  sin(2rz) <1+ b )

Ainsi, on a t(n) = 0 pour tout n € Z, sauf pour n = +1. De plus, on obtient )(—1) = b et
(1) = —b. La dérivée est

_ 2bx sin(2wx) | 2b cos(2mx)

Y (x) = (22 2 + 2 cos(27z).

On constate que pour n € Z différent de £1, on a

2b

¢,(n):2+1_n2
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b
tandis que pour n = £1, on a ¢'(n) = ot 2.

Lemme A.1.: Soit L =1 et D défini par (29), Q la forme quadratique Q@ de (10). Les éléments
Qn,m de la matrice QQ sont donnés par ¢, m = 20pm + b flnm, 0ot la matrice j1 est indépendante de b
et sont donnés par pp,m =0, Yn,m ¢ {—1,0,1}, n#m et

( |

(llm,m)n,me{fl,o,l} — —1 2 —11 ,

-1 -1 1
2
P = T3 Vn ¢ {—1,0,1},
1
Fm—t = Pt = —7 Vn ¢ {—1,0,1},
p—— Vn ¢ {-1,0,1}

L Mn,l—ﬂl,n—_1+n, n , 0, .

Preuve : Ceci découle de la Proposition 4.1 et de la détermination ci-dessus de ¥(n) et ¢/(n). O

Les éléments ji,, ,,, de la matrice p, pour [n| < 4 et |m| <4, sont les suivants

-2 0 0 Lt 0 =L 0o 0 o0
00 -2 0o I 0o =L 0o 0o o
o 0 -2 1 0 — 0 0 0
S S I e R
0 o o0 -1 2 -1 0 O 0
N
0 0 0 -0 1 -2 0 0
o 0 0 -3 0 % 0 —1 0
i 1 2
o 0o o -1 o I o o -2
Soit £ le vecteur de coordonnées &(n) = itn pour n # —1et £(—1) = 0, et n celui de coordonnées
n
1
n(n) = T, Pour » # 1 et n(1) = 0. Soit également U, la base orthonormée canonique. On a
—1+n
alors : . )
=2 Tl =2 e
n#ill—l—n i —14n

Les fonctions correspondant & ces vecteurs sont :

£(z) = —2i (:17 _ %) exp(—2miz),  n(x) = —2mi (g; _ %) exp(2miz).

Ona: &(x) = —n(z)

D) =g €=
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On consideére la matrice de rang 4 donnée par
R:= |m) (U] + [U0) (nl = [ENU] = [U-1) (€]
Ses éléments matriciels R, ,, vérifient R,,,, =0, Vn,m ¢ {—1, 1}, tandis que :
R,1= Ry, =n(n), R,_1=R_1,=—&Mn), Vn¢{-11}
Le noyau de Schwartz correspondant r(x,y) est donné par :
r(z,y) = n(z) exp(—2miy) — exp(2miz){(y) — {(z) exp(2miy) + exp(—2miz)n(y).

2
Lemme A.2.: (i) Soit D la matrice diagonale dont les éléments diagonauz sont d,, = ——— pour
—n

1
1
n? #£1 etdnzﬁpourrﬂzl. On a alors p = D + R.

(i) L’opérateur D est donné par la convolution de fonctions périodiques de période 1 par la fonction
Iy .
a(z) = —4r (m — 5) sin(2rx), Vz €[0,1).

Preuve : (i) découle du lemme A.1.
(i) Pour n € Z,n # %1,

1
1 1
27T/ (m - —) sin(27z) cos(2mnx) dv = —; :

1
tandis que la valeur de cette intégrale est — pour n = +1. 0

Notons que la fonction a(x) doit étre considérée comme une fonction périodique de période 1, ce

1
qui nécessite de réinterpréter le terme x — = comme x — E(z) — Y ou E(x) est la partie entiére de

x € R. Ceci intervient dans la formule de la convolution, qui est :

On a
sin(2m(x — y)) = — cos(2mzx) sin(27y) + sin(27z) cos(27my)

pour que

alr —y) = —4r (a: —y—E(x—y)— %) (— cos(2mz) sin(2my) + sin(27wz) cos(2my))

et le seul terme qui ne se sépare pas comme produit de fonctions de x par une fonction de y est
celui contenant F(z — y), qui vaut 0 si y < z et —1 si y > x. En réalité, il est plus symétrique
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1 1
d’ajouter — a E(x — y), ce qui correspond & —Sign(z — y). Les autres contributions sont données

par les 4 termes qui, a un facteur global —27 prés, sont :

—2im(y—2x) 2in(y—xz) -, 2im(y—a) —2im(y—z)

(—1)ze +ixe iye + iye

qui, en tenant compte du facteur —2m, peut se réécrire comme suit :

—n(z) exp(—2imy) + &(x) exp(2imy) — exp(—2imz)n(y) + exp(2iTx){(y)

On constate ainsi que ces termes annulent la contribution additionnelle R de rang 4 et on obtient
donc la formule simple suivante pour le noyau de Schwartz p(z,y) de I'opérateur pu,

Proposition A.3. : (i) L’opérateur p est donné par la formule

u(f)(z) = 2r / Sign(z — ) sin(2r(z — ) f(y)dy.

(ii) En général, le noyau de Schwartz de lopérateur associé a la distribution D est égal a la restric-
tion a z,y € [0, L] de D(|x — y|).

Preuve : (i) Découle du calcul précédent.
(ii) D’apres (7), pour des fonctions réguliéres f, g & support dans [0, L], on a :
L L
Q(f.9) = / ((g" = [)w) + (g7 = [)(=y)) D(y)dy = / (g"* /)(y)D(|yl)dy
0 L

ou il faut étre prudent lorsqu’on double le coefficient de 6y dans D(|y|). Cette formule reste inchangée

1 1
si 'on remplace f(x) par f (a: + 5) et g(z) par g ($ + 5), décalant ainsi leurs supports sur

L L
I'intervalle symétrique [—5, 7| Alors Q(f,g9) = 0 lorsque f et g ont des parités opposées. On

utilise ensuite la formule pour trois fonctions f, g, h, h étant paire.

[ @ nemenay = [ g@rwne

L

:/+%mwwm@

~ [9 [ ke, o)y,

k(z,y) = h(x —y)

ol w est la mesure sur le plan 4+ y + z = 0 donnée par |dz A dz| = |dz A dy|. O
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On peut alors étudier numériquement les zéros des polyndomes PE(s) associés par (21) aux vecteurs
propres des plus grandes et plus petites valeurs propres de la matrice pu(n) de taille 2n + 1, qui est
la compression de la matrice p,

w(n)ij == pij, Vi,j € {—n,...,n}.

Pour n = 1, cette matrice est simplement
wl)y=|-1 2 -1

Ses trois valeurs propres sont

(6749 236-v5)]

et les vecteurs propres correspondant a ces valeurs propres sont

3—V/57
1 — J5r—s 1

-1 0 1

1 =3
V5749

Les polynomes P (s) sont donnés par
Pi(s)=3(VBT=7)s* V6T 43, Pr(s) =3 (VAT +7)s*— V5T -3
et leurs racines sont réelles et sont des nombres algébriques.
L’étude numérique des valeurs propres et des vecteurs propres de p(n) indique que les valeurs
propres maximale et minimale sont simples pour n fini, et qu’a la limite, lorsque n — oo, on ob-

tient le résultat suivant :

Fait A.4: (i) Les fonctions réalisant le maximum de la matrice p sont :
[T (z) =sin(rz), f(x) = cos(nz), Vz € [0,1].

(i) Les fonctions réalisant le minimum de la matrice p sont :
gt (z) =sin(3nz), g~ (z) = cos(3nx), Vz € [0, 1].

On peut alors déduire les propriétés pertinentes des transformées de Fourier comme suit.
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1
Proposition A.5. : (i) Les transformées de Fourier h* des fonctions f* (.7: + 5) sont données

par :

h+(3):w h(s) = 215 cos (§>

a2 _ 2 12 _ o2
1
(ii) Les transformées de Fourier k* des fonctions g* (:c + 5) sont données par :

67 cos (%) 211 cos (%)

k+(y) - On2 — y2 ) k_(y) == yg — o2

(iii) Les fonctions h™ et k* sont des fonctions entiéres dont tous les zéros sont réels et sont données
par tous les multiples impairs de 7, sauf 7 pour h™, £31 pour kT et 0 inclus pour h™ et k~. (iv)

Les valeurs propres mazximale et minimale de la matrice p sont respectivement 3 et —E

B Vérifications explicites pour N = 1,2

On fournit des démonstrations concrétes du théoréme 5 dans les cas les plus simples N = 1, 2.

B.1 Cas N =1

Pour N =1, il suffit de traiter la matrice M (c) suivante pour ¢ € R,

0o -1 -1

Les trois valeurs propres sont
1 1
{1,5 <—\/02+20+9+c— 1) 5 (\/02+20+9+c— 1)}

et le graphe montrant la fagcon dont elles dépendent de c est le suivant :

. -2 2 4




Les vecteurs propres correspondant sont

-1 0 1

-V +2c+9+c—3 Vet +2c+9—-c+3
1 X() 1|, X(c)=- , Y(e)=—

V2 +2c+9+c+3 V2 +2c4+9—-c—3
1 Y(e) 1

La transformée de Fourier du vecteur (1, z, 1) est donnée par la fonction s égale a s?(—z)—2s%+4r%r,
et ses racines sont donc réelles exactement lorsque x(z + 2) > 0. Ceci n’est plus vrai lorsque
—2 <z < 0, et cela se traduit par Y (c) pour ¢ < 0. Mais la valeur propre correspondante y(c)
vérifie, pour ¢ < 0 :

1 1
§<—VC2—|—20+9+C—1) ::L’(c)<y(c):§(\/02+2c+9+c—1> <1

comme le montrent les graphiques pour ¢ < 0, ou x(c) apparait en bleu et y(c) reste compris entre
z(c) et 1.

On obtient ainsi :

Proposition B.1. : Pour toute distribution D, la matrice 3 X 3 @¢um, ot n,m € {—1,0,1}, a la
propriété que les zéros des transformées de Fourier des vecteurs propres correspondant aux valeurs
propres extrémes sont réels.

Preuve : Notons d’abord qu’il suffit de démontrer le résultat pour la matrice spécifique M(c) de
(30). En effet, de maniére générale, la matrice 3 x 3 R = ¢, ou n,m € {—1,0,1} posséde tous ses
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¢léments hors diagonale donnés par la proposition 4.1, et ceux-ci ne dépendent que de (1) =: a
puisque ¥(0) =0 et ¥(—1) = —1)(1) = —a. Ceci montre que :

¥(n) — ¢(m)

n—m

=a, Vn,m € {—1,0,1},| n # m.

Si a = 0, les vecteurs propres associés aux valeurs propres extrémes de R appartiennent a la base,
et leur transformée de Fourier est, d’aprés (20), un multiple de :

sin(s/2)
_— ne{-1,0,1
s/2—nm { }
dont les zéros sont tous réels. On peut donc supposer que a = —1. Les valeurs diagonales de R sont

une fonction paire de n € {—1,0,1} et, en ajoutant un multiple scalaire de la matrice identité, on
peut supposer qu’elles sont de la forme {0, ¢,0} pour un certain ¢ € R. Démontrons maintenant le
résultat pour la matrice particuliere M (c) de (30). La valeur de X (¢) est toujours positive et donc
la transformée de Fourier du vecteur (1, X(c),1) a toutes ses racines réelles pour toute valeur de
c. La valeur de Y'(c) appartient a 'intervalle interdit (—2,0) si et seulement si ¢ < 0, mais dans
ce cas, la valeur propre correspondante y(c) n’est pas extrémale car elle est strictement comprise
entre les deux autres z(c) et 1. O

B.2 Démonstration de convexité de la proposition B.1

On considere le cone positif C, dans l'espace vectoriel C des matrices de la forme :

a ¢ c
pla,bye)=1c b ¢
c ¢ oa

On réécrit d’abord cette matrice en fonction des deux projections orthogonales.

000
P=(0o 10|, Q=]: 11
000 T3 3

et la matrice identité 13. On obtient :
(b—a)P +3cQ + (a—c)lz = p(a,b,c)

Les images des projections P et () engendrent le sous-espace bidimensionnel S, orthogonal au vec-
teur v = (1,0, —1) appartenant au noyau de P et Q.
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L’angle formé par les deux projections P et () est déterminé par son sinus carré :

P03 504
(P-Q)P*=10 2 0|==zE, E=]101 0],
503 503

ot E désigne la projection orthogonale sur E 8. Par construction, £ commute avec u(a,b,c). On
considére la base orthonormée de E donnée par les vecteurs v; = (0, 1,0) et vy = (\%, 0, \/LE) Dans
cette base, les projections P et () sont données par les matrices p(a, b, c).

1 V2
10 5 3
p= ) q=
0 0 V2 o2
3 3

Toute matrice symétrique réelle 2 x 2 peut s’écrire comme

ry
1 3
:—(2x+\/§y—2z>p+—y +(Z—\/§y)12.
y z : V2

Lemme B.2. : (i) L’application p : C — End(FE) définie par p(T) := ETE est un isomorphisme
entre C et l'espace vectoriel S(F) des matrices réelles auto-adjointes de E.
(i) L’%mage p(C,) est lintersection du cone S(E); des éléments positifs de S(F) avec le demi-
espace H.

Ty

H = | 2> V2y

y z
(i) Les rayons extrémes de C, sont transformés par lisomorphisme p en rayons extrémes de
S(E)+ inclus dans H.

Proposition B.3. : Les éléments T = p(a, b, c) € Cy ayant un noyau non nul sont de trois sortes :

§. Note de la traductrice : cette phrase est étonnante.
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1. Sia >0, alors T appartient a un rayon extréme de C,, et sa restriction a E est un multiple
positif d’une projection de rang un dont le noyau coincide avec celui de T'.

2. Sta=0 etT n’appartient pas a un rayon extréme de C, le noyau de T’ est de dimension 1,
égal & Rv, v = (1,0,—1).

3. Sia=0 etT appartient a un rayon extréme de C,, le noyau de T est de dimension 2.

A partir de cette proposition, on obtient une autre démonstration de la proposition B.1.

B.3 Cas N =2

Considérons l'espace vectoriel C des matrices symétriques réelles de la forme

t+z b—a & <« 1
b—a t+y a a 4
p(a, by, z,t) = g a t a b
‘%Lb a a t+y b—a
b atb

b—a t+z

N

3

La décomposition par blocs utilisant le sous-espace E pour N = 1 fonctionne en général et corres-
pond & la restriction aux vecteurs pairs et impairs, découlant de la commutativité de u(a,b,y, z,t)
avec la symétrie.

00001
00010

J=10 010 0f, J? =1d.
01000
10000

On considére la base orthonormée des vecteurs pairs, £ := {£ | J§ = ¢}, définie par :

1 1 1 1
€1 = 070a17070 ) € = 07_707_70 ) €3 = _a070707_
= o ( V22 ) ’ (\/5 \/5)

On obtient ainsi la matrice suivante pour la restriction de pu(a,b,y,z,t) a E :
t \/§a \%
o(a,b,y,z,t) = | V2a a+y+t —%(a—Qb)

L —3a—2b) L4zt

Pour les vecteurs impairs, on considére la base orthonormée donnée par :

1 1 1 1
ny = _a070707__ ) ng = Oa_voa__70
= (oe05) e (0me)
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et on obtient la matrice suivante pour la restriction de p(a,b,y, z,t)

$(2z2—b)+t —2(2a—b)
ala,b,y, z,t) =
—22a—b) —a+t+y

Etudions maintenant les matrices positives p(a,b,y, z,t) dont le noyau contient le vecteur £ =
ue; + vey + weg € E. Cette condition spécifie un sous-espace bidimensionnel K (u, v, w) de C de la
forme :

bw (3\/51} — 8u) a (3\/§u2 + 3uv — 2uw — 3\/§U2)

K={n=1(ab t — —
{n="(a,b,y,2,t) |y oo . ,

R av (Qu + 3\/§w) b (3\/§u2 + Suv + 3uw — 3\/§w2) R V2av bw )
- uw Guw ’ u V2u

et il faut déterminer si ce sous-espace contient un élément positif de C. Une matrice hermitienne
2 x 2 est positive si et seulement si ses deux valeurs propres réelles sont positives, ce qui équivaut
a la positivité de sa trace et de son déterminant. On applique ce résultat a la matrice a(n) et a
la restriction de o(n) a Porthogonal du vecteur . On obtient ainsi les 4 conditions de positivité
suivantes :

1. Trace de o« > 0

B 3v2au + 6av — 2aw + dbw  —4dav + 3v/2bu + 8bv + 6bw >0
3v 6w -

2. Det de @ > 0.

—2a%v (V2u + 2(v + w)) + ab (3u® + vV2u(Tv + 2w) + 8v* + 6vw — 2w?) + 2b%w (V2u + 2(v + w))
3vw

> 0.

3. Trace de o >0

2a (—3u2w + \/iu (v2 + wQ) — 3v2w) —-b (3u2v + 4\/§u (v2 + w2) + 3vw2) >0
3v2uvw -

4. Det de o > 0.

B (u2 +02 4+ w2) (2\/5&211 + ab (\/ﬁ(w —4v) — 3u) — 2\/§b2w) -0
Suvw =7

D’autre part, le polyndéme associé a & = ue; + ves + wez € E est :
P(s) = s*u 4+ V2s* + V2s*w — 20m%5%u — 16v/271%s%0 — 4v/271%s%w + 64n'u
qui ne dépend que de s? et qui a des racines réelles lorsque le polynéome de degré 2 :
uz? — 20muzx + 647 u 4+ V202 — 16V 21202 + V2wa? — 4V 2w

a des racines positives, c¢’est-a-dire que la somme et le produit des racines sont positifs, ce qui donne
les deux conditions suivantes : 1

5u—|—\/§(4v+w)>0 u+\/§v~|—\/§w>
U ’ u

0. (31)

€. On utilise le polynéme réciproque.
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En fait, on peut supposer que w # 0, car sinon on se réduit au cas n = 1. Ainsi, on prend w = 1,
et (31) se réduit aux cas suivants :

<u<0/\v<_u%2\/§>\/<O<u<3\/§/\v>_5Z—\;§\/§>v<u23\/§/\v>%>.

(32)

2%@ u=0
0 ya DN\

ZVEY)

| | I I I I
-4 -2 0 2 4 6 8

Le graphique ci-dessus illustre la région du plan (u, v) proche de l'origine qui garantit que les zéros
du polynome associé P sont réels.

Réduisons maintenant les quatre conditions de positivité ci-dessus et comparons-les a (32).

Cas u < —/2. Dans ce cas, la réduction des quatre conditions de positivité ci-dessus donne | :
(v<0\/0<v< % (ﬁ(—u)—Q)) Hu:—\/i/\v<0

ce qui implique (32).

Cas —v/2 < u < 0. Dans ce cas, la réduction des 4 conditions de positivité ci-dessus donne :

—\/§<u<0/\v<%(\/§(—u)—2>

ce qui implique (32).

|. Note de la traductrice : dans cette ligne, que signifie la double barre verticale ?
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Cas 0 < u < 3v/2. Dans ce cas, la réduction des 4 conditions de positivité ci-dessus donne :

<O<u<§/\< (3\/_ —2) \2_\/\/§_<’U<0\/U>0>> (u—g/\v>0>

v<g<u<3\/_/\< (3\f —2) \/_\/_<U<O\/v>0)>

2v/2
et les solutions forment la partie supérieure du graphe de la fonction :

flu) = é (—3\/§u — 2) + \/5\/6

2v/2

Ainsi, pour comparer avec (32), il faut vérifier que le graphe de f sur Pintervalle [0,3+/2] est situé

U
au-dessus du graphe de la fonction v = ——— — T Ceci se voit sur le graphe ci-dessous.

42

Cas u > 3v/2. Dans ce cas, la réduction des quatre conditions de positivité ci-dessus donne :

(1(\/5(—u)—2)<v< (3\/_ —2) \/—\/_ (3\/_ —2) \/_\/_<v<0\/v>0>.

2 2\/5 2v/2

Dans la premiére partie, la condition —1 — u/y/2 < v implique (32). La seconde condition signifie
que l'on se trouve au-dessus du graphe de la fonction f(u). Il nous faut donc montrer que pour
u > 3+/2, le graphe de f est situé au-dessus de celui de —1 —u/+/2. Ceci découle de I'inégalité entre

les pentes :
—3v2/8 > —1/V/2

et de ce qui suit :
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On peut ainsi conclure que si un vecteur pair £ = ue; + vey + wes € E appartient au noyau d’une
matrice positive p(a, b,y, z,t), alors les zéros du polynéme associé sont réels. Cependant, il convient
d’examiner la possibilité qu’un vecteur impair non trivial appartienne au noyau d’une matrice po-
sitive pu(a,b,y, z,t).

Considérons maintenant le cas ot un vecteur impair n = un; + vny est dans le noyau d’une matrice

positive u(a, b, y, z,t). Dans ce cas, la restriction a la partie impaire sera un multiple d'une projection
unidimensionnelle P; et nous devons donc d’abord résoudre 1’équation :

cos?(3) sin(8) cos()
sin(3) cos() sin®(f3)

ala, by, z,t) =

La solution est donnée par :

{b — 2a + gsin(ﬁ) cos(f),z — 411 (—4sin*(B) + 4 cos*(B) + 3sin(B) cos(B)) + y,t — a + sin*(B) — y}

On consideére ensuite la restriction de la matrice solution a sa partie paire.

. 9 2a+32 sin(28)
a+sin®(f) —y V2a —
V2a 2a + sin?(3) 2a + sin(23)

a+3 sin . .
2+4—\/§(25) 2a +sin(28) 2a+ 3 sin(23) + cos?(3)

et on calcule son polynome caractéristique. On applique ensuite la régle suivante :

Fait B.4. : Soit P(z) = 2™ + > a;a™7 un polynéme unitaire dont toutes les racines sont réelles.
Alors toutes ses racines sont > 0 si et seulement si (—1)7a; > 0 pour tout j € {1,...,n}.

On obtient ainsi les 3 doublons de “conditions de positivité” suivants :
1. —ag > 0,

(4asin(B) + cos(B) (3 sin?(3) — 2a)) (4 sin®(3) — 4y sin(B) + cos(pB) 8y —11 sin2(ﬁ))) >0,

0| =
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1 1 1
—Z3a sin(28) — <2a + 2) cos(28) —day + ba + % sin(28) — g sin(48) + 2—3 cos(48) — %y sin(28) —y — o1 >0,

3. —aj Z 0,
5a + 2sin(B) + cos?(B) + gsin(ﬁ) cos(fB) —y > 0.

La solution de 'existence de (a, y) satisfaisant ces inégalités pour une valeur donnée de (5 est donnée
par les trois cas suivants. Dans chacun d’eux, nous représentons graphiquement la valeur de — cot(/3)
qui donne la composante v du vecteur n; +wvng dans le noyau de la matrice positive pu(a, b, y, z,t). On
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constate que toutes les valeurs de v apparaissent, sauf celles de I'intervalle (—2, —5) . Le polynoéme

associé au vecteur un; + vngy est :
Q(s) = 2V2 (—27ms*u — ws*v + 8m°u + 167°0)

et ses racines sont réelles si et seulement si :

872 (u + 2v) =0
2u+v T

1
Ce qui, pour u = 1, est réalisé si et seulement si v ¢ (—2, —5), comme le montre le graphique de

la fonction v+ 1.
v+ 2

Enfin, ’étude détaillée des valeurs admissibles de [ est présentée ci-dessous.

T 15 10 05
2 ArCTan ( #) ! E 20 25 30
-1 < B < —2ArcTan (V5 + 2) <8< 9 ArcTan(\/%l)<5§7r

-2 ArcTan(Q — \/5)
FIGURE 3 : Trois conditions sur f illustrées par les graphiques correspondants.
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