Grandes valeurs propres de 'opérateur de Connes-Moscovici

Kouichi Taira, Max Willems, Michal Wrochna

29 septembre 2026

Résumé

Nous démontrons la loi de Weyl logarithmique prédite par Connes et Moscovici pour
les grandes valeurs propres positives de ’extension auto-adjointe distinguée de l'opérateur
P = —0,(2® — 1), — 4n%x? sur la droite réelle. Plus précisément, nous utilisons la mé-
thode WKB et montrons une régle de quantification de Bohr-Sommerfeld caractérisant les
valeurs propres suffisamment grandes. Une difficulté particuliére réside dans le fait que les
sous-variétés lagrangiennes dépendantes de h associées sont non compactes, ce qui nécessite
une renormalisation de 'intégrale d’action. De plus, pour traiter la dégénérescence des coef-
ficients en x = 41, nous utilisons un argument d’appariement de quasimodes basé sur des
estimations radiales et la régularité lagrangienne.

1 Introduction

1.1 Introduction et résultat principal

Les lois de Weyl relient le terme principal de la fonction asymptotique de la fonction de comptage des
valeurs propres d'un opérateur différentiel au volume d’une région appropriée de I’espace des phases.
Lorsque les coefficients d’ordre le plus élevé dégénerent, le volume peut étre infini, ou la contribution
principale peut se concentrer prés d’un ensemble singulier, auquel cas la fonction asymptotique
résultante peut faire intervenir des puissances non classiques ou des facteurs logarithmiques. Les
opérateurs elliptiques et hypoelliptiques dégénérés, les métriques singulieres et les régimes non
classiques associés ont été étudiés dans de nombreux contextes, voir § 1.3.2. Cependant, une théorie
globale n’est pas disponible actuellement.

Dans cet article, nous étudions ’expression diftérentielle
P = —0,(x* — 1)0, — 47*a? (1)

sur la droite réelle tout entiere. C’est un modele particulierement simple dans lequel le coefficient
principal a deux zéros simples et change de signe. Du point de vue de la théorie de Sturm-Liouville,
la droite réelle est naturellement divisée en trois intervalles (—oo, —1), (—1,1) et (1,00). Pres de

KT : Faculté de mathématiques, Université de Kyushu, Fukuoka, Japon; MW : Institut de mathématiques,
Université d’Utrecht, Utrecht, Pays-Bas; MiW : Institut de mathématiques, Université d’Utrecht, Utrecht,
Pays-Bas et Département de mathématiques et science des données, Université Vrije de Vruxelles, Belgique.
Traduction de Particle https://arxiv.org/pdf/2609.32639.


https://arxiv.org/pdf/2609.32639

r = =1, I'équation de Sturm-Liouville associée admet une solution bornée et une solution lo-
garithmique, de sorte que ces extrémités sont de type limite-cercle. A l'infini, les deux solutions
indépendantes ont pour forme asymptotique dominante |x|~1e**™® et sont toutes deux de carré
intégrable. Ainsi, spécifier une réalisation auto-adjointe de P dans L?*(R) nécessite des conditions
aux limites a la fois en |z| =1 et en |z| = oc.

L’opérateur — P restreint a l'intervalle médian (—1, 1) est U'opérateur prolate sphéroidal bien étudié

N

et possede une théorie spectrale assez simple. A savoir, la condition aux limites

. ) _

xlgill(l x7)0yu(z) =0 (2)
élimine le terme logarithmique et définit un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte et a
valeurs propres croissant quadratiquement. Les fonctions propres sont les fonctions d’onde prolate
sphéroidales, qui apparaissent fréquemment dans les applications car elles diagonalisent la trans-
formée de Fourier tronquée [37, 32].

Comme 'ont observé Connes et Moscovici [12], considérer P sur toute la droite réelle donne lieu a
de nouveaux phénomenes spectraux. Bien qu’il existe de nombreuses extensions auto-adjointes, il
en existe une distinguée, notée ici Ps,, qui jouit de propriétés de commutation particulieres avec la
transformée de Fourier tronquée. Elle peut étre définie en imposant la condition (2) en z = £1 et
en sélectionnant une fonction asymptotique de type sinus (resp. cosinus) pour la partie paire (resp.
impaire) des fonctions du domaine maximal (voir §2.4). L’opérateur auto-adjoint Ps, est démontré
dans [12] avoir un spectre discret.

Un réle particulier dans I'analyse est joué par la fonction

I(a)—/f(d%—l)dx, a> 0. (3)

Cette fonction apparait comme 'action renormalisée associée a une composante de ’ensemble de
zéros {p, = 0} analysé en §2.1. Notre résultat principal est le théoréme suivant, qui caractérise
toutes les valeurs propres suffisamment grandes de P,, par une regle de quantification de Bohr-
Sommerfeld.

Théoréme 1.1. I/ existe E, > 0 et R € C®([E,, o)) tels que

1 1 1
R(E) = —1o—E 2 log E+ O(E™2), R(E) = O(E"2log E)
7r
lorsque E — oo, et ce qui suit est vrai. Le spectre positif de Py, au-dessus de E, est constitué de

valeurs propres simples E,,, n € %Z, n > 1, satisfaisant

2[(1 + i’;) + i + R(E,) =n+ O(E, ). (4)

Comme corollaire, nous obtenons la loi de Weyl logarithmique suivante pour le spectre positif de
P, ; voir §5.3 pour 'argument précis.



Corollaire 1.2. Soit N, (F) le nombre de valeurs propres positives de Py, dans (0, E], comptées
avec multiplicité. Alors

N, (E) :4\2/f<log\2/f—1+210g2> +0(1), E— oo. (5)

La loi de Weyl non classique (5) a été conjecturée par Connes et Moscovici, qui 'ont motivée dans
[12, § 5] par un argument heuristique de volume dans I’espace des phases. Nous remarquons que le
théoreme 1.1 donne des informations plus précises que la loi de Weyl elle-méme. Pour démontrer
ces résultats, on ne peut pas utiliser les résultats classiques de la théorie de Sturm-Liouville tels
que (21, (1.4)], [31, (1.4)], [1, Thm. 1], car les hypotheses ne sont pas satisfaites par 'opérateur de
Schrodinger réduit correspondant aux extrémités pertinentes.

Remarque 1.3. Le terme ; dans la condition de Bohr-Sommerfeld (4) provient de I'indice de Maslov
(Morse) dans le calcul de la phase stationnaire en (32). Ni ce terme ni le reste R(E) ne contribuent
a la fonction asymptotique de Weyl dominante.

Remarque 1.4. La valeur 472 est distinguée par les propriétés de commutation avec la transformée
de Fourier, voir [12], mais elle n’est pas essentielle pour nos arguments. Si 47%z? est remplacé
par px?, > 0, et les conditions & D'infini sont modifiées en remplagant 27 par /i, la méme
démonstration s’applique. La regle de quantification devient

\f [J <1+%> - 1] +i+Ru(En) =n+O(E,™),

ol R,(E) = —i-E~"?log E+ O(E~"/?) (avec un reste O(E~"/?) dépendant de y). Par conséquent,
une répétition des arguments de §5.3 donne la loi de Weyl plus générale

N; . (FE) = 2\/E<log \/\/E — 1+ 2log 2) + O(1).

™

Remarque 1.5. Le reste O(1) dans la loi de Weyl (5) ne peut pas étre remplacé par ¢ + o(1) pour
une constante c. En effet, supposons que N, (E) = F(E) + ¢+ o(1), ou

F(E) = zﬁf <10g (f) —1+2log 2) .

Soit £ > 1 une valeur propre de P,,. Comme le spectre est discret et les valeurs propres simples,
on peut choisir 0 < e < 1 tel que E soit la seule valeur propre dans (F — eg, E + ¢g). Ainsi
N (E+¢eg)— Ny (F —eg) = 1. D’autre part, la fonction asymptotique supposée et le théoreme de
la moyenne donnent

N (E+ep) — No(E — ep) = F(E+25) — F(E — ex) + o(1) = O G;‘%) +o(1) = o(1),

lorsque & — +00, ce qui est une contradiction.



1.2 Structure de la démonstration

Notre approche a 'avantage de pouvoir traiter directement le probleme original et clarifie comment
les techniques d’analyse microlocale peuvent étre appliquées dans ce cadre singulier.

Notre motivation initiale provient en fait de la relation entre I'opérateur de Connes-Moscovici et la
méthode de Vasy [38, 43].

Notre démonstration est suffisamment robuste pour étre étendue a des opérateurs plus généraux
et d’ordre supérieur (& I'exception d’un argument de Wronskien, qui peut étre remplacé par une
technique plus robuste, bien que compliquée) et a différentes conditions aux limites.

Nous introduisons d’abord un petit parameétre semiclassique h > 0 en posant E = h~2 et définissons
P(h) := h*(P — h™?). L’ensemble de zéros {p, = 0} du symbole dépendant de h introduit en §2.1
a quatre composantes A,, ,, étiquetées par oy, 09 € {+, —}, s’étendant depuis l'infini spatial

o1x — 00, & — 2mwhos,

ou les solutions ont une fonction asymptotique oscillatoire, jusqu’a la dégénérescence en r = o,
ou 09§ — 400 et le flot hamiltonien devient radial. Nous soulignons que bien que chaque A,, 5,
soit lagrangienne pour h fixé, la famille dépendante de h n’est ni une lagrangienne fixe du calcul
semiclassique standard, ni ne s’étend de maniere lisse comme famille lagrangienne de diffusion se-
miclassique a l'infini spatial ; voir §2.1.

L’argument est organisé comme suit.

D’abord, sur chaque composante A,, ,,, nous construisons un “quasimode modele” (c’est-a-dire une
solution modulo O(h™) qui n’est pas nécessairement dans le domaine de Pi,). Plus précisément,
pres de l'infini spatial, nous utilisons a cette fin une forme WKB, mais pres de la dégénérescence,
nous avons plutot besoin d’une représentation locale en distribution lagrangienne mieux adaptée
au comportement radial. Nous utilisons ensuite un argument de phase stationnaire sur un intervalle
intermédiaire pour relier les deux représentations et obtenir une formule de connexion impliquant
un déphasage et une correction relative O(hlog(1/h)).

Nous remarquons qu’en raison de la non-compacité de A, ,,, les estimations WKB standard sur des
ensembles compacts fixes ne fournissent pas de controle uniforme le long de toute la composante.
Nous effectuons les estimations de transport WKB dans une classe de symboles a deux échelles
avec des poids logarithmiques, puis la comparaison avec la distribution lagrangienne nous conduit
a introduire une action renormalisée qui remplace 'intégrale formellement divergente “ [ Aoy Edx”.
La décroissance limite |z|~! des termes de transport sur 1 < || < h™! produit des puissances
successives de log(1/h) et, en particulier, la correction hlog(1/h).

Ensuite, I'étape cruciale est de démontrer la complétude des quatre quasimodes modeles. Des ar-
guments basés sur le Wronskien nous permettent d’exprimer toute fonction propre exacte comme
combinaison linéaire de quasimodes modeles modulo un reste qui décroit rapidement a l'infini spa-
tial et est Ogee (h™) sur les sous-ensembles compacts de R\ {#1}. Pour traiter le probléme restant
en z = %1, nous utilisons d’abord une estimation radiale sous le seuil, sous la forme de [14, Thm.
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E.54], pour propager la petitesse O(h*) des restes au sens des normes de Sobolev H, }1/ >0 Un ar-
gument de régularité de module pour h fixé, dans l'esprit de Haber-Vasy [18] et Dyatlov-Zworski
[15], suivi d’une utilisation des équations de transport pres de 'infini de la fibre et d'un argument
de bootstrap pour le comportement en h, améliore ensuite cela en O(h*) dans un sens plus fort, a
savoir, au niveau des données aux limites.

Les quasimodes satisfaisant les conditions aux limites auto-adjointes sont ensuite construits comme
combinaisons linéaires des “quasimodes modeles”. Imposer les conditions revient a résoudre un
systeme de dimension finie, et annuler le déterminant correspondant donne lieu a la condition
de quantification de Bohr-Sommerfeld. Enfin, des arguments standard permettent de passer de
I’analyse des quasimodes aux énoncés sur le spectre.

1.3 Remarques bibliographiques

Nous commentons ci-dessous divers résultats apparentés dans la littérature, soit sur la théorie
spectrale de I'opérateur Pi,, soit sur les lois de Weyl non classiques.

1.3.1 L’opérateur de Connes-Moscovici

Nous écrivons D, = i~19,. Connes et Moscovici montrent que P posséde une extension auto-adjointe
P,, uniquement déterminée par la propriété de commutation avec 'opérateur de multiplication
1i_11)(z) et le multiplicateur de Fourier 1{_or 2x(D;) [12]. Ils prouvent également que Py, a un
spectre discret, non borné dans les deux directions. De plus, il est démontré dans [12] que les
fonctions propres de P, avec valeurs propres positives sont des fonctions propres L? de P qui
appartiennent a 1’espace de Sonin

Ker 1;_1 17(z) N Ker 1{_oz 24 (D). (6)

Remarque 1.6. Notons que 'opérateur considéré dans [12] est Wy, = —Ps,, donc la terminologie y
fait plutdt référence aux valeurs propres négatives. Notons aussi que le parameétre noté E dans [12]
est la racine carrée de notre variable de valeur propre.

Le travail de Connes et Moscovici est motivé par le probleme de trouver une réalisation spectrale des
zéros non triviaux de la fonction zéta de Riemann dans 'esprit de la conjecture de Hilbert-Pdlya.
Nous n’abordons pas ce probleme ici : bien que le corollaire 1.2 confirme la loi de Weyl prédite par
[12], nous soulignons que la comparaison avec les zéros de zéta que I'on peut en déduire a ce stade
ne concerne que la fonction asymptotique dominante de leur fonction de comptage, telle que don-
née par la formule de Riemann-von Mangoldt. Notre résultat n’identifie ni les (racines carrées des)
valeurs propres individuelles de Pj, avec les zéros de zéta, ni ne reproduit les oscillations d’ordre
inférieur dans la fonction de comptage des zéros. Une réalisation spectrale des zéros de zéta, telle
que recherchée dans le programme plus large de Connes et collaborateurs [11, 12], devrait également
rendre compte de ces oscillations.

Plusieurs travaux récents développent des aspects complémentaires de ’analyse. L’espace de So-
nin apparait indépendamment dans I'approche de Connes et Consani de la positivité de Weil [10],
ce qui a en outre motivé la considération de l'opérateur prolate P,, dans un contexte de théorie
des nombres. Dans un travail ultérieur [11], Connes-Consani-Moscovici introduisent des analogues



semi-locaux de 'opérateur prolate P, et de ’espace de Sonin, incorporant de plus des composantes
locales associées a un nombre fini de nombres premiers. Ils montrent que les espaces de Sonin
généralisés résultants restent isomorphes lorsque d’autres nombres premiers sont ajoutés, et les réa-
lisent comme espaces de Hilbert de fonctions entieres. Ramis-Richard-Jung-Thomann développent
une description complexe-analytique alternative des valeurs propres de P,, qui ne proviennent pas
du probleme restreint Plj_yy [33]. Plus précisément, ils construisent des déterminants spectraux,
caractérisent ces valeurs propres par des propriétés de décroissance des solutions prolongées ana-
lytiquement au plan complexe, prouvent qu’elles sont toutes positives (donc ce sont des valeurs
propres négatives dans la terminologie pour Wy, = —F,), et donnent une méthode rapide pour leur
calcul numérique. Notre formule de Bohr-Sommerfeld compléete cette caractérisation en fournissant
la fonction asymptotique a haute énergie (qui prouve en particulier que la borne sur les ordres des
déterminants dans [33, Prop. 16] est optimale).

1.3.2 Opérateurs dégénérés et lois de Weyl logarithmiques

Dans cette sous-section, N(F) désigne le nombre de valeurs propres, comptées avec multiplicité,
dans [0, E] pour 'opérateur auto-adjoint spécifié dans la phrase environnante. Nous écrivons N, (F)
pour désigner le nombre de valeurs propres positives dans (0, E] lorsque nous voulons souligner que
I'opérateur n’est pas borné inférieurement.

Rappelons que pour un opérateur différentiel elliptique positif A d’ordre m sur une variété fermée
X de dimension d, la loi de Weyl classique s’écrit

N(E) ~ (2m)~vol{(z,€) € T"X | am(2,§) < E},

ol a,, est le symbole principal de A. L’homogénéité de a,, en £ est alors responsable de la loi de
puissance familiere E%™. Si les coefficients d’ordre le plus élevé dégénérent, cependant, le volume
formel de I'espace des phases peut diverger, la contribution principale peut se concentrer pres d’une
strate singuliere, et des puissances ou logarithmes supplémentaires peuvent apparaitre.

Il existe désormais une théorie large, mais nécessairement hétérogene. Les fortes dégénérescences de
puissance a une frontiere ont été étudiées par Vulis-Solomyak [41] ; les caractéristiques multiples et
les opérateurs hypoelliptiques ont été étudiés par Métivier et Menikoff-Sjostrand [30, 29|, avec une
perspective microlocale plus large donnée par Ivrii dans [26]. Les régions classiquement permises
non compactes conduisent aux lois non classiques de Simon et Aramaki-Nurmuhammad [35, 2],
voir ci-dessous. Des travaux plus récents traitent des géométries sous-riemanniennes et non équire-
gulieres [8], des laplaciens presque-riemanniens [3], des variétés riemanniennes singulieres [4], des
espaces métriques-mesurés singuliers [13], et des dégénérescences de frontiere a exposant variable [7].

Un travail récent de Colin de Verdiere étudie les opérateurs de Laplace a changement de signe
définis par un probléme de transmission elliptique a travers une hypersurface lisse [6]. L’auteur
prouve des lois de Weyl classiques séparées pour les spectres positifs et négatifs et construit des
modes concentrés pres de l'interface. Le coefficient a changement de signe est une caractéristique
partagée avec 'opérateur prolate P, bien que le cadre géométrique et le mécanisme spectral soient
en fait assez différents.



Apparemment plus proche du cadre unidimensionnel considéré ici, Hartmann-Lesch-Vertman [19]
étudient des opérateurs de Sturm-Liouville sur une demi-droite de la forme —a, (220, + p?z* — i +
V(x) et, entre autres résultats, prouvent la loi de Weyl logarithmique N(E) ~ (27)~'vElog E. Le
signe du potentiel quadratique est cependant opposé a celui de P, et 22 n’a pas de zéro sur l'inter-
valle considéré. Apres un changement de variables logarithmique, le modele se réduit & —92 + p2e?,
donc contrairement a notre probleme, I'infini est confinant et de type limite avec une solution dé-
croissante distinguée.

Les facteurs logarithmiques sont particulierement caractéristiques des régimes limites, mais ils pro-
viennent de mécanismes différents. Pour o > 0, Simon [35] considére 'opérateur de Schrodinger
—A + |zy|* sur L*(R?) et prouve que sa fonction de comptage satisfait

1

™

N(E)=~E* log E+ o( B log ),
Pour le laplacien de Dirichlet sur le cornet de volume infini Q = {(z,y) € R? | |ay| < 1}, Aramaki-
Nurmuhammad montrent que la fonction de comptage satisfait

1
N(E) = ;ElogE +o(Elog E),

avec des résultats apparentés en dimension supérieure [2]. Fox-Strichartz considérent 1'opérateur
d’onde 97 — 02 sur le tore plat bidimensionnel T? et montrent

N, (E) = Elog E + (2y — 1)E + O(E'?)

par un argument arithmétique de comptage de réseau [16, Thm. 3.2]. Pour le laplacien sur un
espace métrique-mesuré singulier bidimensionnel compact avec une borne synthétique inférieure de
courbure de Ricci, construit par Dai-Honda-Pan-Wei, on a

1
N(E) = EElogE +o(FlogE)

[13]. Dans le probleme a dégénérescence de frontiere variable considéré par Colin de Verdiere-Dietze-
Trélat [7], le régime dominant est déterminé par le fait que I'exposant de dégénérescence maximal
se situe en dessous, a, ou au-dessus d'une valeur critique; sous une hypothese de Morse-Bott sur
son ensemble de maximum, la fonction asymptotique acquiert des facteurs logarithmiques dont la
forme dépend de la codimension de cet ensemble.

Du point de vue microlocal, le comportement pres de x = £1 est le plus proche de I'analyse de
Vasy des ensembles radiaux conormaux a une hypersurface dans les problémes asymptotiquement
hyperboliques et de Kerr-de Sitter [38, 39] ; voir aussi [43]. L’argument de régularité de module que
nous utilisons est une version simple de celui de Haber et Vasy [18], tandis que le passage des esti-
mations radiales a une représentation oscillatoire conormale et ’analyse subséquente des équations
de transport suivent le schéma de Dyatlov-Zworski [15]. Les classes de symboles dépendantes de h
que nous utilisons ne semblent pas étre entrées dans la littérature jusqu’a présent, nous remarquons
cependant qu’il existe des similitudes avec le calcul des cones semiclassiques de Hintz et son raf-
finement microlocal second [22, 23]. Cela suggere une approche alternative basée sur 1’éclatement
d’un coin de I'espace des phases semiclassique compactifié, que nous ne poursuivons pas ici.
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1.4 Organisation de I’article

En §2, nous introduisons les préliminaires sur I'analyse semiclassique de P(h) et les conditions
aux limites. En §3, nous construisons les quatre quasimodes modeles et calculons la formule de
connexion. En §4, nous prouvons la complétude des quasimodes modeles en utilisant des arguments
basés sur le Wronskien, des estimations radiales, la régularité conormale et les équations de transport
a l'infini de la fibre. Ensuite, en §5, nous imposons les conditions aux limites, nous prouvons la
localisation spectrale et la simplicité, et nous concluons la loi de Weyl. L’annexe A passe en revue la
description des extensions auto-adjointes de P sur la droite réelle. Enfin, les estimations symboliques
utilisées dans la construction des quasimodes sont rassemblées dans ’annexe B.

2 Préliminaires

2.1 Dynamique semiclassique

Pour étudier le probleme aux valeurs propres lorsque £ — 0o, nous introduisons un petit parametre
semiclassique h > 0 en posant £ = h™? et écrivons

P(h) = h*(P — h™%) = —h?0,(2* — 1)0, — 4m*h*x* — 1. (7)
Nous désignons par
pu(z,€) = (22 — 1)€% — 4n’h%2® — 1 (8)

le symbole réel dépendant de h associé a P(h) qui sera utilisé plus loin dans 1’équation eikonale
globale. Sur les sous-ensembles compacts de la droite x, il differe de O(h?) du symbole principal
semiclassique (2% — 1)£2 — 1, mais le terme supplémentaire —472h?2? devient pertinent & 1’échelle
x| ~ h7L.

L’ensemble de zéros {p, = 0} a quatre composantes connexes
Aoroy ={(@,8) | pn(2,§) =0, o1z > 1, 02 > 0}, 01,00 € {£}. (9)
Sur {p, =0} on a
(% —1)€% = 1 + 4n°h?2?,

donc a l'infini spatial dans A, 5,, o172 — 00 et & — 2mhos, et d’autre part, en approchant la
dégénérescence x — o1 on a 09§ — +00.

Remarque 2.1. Pour chaque h > 0 fixé, A,, ,, est une courbe lagrangienne exacte lisse dans 7*R.
La famille n’est néanmoins pas une lagrangienne globale fixe pour le calcul semiclassique standard,
ni ne s’étend comme famille lagrangienne de diffusion semiclassique lisse a I'infini spatial. En effet,
avec r = (oy2) 7! et la coordonnée de fibre de diffusion n = —01&, on a

r2 + 472h2
= —0102 T2
-

et le terme dominant /12 + 47w2h? n’est pas lisse au coin h = r = 0.
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Ay Ay
& =27mh
oy
-1 1 &= —2mh
A_ Ay
L~ Li- TR

FIGURE 1 - Portrait de phase schématique de ’ensemble de zéros {p;, = 0} dans la compactification
radiale de la fibre T*R. Les quatre composantes connexes A,, », se trouvent au-dessus de |z| > 1 et
approchent, lorsque x — %00, les niveaux limites £ = 2wh ou { = —27h. Les points radiaux L,, 5,
se trouvent au-dessus de x = £1 a 'infini de la fibre OT*R.

Suivant [14, Appendix EJ, soit T*R la compactification radiale de la fibre de T*R, dont la frontiere
JT*R représente U'infini de la fibre. Les deux points frontieres dans chaque fibre sont étiquetés par
£ :=¢/|¢| € {£1}. Nous désignons l'extrémité de A,, ,, a l'infini de la fibre par

Loy oy i=Noy oy NOT*R = {x = 0y, £= oa}, (10)
ou la fermeture est prise dans T*R. Dans la carte frontiere g.£ > 0, la fonction

pP= (025)71

est une fonction définissante de TR, et L,, », = {z = 01, p = 0}.

Le champ de vecteurs hamiltonien est
H,, =2(z* —1)£0, — (22&* — 87°h*x)0;. (11)
Dans les coordonnées (x, p), sa renormalisation par p s’écrit
pH,, = 209(x* — 1)0, + 2092p(1 — 47°h*p*)0,. (12)

Ainsi pH,, s’étend de maniere lisse a la frontiere de la fibre et s’annule en £,, ,,. Sa partie linéaire
y est
d0109(x — 01)0y + 20102p0,.

Par conséquent, £,, ,, est une source radiale lorsque o105 = 1 et un puits radial lorsque 0109 = —1,
dans la terminologie de [14, Def. E.50]. La direction correspondant au déplacement vers 'avant le
long du flot est indiquée par une fleche sur la figure 1.



2.2 Action renormalisée

Dans le cadre standard unidimensionnel de Bohr-Sommerfeld, supposons que la surface d’énergie
{¢ = E} ait une composante connexe compacte A sur laquelle dg # 0. Alors A est une orbite
hamiltonienne périodique. Sur toute portion de A qui est localement un graphe £ = £(x), un ansatz
WKB a la forme a(z; h)e®@/? et 'équation eikonale implique ¢'(z) = &(z). La phase accumulée
sur une période est donc I'action classique [, € dz. Exiger que les solutions WKB locales s’apparient
apres continuation autour de A donne la condition de Bohr-Sommerfeld, avec 'indice de Maslov
fournissant la premiére correction de phase; voir [40, § 5-7] pour une revue moderne et [5, 25| pour
d’autres approches.

Dans le probleme présent, les composantes A,, ,, sont non compactes et 'intégrale d’action usuelle
le long de chaque composante diverge. Par exemple, sur Ay ., la variable de fibre est

1 + 4m2h22?
=y mo

donc &(x) — 2h = Op(x72) lorsque = — oo. Ainsi l'intégrale d’action ordinaire le long de A,
diverge linéairement, tandis que soustraire la valeur limite donne l'intégrale convergente

oo (1 + 4mw2h2q2 1

Nous appelons cela 'action renormalisée associée a Ay ;. Les quantités correspondantes sur les
autres composantes sont données par la méme formule avec le signe approprié.

2.3 Notation
Pour k € R, b € S* signifie que b € C®(R x [0, 1];,) et
0¢b(E, )| S (€)F*, aeN,

uniformément en & et h. Nous utilisons la méme notation sur des sous-ensembles de la droite &.
Nous écrivons f = Ogq)(h>) si, pour tout N > 0 et o, 8 € Ny,

sup(a) |05 (23 )| < Cvash”.
e

La notation O(E~>°) a la méme signification. Pour des quantités non négatives A = A(h) et
B = B(h), nous écrivons A ~ B si C™'B < A < CB pour une constante C' > 0 indépendante de
h; lorsqu’elle est utilisée pour une série formelle, ~ a sa signification habituelle de développement
asymptotique.

2.4 Données aux limites

Pour référence ultérieure, nous écrivons explicitement le domaine D(Py,) de P.,. Nous posons

Ueven(T) = 2(u(x) + u(—2)) et uoaa(r) = 3(u(z) — u(—x)). Alors D(P,,) est constitué des élé-

ments du domaine maximal

Dpax(P) = {u € L*(R) | Pu € L*(R)}

10



qui satisfont

xlgrjgl(x F 1)o,u(x) =0, (14)
|xl|iinoo (a: Sin(272) Opieven () — (2mx cos(2mz) — sin(27m:))ueven(x)> =0, (15)
|ml|iinOo (a: cos(27mx) Optioaa () + (27 sin(2mx) + cos(27rx))u0dd(a:)) = 0. (16)

Cette description directe est plus utile pour nos besoins que la caractérisation par I’espace de Sonin
esquissée dans l'introduction.

Soit u € Dyax(P). Des données aux limites sont requises aux deux zéros x = £1 du coefficient
principal et aux deux extrémités de la droite réelle. Pres de © = o € {£}, l'identité

6’x((x2 — 1)8xu) = —Pu — 4r*2*u

montre que w = (x? — 1)9,u appartient & H _ et a donc un représentant continu. Comme z? — 1 a
un zéro simple en z = o, soustraire le terme logarithmique déterminé par w(o) et utiliser I'inégalité
de Hardy unidimensionnelle donne

u(zr) = ago) log |z — o] + agl)H(x —0) +uE(x), Ut e Hp. (17)
La condition (14) est équivalente & al?) = 0.
A Vinfini, pour z € C fixé, une base de solutions de (P — z)u = 0 sur I'une ou l'autre demi-droite

extérieure a pour comportement dominant

cos(2mx)

O.(z]7%), — 7+ O0:(l27?),

]

sin(27mx)
|z]

voir [12]. Ainsi (15) sélectionne la fonction asymptotique de type sinus dans le secteur pair, tandis
que (16) sélectionne la fonction asymptotique de type cosinus dans le secteur impair.

Lemme 2.2. Soit 09 € {£} et b€ S™'. Supposons que b(&, h) = |€]71 + O(|€]72) lorsque g2€ — 00
et supp b(-, h) C {&| 02& > 0}. Alors la fonction

ve(e) = m/ (€, h)er TV g

satisfait lim, 11 (z F 1)0,v4(x) = —1/v/27h.
Démonstration. Par (x F 1)6%(’33F1)f = hDge%(’ﬂFl)f et intégration par parties, nous avons

[

lim (z F1)0,v4(x) = _\/ﬁg}g%/ De(Eb(E, h))er =FVEGE

_ ‘ﬁ /R D¢ (Eb(E, h))de

£=00

1 -1
B [_ \/27rh§b(§’h)] f=—oo - 2rh

11



3 Quasimodes modeles et formule de connexion

3.1 Unicité locale des quasimodes
Nous écrivons g(z) = 2 — 1, donc
P(h) = —h*0,(g(x)0,) — 4m*h*x* — 1.

Nous utilisons la terminologie de [14, Defs. E.35-E.36]. Si I C R est un intervalle ouvert, une famille
u=u(h) € D'(I), 0 < h < hg, est h-tempérée si, pour tout y € C°(I), il existe C, N > 0 tels que

-N

||Xu||H;N(I) <Ch™ .
Soit U7*(I) le calcul pseudodifférentiel semiclassique local proprement supporté sur U'intervalle ou-
vert I, obtenu en localisant le calcul uniforme usuel sur R; voir [42, §4.1] et [14, §E.1.2]. Pour

A € U7 (I), nous notons son symbole principal semiclassique par oy, ,(A). Pour une famille h-
tempérée, (zg,&) & WF,(u) 8'il existe A € U)(T), elliptique en (g, &), tel que Au = Ocos (h™).

Nous aurons besoin de I’'énoncé d’unicité locale suivant pour apparier différentes constructions de
quasimodes.

Théoréme 3.1. Soit I € (—o0,—1) U (1,00) connexe et 0 € {£}. Supposons que u = u(h),w =
w(h) € C(I) soient h-tempérées et satisfont

P(h)u = Ocoo(])(hoo>, P(h)w = Ocoo([)<hoo), WFh(u) U WFh(w) C {05 > 0}
et u(xo) = w(xg) + O(h>) en un point g € I. Alors nous avons u(x) = w(x) + Oceo(ry(h™).

Ce résultat est un cas particulier de I'unicité des solutions microlocales pour les opérateurs de
type principal réel; comparer [9, Lem. 18] et [36, around (3.10)]. Dans le cas particulier de notre
probleme unidimensionnel, nous donnons une démonstration directe utilisant une base WKB locale
et le Wronskien. Par symétrie, il suffit de travailler avec £ > 0 et I € (1, 00).

Lemme 3.2. Soit I € (1,00) et g € I. Il existe des phases réelles S, € C*((1,00)) avec £5) > 0,
et des symboles classiques Co(; h) ~ Y50 W (s j(x) tels que, en posant yi(z) = (i(w; h)enS@)

P(h)ye = Oceer)(h™),  Si(wo) =0, C(i(xo) =1+ O(h™).
En particulier, vy (x9) = 14+ O(h™).

Démonstration. Ce lemme est bien connu et la démonstration est basée sur la construction WKB
standard. Nous omettons les détails. O

Lemme 3.3. Soit [ € (1,00) et zg € 1. Si une famille h-tempérée u € C*(I) satisfait
P(h)u = Ocgoe () (h),
alors il existe des coefficients cx = ci(h) € C tels que
(@) = 474 (2) + 7 () + Oceiry(h™)
pour x € I. De plus, nous pouvons prendre ci explicitement comme

_ Walu,y-)(wo) - Walu,74)(20)
T W) (o)’ Wi (74, 7-)(z0)

12
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Démonstration. Nous introduisons le Wronskien pondéré

Wi(f1, f2) = g(x) (flhazfQ - (haxfl)fQ)-
Alors

ho.Whi(f1, f2) = (P(h) f1) fa = fiP(h) fo. (19)

Nous appliquons cette identité avec (f1, fo) = (u,7y+). En utilisant la tempérance, nous obtenons
que Wy(u,v+) est constant modulo O(h™) sur I, tandis que Wj,(v4,7-)(xo) est borné loin de
zéro pour h petit puisque S’ (zo) # S’ (20). En appliquant la regle de Cramer, nous obtenons les
formules pour les coefficients, et donc I’expansion affirmée. n

Démonstration du théoréme 3.1. Nous considérons seulement le cas o = +. Par le lemme 3.3, nous
avons

u(r) = 74 (2) + ¢ 7-(2) + Ocee (%), w(x) = diyi(2) + dv-(x) + Ocee () (h)

pour x € I.

A partir des formules de coefficients (18), appliquées & u et w, nous déduisons que |c.|+|ds| < h ™M
pour un certain M > 0. Par I'hypothese WF,(u)UWF,(w) C {(x,€) | £ > 0} et WF, () C {(z,§) |
¢ < 0}, nous obtenons ¢ = d_ = O(h*). Donc

u(x) = c47+(x) + Ocee (1) (h), w(z) = div1(x) + Ocoe ) (h™).

Puisque 74 (z9) = 14+ O(h™), nous avons u(zg) = c + O(h*®) et w(zg) = d+ + O(h™). Maintenant
notre hypotheése implique u(xy) = w(zg) + O(h*>) et donc ¢y = dy + O(h™), ce qui implique
u = w + Oceo()(h>). Ceci achéve la démonstration. O

3.2 Phases et quasimodes modeles

1+ 4n2h?y
lop (/ <W _ 27rh> dy + 27rhx>, oz > 1, (20)
0100 —
¢ 77 +1

Notons que Ay, 4y, Vo100 €6 Fyy 5, dépendent de h (bien que la notation ne I'indique pas explicite-
ment).

Nous définissons

Poy 02

Géométriquement, ¢, ,, et F,, ,, engendrent la composante A,, ,, introduite en (9) dans le sens
suivant :

Aoy oy = (7, 0000, 0, (7)) | o120 > 1} (22)
= {(85 1,02(6),6) | 02€ > 2mh} .

La premiere paramétrisation est adaptée a |z| — oo, tandis que la seconde est adaptée a I'approche
du point radial £,, 5,, c’est-a-dire au régime x — oy et || — oo.

13



Définition 3.4. Soit k, ¢ € R. Nous écrivons X = 1+|z|, Y = 1+h|z|, et Ly(z) := 1+log(Y/(hX)).
Pour a € C*(R x (0, 1],), nous disons que a € S}, si pour tous a, 3 € N,

020 a(z, h)| S KX 2oV Ly (2)f

uniformément en x € R et 0 < h < 1. Nous écrivons a € S, pour z € Q avec Q C R lorsque a
satisfait ces estimations uniformément sur z € Q et 0 < h < 1.

Proposition 3.5. Pour 0,09 € {%}, il existe des fonctions u,, ,, € L*(R) satisfaisant
P(h)ug, 0, = Os(r) (h™) (23)

ainst que les propriétés suivantes.

(i) Pour o1x > 2,

Ugy,09 (z) = c01,a2(h)a01 o (7, h)eh%l 2 + Os(h™). (24)

Pour % < ox <4,

Uy 0p(T) = \/_ boy.00(&s 1) e# (@€ Fo1.05(8) )d£ + O (h™°). (25)

De plus, uy, o,(x) = 0 lorsque oz < i Ci-dessus, Gy 0y € S%, et boy 0o € S—L. Il eziste des
2

constantes 0 < &y < &1, indépendantes de h, telles que
SUPP gy 0, (-, h) C {€ € R | 02§ = &0},
et
1
19(2) 5, 0, ()]
bov.oo (€ ) = |0un) (7, ,(6). O 72 € hS2, 0nf 2 &1,
eI (L (1), 20

¢+ (h) = E

Cp—=C_ 4 =C__ =Cyq 4.

Ugy.00 (T, R) — € hSi%,

N

Iciry . satisfait |0)ry o (h)| < h'~Plog(1/h), et nous rappelons que I est définie en (3).

(1) |[ttor,00 1172 () ~ log(1/h).

Remarque 3.6. (1) Microlocalement loin des deux extrémités de Ay, 5,, Uy, .0, €St une distribution
lagrangienne semiclassique associée a A,, ,,. Prés de x = oy, et pour h fixé, elle est conormale a
{r = 01} microlocalement dans la région o9{ > 0. Cependant, nous soulignons qu’elle n’est pas
globalement décrite par une seule classe lagrangienne semiclassique ou de diffusion standard.

(2) On a uy, 4, € H”O( YN C®(R\ {|z| = 1}), mais uy, ,, ¢ H, (R)

loc
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Démonstration de la proposition 3.5. Ici, nous construisons u, . Les autres u,, ,, peuvent étre
construits en posant

U (@) = up 4 (2),  u_(2) = up i (—2), u-_(2) = uy4(—2),

ou nous avons utilisé que la conjugaison u — 7 et la réflexion u(z) — u(—x) commutent toutes deux
avec P(h). Dans ce qui suit, nous supprimons l'indice (+, 4) lorsqu’aucune confusion n’est possible.

Eltape 1 (Représentation en distribution lagrangienne prés de x = 1). Nous construisons un ansatz
sur {3 < x <4} en termes d’'un symbole b(§, h) ~ 322, hib; (€, h) avec b; € S™177, supporté loin de
I'ensemble singulier £ = 27h. La fonction F' = F, . satisfait 1'équation eikonale pj,(F"(£),&) = 0,
qui est la paramétrisation graphique de la composante A ; en (22). Nous posons

TO)(@) = o= [ R FOp(e, nde.

\/ﬁ

Nous vérifions directement la formule de transport utilisée ci-dessous; comparer [17, Ex. 12.3] et
[24, Vol. IV, Thm. 25.2.4] pour le calcul général. Soit Fj, la transformée de Fourier semiclassique
unitaire et posons ¢ = 2wh. Alors

FiP(h)Fy' = =h0c((& — *)d) — & — 1.

En conjuguant cet opérateur par e~/ et en utilisant p,(F'(¢),€¢) = 0, nous obtenons I'identité
exacte

P(h)J(bj) = ihJ (Lm,, bj) + W2 T (ry), 15 = —0((€* = ¢*)deb;),

ou

Eth bj - Oéb; + %a/b]ﬁ Oé<§> - aa:ph(F/(g)? 5)

En particulier, 7; € S~/ et supp r; C supp b;. Par conséquent, pour chaque N > 0,

J(i hjbj> (z) = ihJ (L, bo) + in pi+2 (Z‘J(ﬁth bj1) + J(rj))

+ hN+2J(7’N) + O¢e (hoo)

Ainsi, si nous résolvons les équations L, bo =0 et ily, bjy1 +r; =0 successivement, alors nous
obtenons un quasimode de P(h) sur % < x < 4. Ceci sera utilisé plus loin dans le lemme 3.7 et le
lemme 3.8. Dans notre cas, apres avoir fixé la coupure ci-dessous, nous résolvons ces équations sur
la région £ > £ concretement comme

bo(€) = X(&)I(@un) (F'(€). s>|-% (27)
by1(6) = Q@) (€. [ 10 (F/n) )]~ (o B, (28)

ou nous écrivons b;(€) = b;(€, h) ; les propriétés symboliques sont prouvées dans le lemme B.1. Ici,

nous choisissons y comme suit. Soit
1+ 4n2h22?
o) = [
:L‘ —
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de sorte que x = F'(&(x)) pour z > 1. Puisque F’ est strictement décroissante sur (27h, c0) et
£(4) > 1/4 pour h > 0 petit, nous pouvons fixer

1

So=2, &1 = 2rh < & < & < £(4) <£(2).

1

5 4’

Nous prenons xy € C*®(R;[0,1]) avec x(§) = 0 pour £ < & et x(§) = 1 pour & > &. Alors les

points stationnaires pour x € [2,4] se trouvent dans la région ot x = 1. De plus, sur supp }’ on a

F'(&) > 4, et donc |[x—F'(§)| > F'(§&1) —4 > 0 pour 1/2 < x < 4. Ainsi tous les termes produits par

la différenciation de x sont Ogse(j1/2,4))(h>°) par phase non stationnaire. De méme, si x € [1/2,2/3]
et £ > &, alors F'(§) > 1, donc |x — F'(€)| > 1/3. Nous observons que

J(b)(x) = Oc(h®®) pour x €

1 2] (29)

273

par I'argument de phase non stationnaire. Cette estimation sera utilisée dans le recollement final
des deux expressions locales.

Etape 2 (Représentation WKB d linfini). Nous construisons un ansatz WKB sur {z > 2}; les
estimations uniformes a travers I'échelle  ~ h™! sont prouvées dans le lemme B.2. Puisque ¢ = ¢
satisfait I’équation eikonale pp(x, ¢'(x)) =0,

i

e O P(h)(a()et ) = — ih(2g ()¢ (2)a’(2) + 9(2)¢" (x)alx)
+ g ()¢ ()a(x))
_R2 (g(q:)a”(x) + g’(x)a'(x)).

N o o 0o g ] 7 , , .
ou nous écrivons a(x) = a(w,h) ~ 372, ha;(r, h) avec a; € S_%_j. Nous résolvons les équations
de transport

2ig(x)¢’ ()ap(z) + ig(x)¢" (x)a(x) + ig'(v)¢' (x)ao(x) = 0,
2ig(x)¢ (v)aj, (z) + ig(2)¢" (x)aj(x) = —ig' (z)¢'(x)aj(x)

— g(x)aj(z) — ¢ ()aj(x).

successivement comme

1 1
CLO xTr) = T = T - SE; 30
) lg(x)¢!(z)]2 (22 — 1)3 (4w2h222 + 1)7 < > (30)
ap ety g W)a)_(y) |
a;(z) = = 3 : d s a1
J( ) 2 . /(y)|§ (TS Sl (31)

pour x > 2, 7 > 1. Les estimations symboliques des a; sont prouvées dans le lemme B.2. En
particulier, I'estimation a(x) — ag(z) € hS'; utilise la bornitude uniforme de
2

hLy(x) h 1+ h|z|
_ T tlog——M ) gcn<t, jof =2
Y 1+hyaz|< Flogr ) 0<hst lkelz
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i

Ensuite, nous obtenons un quasimode de P(h) sur {z > 2}, c’est-a-dire P(h)(a(x)er¥®)) =
Osmw)(h™) pour x > 2.

Eltape 3 (Appariement sur 2 < x < 4). Pour apparier ces deux quasimodes sur la région 2 < x < 4,
nous réécrivons J(b)(x) en utilisant la formule de phase stationnaire [42, Thm. 3.11] comme

J(b)(z) = eh@E@-FE@N+Fsan CFE@N g (2, h) + Ocee (b))  pour x € [2,4]. (32)

Ici £(z) est I'unique solution de z = F'({(z)) avec {(x) > 0. Nous notons 'amplitude dominante
par

- _1
ao(w, h) := bo(§ (@), h)| F"(§(x))] 2.
Alors a est lisse pour = € [2,4] et h € [0, 1], et
a(x, h) = ag(x,h) + Oc=(h) pour x € [2,4].
Nous calculons maintenant 'amplitude dominante et la phase plus explicitement. Par (21), nous

voyons sgn (—(F")(£(x))) = 1, ot nous rappelons F' = F; |.

Par un calcul direct, nous voyons que I"équation x = F”(£(x)) est équivalente a {(z) = ¢'(z). En dif-

férenciant p, (F”(€), &) = 0 par rapport a &, nous avons F” (&) = —(9¢pp) (F"(£),€) - (Oupn) (F'(£), )"
et donc

a(z, h) = |(9epn)(x, ' (x))| 72 + O (h)
1

T Vg (@)|E

puisque x = 1 sur la région stationnaire. Enfin, nous observons que

On(28(x) — F(§(x)) — p(x)) = &(z) + 2§ (x) — &'(2) F'(E(2)) — ¢ (2)
=¢{(x)(z — F'(¢(x)) =0

par {(z) = ¢'(z) et x = (F')(&(x)), ce qui implique que x{(z) — F(§(x)) — ¢(x) est indépendant de
x. Puisque £(z) = ¢'(x) — 27h lorsque x — 00 et

1 4+ 47w2h2q2 _
a2 = Oullyl )

nous avons z&(z) — ¢(x) — 0 lorsque  — co. Par conséquent,

lim (2¢(x) — F(§(x)) — ¢(z)) = — lim F(¢(x))

T—r00 T—00

21h
n*+1
:—/ (1/77 R —1>d77—27rh
= (1 /7772 TR 1>d77 —2mh
1
:27Th[<1+477'2h2> —27Th,
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—2mi

ou nous rappelons que I est définie en (3). Puisque e =1, le terme —27h ne contribue pas apres

division par h et exponentiation. Par conséquent,
o (@E@)—F(() _ phe@)+2mil(1+5)
En résumé, nous obtenons
J(b)(z) = er#@THOTTm 305 (0 B 4 Ocee (B°)  pour z € [2,4].
Maintenant nous prenons ¢y , = ¢y ;(h) comme
¢ (h) == a(3,h)"'a(3, h)e*™ )+,

Par (30), (31), (33), et I'unicité des solutions microlocales (théoreme 3.1), nous voyons que

L omir(r—i )+
¢ (h) = ﬁg SEECCIE (1 + 7"+,+(h)>7
J(0)(2) = c4 4 (R)a(z)er?® + Ogeo (h™). (34)

ol 7, satisfait [0y . (h)] < h'"Plog(1/h).

Etape 4 (Recollement). Nous définissons K = [2,2], K| = [3,4], K, = [4,00), et Kj = [2,00).
Nous prenons x1, x2 € C*(R; [0, 1]) avec x; = 1 sur Kj, supp x; C K} (j = 1,2), et xa +x2 =1
sur [2,4]. Nous définissons

wr s (2) = (@) T(B) () + ¢4 (W) xa(@)a(x)eh o).

Par (29) et (34), nous avons P(h)uy . = Osw)(h*). Ceci acheve la construction de uy 4.
Etape 5 (Taille L?). Puisque |g(x)<pf,l702(x)|% ~ |z|2(1 + h|z|)2, nous avons

el goreney ~ [ lal™ (1 + Blal) " do ~ log(1/h),

”Ual,az||%2({\x|§2}) =0(1).

3.3 Presque orthogonalité

Enfin, nous montrons que les quasimodes construits ci-dessus sont presque orthogonaux entre eux.

Lemme 3.7 (Presque orthogonalité des quasimodes). Soit u,, ,, comme dans la proposition 3.5.
Alors,

<u01,02 y Uo! o >L2 = O0(h™)
172

lorsque (01, 09) # (07,0%).
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Démonstration. 11 suffit de prouver

(Ui 15 us -2 = O(h™),

puisque le cas (u_ ,u_ _)» s’ensuit en appliquant la symétrie x — —x. Si g1 # o1, alors les sup-
ports des quasimodes correspondants sont disjoints modulo Og(h>), et la conclusion est immédiate.
Nous considérons donc uniquement (u 4, uy —)r2.

Etape 1 (Région compacte). Soit xo € C2(R;[0,1]) satisfaisant
2,3], supp xo C (3,4).

Xo=0 sur(—oco,3], xo=1 sur]|

Sur supp o nous utilisons les représentations en distribution lagrangienne de (25) :

Uy 4 (x) = \/ﬁ/eh( ¢ F+’+(£))b+,+(§, h) dé 4+ Oges (h),

uy () n, h) dn 4+ Ocs (h™).

1 i
— 7 (@n—Fy ()
= en ; by _
= .
Par la proposition 3.5,
supp by ¢ C{€ > &}, supp by C{n< &},

donc |€ — n| > 2&, sur le support des amplitudes. Ainsi

(X0Ust 4, Uy —) 12 =57 ///eh (M= Fer O =)y ()b 4 (€, )by~ (n, B) da d€ dn
+ O(h™).

Nous intégrons par parties en x en utilisant

h

zx(£ n) _—
eh = -

Pour tout N, cela donne

byt (€, P)bs—(n,
€~y

En prenant N grand, la derniére intégrale est uniformément bornée puisque by 4,b, — € S™!
1€ —n| > 2&. Donc

N e i + O(h™).

| (X0t 15 Uy ) 2| < Cnh™™ 1//

(Xot+ 1, uy )2 = O(h™).

Etape 2 (Estimation WKB d Uinfini). Par la construction de recollement et (29), la partie du terme
complémentaire avec z < 2 est O(h™). Il reste donc & traiter la région > 3, ol nous utilisons les
représentations WKB (24)

g (1) = gy (h)ag 4 (2, h)er# e+ @ 4+ Og(h*),
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up—(z) = ¢y ~(M)as _(z, h)er =) + Og(h™).
Puisque ¢, _ = —¢ 4, nous pouvons définir
V(@) = 01 4(@) — 01— (7) = 204 4 (2).
Alors

En particulier,
V(x)~z™, 3<x<2/h, Y(x)~h, x>1/h.

De plus, les estimations d’amplitude dans la proposition 3.5, avec la regle de Leibniz, donnent
directement

o (a+7+(q:, h)m) = O((l + hx)’lx’kk), x> 3.
Nous choisissons 2, x3 € C°(R; [0, 1]), dépendant de h, tels que
XetXxs=1—x0 surz=>3,
avec
supp x2 C {3 <2 <2/h},  supp x3 C {z = 1/h},

et avec les bornes usuelles |0Fxa| + [0Fx3| < Crz™ sur leurs supports. Puisque les coefficients de
connexion dans (24) sont uniformément bornés, il suffit d’estimer

I, = /eﬁw(””)xj(m,h)a+7+(x,h)a+,_(x, h)dx, j=2,3.

Estimation de I. Considérons d’abord I,. Sur supp Y2, nous avons ¢'(z) ~ 7! et
0y (¥ (x)™") = O(z"").

Soit L := %@;, de sorte que Lei? = en?. Si ap := X204+ +a4 — alors des intégrations par parties
répétées donnent

I, = /elﬁlp(Lt)Nag dx.

Les bornes symboliques ci-dessus impliquent (L)Y ay = O(h¥2x 1) sur 3 < x < 2/h. Par conséquent

2/h dx

| < CNhN/3 = < Cvhlog(1/h) = O(h™),
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puisque N est arbitraire.

FEstimation de I3. Considérons maintenant I3. Sur supp xs, nous avons ¢'(x) ~ h, et

% (wf?@) =06,

De plus, puisque hz > 1,
Oas =027 %%, az:=ysa, a5

Pour le méme opérateur L que précédemment, nous obtenons (L)Y asz = O(h™'z=27). Par consé-
quent, par intégration par parties, nous obtenons

T3] < Cyh~ / 22N dr < OnhY.
1/h
Encore une fois N est arbitraire, donc I3 = O(h™).

En combinant 'estimation de la région compacte avec les deux arguments WKB, nous obtenons

(s vty )12 = O(h%).

Le méme argument apres le changement de variables x — —z donne (u_ y,u_ )2 = O(h™). Ceci
prouve le lemme. O

Compte tenu de la proposition 3.5(ii), le lemme 3.7 montre aussi que les quatre quasimodes modeles
sont linéairement indépendants pour tout h suffisamment petit.

3.4 Valeurs aux limites

Lemme 3.8. Soil © = Uy, o,, €t NOLONS Ueyen €l Uoda S€S parties paire et impaire. Alors

lirin (az SIn(272) Oy teven () — (2mx cos(2mz) — sin(?wx))ueven(x)> = Fy/ ;—hcam,

T—r 00

lim (x cos(2mx) Oy tioaa () + (2w sin(2mz) + cos(27rx))u0dd(:c)> = +iog,/ %cglm,

0,
lim (x — 0)0Uy, o, (T, h 2 e {+}).
(e = Wt ) = ()
Démonstration. Observons que ¢, () = 2mwhosx + Op(|z|™!) lorsque o1z — co. Par (24) et les
définitions de g et ¢4, »,, NOUs avons

C017U2 1 2m¢72x
+ Op(|x 01T — 00),
oy [ () (12— o0)
O(lz™) (017 = —00),
Moy ——= Co1,00 ] |7te?™ 2 1 Oy (l2]7?) (012 — 00),
Dxly on (T) = v
O(|x|™ °°) (o012 — —00).
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Par conséquent, lorsque |z| — oo,

Coi,00 |x|—1627ri0102|$|+Oh(|x|—2)’

ueven(x) - 2m
o15g1 (2)Csy 0

toa(7) = =0

La substitution dans les deux fonctionnelles aux limites donne les deux premiers limites.

|| "2l 1 Oy (7] 7).

Pour la limite x — o, posons
401,09 (5) = F(H,UQ (g) — 1.

La formule explicite (21) donne ¢y, ,() = On(|€]71) lorsque 09 — oo. Avec la proposition 3.5,

cela donne 1

V2l¢|

Ainsi la représentation en distribution lagrangienne (25) peut s’écrire pres de x = o7 comme

6_%%1’02(5)[701,02(57 h) = + Oh(|£|_2)7 02§ — 00.

— 1 1 -2 %(:cfo'l)f oo
(o) = T (g + O ) Feo0%de - 00,

avec l'amplitude supportée dans {09 > 0}. Le lemme 2.2 implique alors la limite énoncée en
x = oy, tandis que u,, », s’annule pres de la dégénérescence opposée. O

3.5 Correction de phase

La formule de connexion (26) détermine une correction de phase réelle. Puisque 74 4 (h) = O(hlog(1/h)),
il existe des uniques fonctions lisses o(h) > 0 et d(h) — 0 telles que

L4 s () = o(R)e™ . (35)

La fonction d satisfait |97 d(h)| < h'~?log(1/h). Nous posons

1
B =211 -
S(h) ( +47r2h2> +4+d(h), (36)
de sorte que
0 h s
oy () = L) grimsi (37)

V2

Le calcul suivant est ’analogue de la premiere correction dans la regle de Bohr-Sommerfeld a tous
les ordres de [5]. La nouvelle caractéristique est que la premiere intégrale de transport a un terme
limite 7! sur 1 < & < h™!, produisant une correction de phase hlog(1/h).

Lemme 3.9 (Correction logarithmique au reste de Bohr-Sommerfeld). La fonction d(h) définie par
(35) satisfait

d(h) = —8}; log(1/h) + O(h), h— 0. (38)
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Démonstration. Nous isolons la seule contribution au coefficient de connexion qui peut étre de taille
hlog(1/h). Nous travaillons sur la composante (+, +) et posons

c=2mh, G(z,h) :=|g(x)¢(z)] = ((* = 1)A + E2*)?, ag =G V2

Par (31),
ay(z,h) i /l‘ gag + g'ag
= - h)d =
@) 3 ) Qy. h)dy, Q iz (39)
Un calcul direct donne
2ctxt — 3cta? + 622t — 10?22 + 2¢ + 2% — 2
Qz,h) = - 2 3/2 2..2\5/2 (40)
4(x% — 1)3/2(1 + c2a2)>/
Pour 3 < z < ¢! cela implique
1 -3 2
Q(z, h) = iz +O0(27°) + O(c*x),
et lintégrale des deux termes d’erreur sur [3,c¢7!] est O(1). Sur la région restante z > ¢!, le
changement de variables s = cx dans (40) donne
[, Q. ] dz = 0(1).
Ainsi
3 1 1
| QUy.h)dy = 108(1/) + O(1) = ;log(1/h) +O(1), (41)
car ¢ = 2mh. En combinant (39) et (41), nous obtenons
aq (3, h) 7
= —log(1/h) + O(1). 42
) = s los(1/h) + 01 (42)
Le développement de phase stationnaire avec le lemme B.1 implique
a(3,h) = ao(3,h)(1 + hA (k) + O(h?)), Ai(h) = O(1). (43)

De plus, par la définition de @ et le calcul menant a (33), @o(3, k) = 272ay(3, h). Par conséquent,
en utilisant (42),

Zg Z; - \}5(1 ~ Lrog(1/m) + o(n)). (44)
Par la définition de ¢, ., cela signifie que le facteur 1 + 7, 4 (h) dans (26) satisfait
Lt ren(h) = 1= 2 log(1/h) + O(h). (45)
Nous utilisons la branche du logarithme pres de 1 et obtenons
d(h) = 7 mlog(1 +r, (h)) = _8}; log(1/h) + O(h),
ce qui prouve (38). O
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4 Complétude des quasimodes modeles

4.1 Enoncé de complétude

L’objectif principal de cette section est de prouver un énoncé de complétude pour les quatre qua-
simodes modeles construits précédemment. Nous énoncons d’abord le résultat ; la proposition 4.1
est ensuite prouvée en §4.5 une fois plusieurs résultats auxiliaires établis.

Proposition 4.1. Soit u € L*(R) satisfaisant ||ul|rz = 1 et P(h)u = 0. Il existe des coefficients
Cor.00 = Coy.05(R) € C tels que

Y. leorol® ~ (log(1/h)) (46)

o1,026{%}
el Si v =1U— 35 se{t} Coroalor,on, ALOTS

v = Os({jelz2p (h%),

v = Oceo(k)(h™)  pour tout K € R\ {£1},

v = OH%,L;(R)(hOO) pour tout § > 0.

De plus, pour chaque o € {+} il existe a{9(h),alV (k) = O(h™) tels que, localement prés de v = o,
v(z) = af (h)log |z — o| + al) (W) H(z — ) + O, 55 (h™) (47)

pour tout § > 0.

4.2 Estimations polynomiales a l’infini

Nous commencons par des estimations polynomiales nécessaires pour justifier la décomposition de
Wronskien & l'infini. Puisque le coefficient principal 22 — 1 ne s’annule pas sur (1, 00), toute solution
distributionnelle de P(h)u = 0 y est lisse. Pour x > 1,

Phu=0 <<= h*gu) = (V- 1),
ou Vi, (z) = —4mr2h?z?.
Lemme 4.2. Soit z € (1,00). Supposons que u = up € C*°((1,00)) satisfait P(h)u =0 et
[u(zo)] < O™, |u'(xo)| < CR7Y

pour un certain N > 0 et C > 0 indépendant de h. Alors, pour tout entier k > 0, il existe My > 0
tel que

[ P| Lo (fag,00y) = O(RM).

L’énoncé analogue sur (—oo, —xg] s’ensuit par la symétrie x — —x.
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Démonstration. Nous définissons, pour x > 1, la fonctionnelle d’énergie

1-— Vh(ZL‘)
E(z) = |h(z)]? + ——|u(2) .
(x) := [h (2)] ) |u(z)]|
En utilisant que h?u” = —h2%u’ + %u nous calculons
S— 1=\ 11—V ——
E'(z) = 2Re (u/(z)h*u" () + ( h) u(z))? + 2=—"Re (u(z)u/(z))
/ 1-V\
:_2h27g(x) o' (x 2+< h) w(x)|*
o(2) |u'()] J |u(z)|
Puisque
g (z) % -0, 1—Vi(2)\ _ 2047 4+ Dz <0
glx) a*—1 9(x) (x% — 1)

pour z > 1, nous avons E'(x) < 0. Ainsi F(z) < E(xy) pour z > xy. Puisque z¢ > 1,
E(x0) < h2Ju'(20)[* + Colu(zo)|* = O(h™2Y).

De plus,

_ 27,22
1 — Vy(x) _ 1+ 4r*h*x .
g9(z) z?—1

Donc
Il reste a borner les dérivées d’ordre supérieur. Nous écrivons

gl<x) B(l‘) _ Vh<x> -1

u' = Au' + Bu, Ax)=— = By(z) + h 2B (z),

g(x)’ h?g(x)
ou
4Ar2a? 1
B =—— B = — )
() x2—1’ (@) 2 —1

Toutes les dérivées de A, By, By sont bornées sur [z, 00), par conséquent
1 BO| oo (fzg.00y) < Ceh ™.

En différenciant v” = Au’ + Bu k fois, nous obtenons

k
ubd =% <k> ( AW (h=i+1) B(j)u(k—j))
J

j=0
Par récurrence, en partant des bornes pour u et u/, nous obtenons
k —
1™ Lo 2o,y = O(R™H)

pour certains exposants My, par exemple My, = Myp,1 = N + 1+ 2m.
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Lemme 4.3. Supposons que u = uy, € L*(R) satisfait P(h)u =0 et
HUHLQ < ChiM

pour un certain M > 0 fizé et C > 0 indépendant de h. Alors, pour chaque I € (—oo, —1) U (1, 00)
et k € Ny, il existe My > 0 tel que

™ || ooy S A5

Démonstration. Pour k fixé, choisissons une suite suffisamment longue d’intervalles emboités rela-
tivement compacts, dont les fermetures évitent {£1}. Sur ces intervalles, |g| est borné loin de zéro.
Les estimations elliptiques intérieures standard pour l'opérateur différentiel ordinaire —0,(gd,),
avec

—0,(90,)u = (472 + h™?)u,
donnent récursivement

ull rmszr,) < Conh ™2 | wll 5 (1n0)-

Ainsi [Jul g2y S 72" pour tout r fixé, et Pinjection de Sobolev unidimensionnelle donne le
résultat ; par exemple, on peut prendre M, = M + 2[(k + 1)/2]. Dans l'application ci-dessous,
|||z = 1, donec M = 0. O

4.3 Estimation radiale

En nous concentrant pour l'instant sur des sous-ensembles compacts fixes de la droite x, ’objet
pertinent est le symbole principal semiclassique de P(h), que nous notons

P = e (P(R)) = (22 = 1)E* — 1,

et son ensemble caractéristique dans T*R est {(¢)"?p = 0}. Dans les démonstrations, nous utilise-
rons [14, Thm. E.54], I'estimation radiale sous le seuil rappelée ci-dessous, appliquée a un opérateur
de la forme

Pg(h) := P(h) —h*B(h), B(h) € VY,

en un puits radial, et & —Pg(h) en une source radiale. Tous les voisinages introduits dans la suite
sont indépendants de h.

Proposition 4.4 (Estimation radiale sous le seuil). Fizons 01,09 € {£}, soit s < 1/2, et soit
B(h) une famille bornée dans W). Supposons que G € W9 soit elliptique prés de Lo, 5,. Pour tout
voisinage V' suffisamment petit de Ly, 5, dans T*R avec V' C ell,(Gy), il existe G,Gy € VY et
x € C2(R) tels que

EO’1,O’2 C ellh(G), WFh<G) C ‘/, WFh<G0) cV \ Lal,aga
et, pour tout N > 0,

e

H; S 1Govl

m; + h7HGLPE(h)vll ey + 1Y X0l v, (48)

avec une constante indépendante de h et v.
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Démonstration. Apres localisation pres de x = o1, nous étendons 'opérateur a une variété compacte
unidimensionnelle. Puisque h?B(h) € h*U), nous avons oy, 4(Pg(h)) = open(P(h)) = p. Dans la
carte frontiere 0o > 0, avec p = (02€)™!, son champ de vecteurs hamiltonien renormalisé est
pH, = 205 (2% —1)0, + 205x00,.
Par conséquent, sa linéarisation en L,, ,, = {z = 01,p = 0} est
40’102(1’ — 01)81, -+ 20’102p8p,

ce qui est en accord avec (12).

Nous vérifions ensuite la condition de seuil dans [14, (E.4.47)]. Puisque 'opérateur est d’ordre deux,
le symbole apparaissant la est

T 1= apr’h(hfl Im PB(h)) + (5 — 1) Hp<§>.

Comme P(h) est formellement auto-adjoint,
h~'Im Py(h) = —hIm B(h) € h¥.

Donc le premier terme dans (£)~'7, s’annule a 'infini de la fibre. De plus,

_1 Hp(§) —1 2x6?
(€)= = (&) Hylog(€) = — — —20109
() g (£)?
en L,, »,. Ainsi, en un puits radial, c’est-a-dire dans le cas ou 105 = —1,

(&) try — 2 (s — %) < 0.

Cela signifie que la condition sous le seuil est satisfaite pour s < 1/2, donc [14, Thm. E.54] s’ap-
plique. Dans le cas d'une source radiale, en inversant le flot hamiltonien en remplagant Pg(h) par
—Pg(h), on réduit l'estimation au cas du puits. O

Nous utilisons la proposition 4.4 comme suit. Si v = OHfNO(hiMO) sur un voisinage contenant
h

supp x pour certains My, Ng > 0, et
Go’U = OH;(hOO), GlpB(h)U = OHZ—l(hOO),

alors Gv = OH;L(hOO). En effet, pour tout K > 0, en prenant N > Ny et N — My > K, le dernier
terme dans (48) devient O(h%).

4.4 Reégularité conormale et développement aux limites

Nous écrivons ¢ = Ogm (h*) si, sur le sous-ensemble de la droite £ considéré,

|0£ (€, h)| < Canh™ (€)™, a,N €N,
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Proposition 4.5 (Développement conormal). Fizons o € {£}. Pour certains My, Ny > 0, suppo-

sons que v = OH;NO(h*MO) localement prés de x = o et que P(h)v = Og(h™>). Supposons aussi

qu’il existe des voisinages V,, de Ly, dans T*R tels que
WFh(U) N VUQ - 50702, 09 € {:l:}
Alors, localement pres de v = o,

v(z) = al® (h)log|z — o] + alV (h)H(x — 0) + Opsja—s (h™) (49)

(e

pour tout § > 0, avec al¥(h),aV(h) = O(h>).

g

En d’autres termes, la condition sur le front d’onde stipule que v = Oge(h>) microlocalement en
chaque point de V,, \ Ly,. Compte tenu de P(h)v = Og(h*), il suffit de vérifier cette condition
sur ’ensemble caractéristique de p.

A cette fin, nous adaptons I'argument de régularité de module itéré de [18, Thm. 6.3], puis vérifions
les estimations du symbole conormal uniforme directement par transformée de Fourier.

Démonstration. Etape 1 (Module test et ses générateurs). Fixons oy € {#} et posons
No{z =0} = {(2,§) € "R\ 0|z = 0, 02§ > 0}.

Sa fermeture dans T*R rencontre l'infini de la fibre en £, ,,. Soit U,, C T*R\ 0 un voisinage
conique ouvert de N {z = o} dont la fermeture, prise dans 7*R\ 0, est disjointe de N* {z = o}.

Ici U™ désigne le calcul pseudodifférentiel classique proprement supporté ordinaire, et o, désigne
son symbole principal homogene. Suivant [18, Def. 6.1], nous introduisons le module test

Mg, = {G € U | 0,:(G)

NC’;Q {z=0c} — 0}

Microlocalement dans U,,, il est engendré sur ¥°, modulo les opérateurs régularisants, par I'identité
et A= (zx—0)D, :

Mgy =0+ UA, (50)

Plus précisément, tout G' € M, ,, peut s’écrire G = E1 A+ Ey + R microlocalement dans U,,, avec
Ey, E; € % et R € U=, En effet, par le lemme de Hadamard, nous pouvons factoriser

UPY(G> (ZL’, 5) = (ZE - U)éQO(‘ra §>’

ol go est homogene d’ordre zéro. Si E; € W0 satisfait o,,.(E1) = go, alors puisque o, (A) = (z—0)¢,
les opérateurs G et £ A ont le méme symbole principal microlocalement dans U,,. Donc G— E1 A €
UY microlocalement dans U,,.

/////

pres de o, et posons w = yw. L’hypothese et la régularité elliptique semiclassique impliquent
v = Oge(h™) pres de supp x’ et donc

P(h)w = f, .= xP(h)v + [P(h), xJv = Ocee (h™),  WFy(w) C Lot U Lo
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Un tel choix de x est possible car les deux courbes caractéristiques de p au-dessus de x proche de
o se trouvent dans V. U V_ et p est elliptique en tous les autres points la.

En écrivant Qp,(z) = —1 — 47%h*z?, nous calculons
2o 2h%o
P(h), Al = — P(h A+ iRy, o1
P). A=~ 22 POy + 2% 4 iR, 51

ou Ryp =20Qn/(x+0)+ (x — 0)Q), est un opérateur de multiplication uniformément borné pres
de x = 0. En itérant cette identité, nous obtenons, pour k£ > 1,

2ko
r+o’

(P(h) — h*By)A* = Dy P(h) + lkaj(h)Aj, Bi(z) = (52)

localement pres de x = o. Ici Dy est un opérateur différentiel d’ordre k et les Ry;(h) sont des
opérateurs uniformément bornés d’ordre zéro.

Dans ce calcul, les k occurrences du terme 2h%c/(x + o)A dans (51) produisent le coefficient
By, = 2k /(x + o) devant A*. La commutation de A avec ce coefficient ne produit que des facteurs
d’ordre zéro, et les termes impliquant R, contiennent déja moins de k puissances de A. Ainsi tous
les termes restants impliquent bien A7 avec j < k.

Fixons s < 1/2. Pour k = 0, la proposition 4.4 avec B = 0 implique w = Op: (h*) aux deux points
radiaux. Supposons que les estimations correspondantes tiennent pour A/w, j < k. Par (52),

(P(h) = h*Br)A*w = Oper (h*)

microlocalement pres de I'un ou l'autre point radial. Soit G supporté la ou ces estimations en
nombre fini tiennent. La borne a priori implique

Ak = OH;Nofk(hiMofk),
puisque hA a un ordre différentiel semiclassique un. De plus, GoA*w = Ops (h*°), car WF;,(A*w) C
WF},(w) et le microsupport de G évite les points radiaux. En appliquant la proposition 4.4 directe-
ment & P(h) — h?By, nous achevons I'induction. En utilisant un argument de partition microlocale
de 'unité et en appliquant les estimations loin des points radiaux, nous obtenons

Ak = oHi/z_E(R)(hOO), keNy, £>0. (53)

Puisque [A, E] € U0 pour E € ¥° par utilisation répétée de (50) nous pouvons exprimer chaque
produit fini d’opérateurs de module comme une somme de E;A7, E; € ¥° modulo des termes

.....

régularisants sont Oge (h™) par (53).

Etape 3 (Représentation par intégrale oscillatoire). Nous utilisons la caractérisation de Melrose des
distributions conormales par régularité itérée, dans la formulation de [24, Vol. IV, Def. 25.1.1 and
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Prop. 25.1.3].

Pour chaque h fixé, par régularité elliptique loin de # = o combinée a (53) et (50), w est conormale
a {z = o}. Elle a donc une représentation par intégrale oscillatoire avec phase (x — o)n. Nous
voulons maintenant en déduire des informations plus précises sur la dépendance en h.

Posons y = x — 0, w,(y,h) = w(o + y, h), et soit
a(n, h) = Fyws (1, h)
sa transformée de Fourier (ordinaire). Puisque
Fy(yDywo) = i(nd, + 1)a,

les estimations (53) controlent des puissances arbitraires de 70, appliquées a a. Plus précisément,
sur une région dyadique r < |n| < 2r, r > 1, nous avons

asé - n_apa(nan)

pour un polynéme P,. Apres le changement d’échelle n = r#, en utilisant l'injection de Sobolev
unidimensionnelle sur la région fixe 1 < |6| < 2, pour s > 0, nous obtenons donc

N 1 a+1 )
sup [dya(n, h)| S 772 Y (yDy) wolus-
r<|n|<2r =0

¢ il y a un facteur supplémentaire r~* di a n=%, et la remise a

~1/2

En effet, le poids H® contribue r~
I’échelle de la norme L? produit un facteur r

Soit s =1/2 — ¢, avec 0 < ¢ < 1/2. Puisque
I(yDyY wollsr= < h=*[[ AWy = O(R™),

nous obtenons

i = Og-1+- ()

pour |n| > 1. Sur des intervalles bornés de 7, la méme conclusion s’ensuit du support compact de
w, et de la borne Ogs(h™).

Nous passons maintenant aux variables de Fourier semiclassiques. Fixons R > 1 et diminuons hg
de sorte que 2why < R/2. Choisissons 04 € C*(R; [0, 1]) tels que

supp 0+ C {+£& > R}, 0L =1 sur {+£ > 2R}.

Définissons
Qo (§, 1) = 05, (§)h™H2A(E/ B, ).
Pour m = —1 + ¢ et |{| > R, Pamplitude avant multiplication par 6,, satisfait
(€ mrelog (= 2a(e /b, h))| = bR gy e (9ga) (€ /b, b))
< hTVE M sup ()T 0 a(n, ).
7
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Puisque —1/2—m = 1/2—¢, la puissance fixe de h est absorbée par la borne O(h*). En appliquant
la regle de Leibniz a la coupure fixe 6,,, nous concluons que

4y, = Og-1+<(h™).

La partie non captée par 0, +0_ est supportée dans la région fixe |£| < 2R. Sa transformée de Fourier
semiclassique inverse est obtenue en appliquant a w un multiplicateur de Fourier semiclassique de
symbole supporté dans [£] < 2R. Puisque w = Og:(h*), la fonction résultante est Oce (™) :
chaque dérivée en z introduit au plus une puissance fixe de h™!, qui est absorbée par ’estimation
O(h®). Par conséquent, pres de z = o,

w = 'U+ +v_ + Ocoo(hoo>,

ou
1
Vo (x) = \/ﬁ

et Supp a,, C {026 > R}.

/ eh T a,, (E,h) dE,  ag, = Og-11:(h™), (54)

Etape 4 (Phase exacte et équation de transport). Posons (g.q,(€) = Fyqy(€) — €. La formule
explicite (21) implique

|agQU,02 (57 h)' S Cj<€>_1_j7 0-25 Z R7 j S N07 (55)

uniformément pour 0 < h < hg. En particulier, [ge’%2/" <, h=*(£)~*. Par la régle de Leibniz,
la multiplication par ce facteur préserve Ogm(h>). Donc

Voy = oy (Doy)y Doy = €972/ Ma = Og-112(R™),

1 i

oo (0)(2) = /eﬁ(‘”’s’F"v"Q(@)b  h) de. 56
)= o (€ h) e (56)
Nous utilisons maintenant 1’équation de transport de I’étape 1 de la démonstration de la proposition
3.5. Posons ¢ = 2mh et

gy () 1= xph(F;’Uz(f),ﬁ) = 20\/(52 +1)(&2 — ), Ly, b:= Qoonb + %ozf,mb.

Nous avons Fpv,, = 0,,Fpw par construction et Ff, = Og-«(h™) par la borne sur fj,. La
commutation de F, P(h)F;, " avec 6,, ne produit que des termes supportés dans R < |¢| < 2R, ou
I'amplitude de Fourier et toutes ses dérivées sont O(h™). En utilisant Fyv,, = e o2/, dans
I'identité de transport, nous obtenons donc

ihLi,, be, — W20 (62 — ¢)0eby, ) = O (h*).
Puisque 0¢((§% — ¢?)0) préserve chaque classe de symboles S™, nous concluons que
Ly, by, = Og-1+:(h™). (57)
Soit Gy 5y = |0, |- Puisque sgnay, 5, = o sur 02 > R,
L, b= 0G)70:(G)20).

0,09
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Comme G;1/2 € S71, (57) implique

ag(g;((fz,b,,?) = Og-2: (™).

Puisque € < 1, cela est intégrable dans chacune des régions 09 > R. Soit 7,,(h) la limite de G/2 b,,

0,02

lorsque 026 — oo. En évaluant en un point fixe et en intégrant la dérivée a l'infini, on montre que
Yoo () = O(h™). En intégrant plutot de € a l'infini, on prouve

bUQ (5, h) = WUQ(h)gUJz (57 h)_1/2 + OS*2+€(h’OO)' (58)

Ainsi I’équation de transport détermine le terme dominant et améliore le reste a 'ordre —2 + ¢.

Etape 5 (Termes logarithmiques et de Heaviside). Par (58), aprés étre revenu de la phase exacte &
la phase homogene (z — )¢, 'amplitude dans la région 09§ > R est

Yoo (h)e_iq”'°2/hg_1/2 4+ Og-2+e (hoo)

0,02

A Vinfini de la fibre,
g—1/2 . 2—1/2|§|—1 c 8_3.

0,02

De plus, par (55), _
0 (7o " = D] Sa hTTHOTT o2t > R,

Puisque 7,,(h) = O(h™), toutes les puissances fixes de h~! sont sans conséquence. Par conséquent,

Vou (h)e o2/ NG L2 = 9712 (1)|¢]7! + Og-2+- (h™°)

0,09
pour 02§ > R.
En combinant les contributions de o5 = + et 09 = —, 'amplitude dominante peut s’écrire comme
0oc () (O MET + AP (RET), o =04 + 0,
ol
7O =27y + 1), AP =27 = o),

Les termes supportés dans les régions R < |[¢| < 2R ont des amplitudes qui sont O(h*) avec toutes
leurs dérivées, et leurs transformées de Fourier semiclassiques inverses sont donc Oge (h>).

Puisque 05, = 1 pour [£] > 2R, modifier O |¢]™' ou 6,7 aux fréquences bornées ne change
leurs transformées de Fourier inverses que par une fonction lisse. En utilisant une variante remise
a I’échelle des identités pour les transformées de Fourier inverses de |£]7! et £, nous obtenons,
pour y =x — 0,

2
Fi' (007" = — log |y| + o(y; ),
h ( ‘5| ) \/ﬁ Og|y’ ’l“o(y )
et

Firt(0ns™) = o seny) + o).
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ot ro( -3 h) et ri(-;h) sont lisses pres de y = 0. Leurs semi-normes locales C* ont une croissance
au plus polynomiale et logarithmique en h~'. Puisque v{?), v{!) = O(h), les termes lisses corres-
pondants sont Ocee (h>).

En utilisant sgn(y) = 2H (y) — 1, la partie singuliére est donc
ag (h)log[y| + al () H (y),

ou

2 um
Op)= ——Z_~O)p M(p) = MY,
() =~ ), () = A (h)

En particulier,
al(h), alY (h) = O(h™).

Le terme constant provenant de sgn(y) = 2H (y) — 1 est lisse et est absorbé dans le reste Ogee (h).

I1 reste a considérer la transformée de Fourier inverse du reste Og-2+-(h™). Soit 7 = Og-2+(h*).
Pour 0 < s < 3/2 — ¢, Plancherel semiclassique donne

17 e S BNl oz = O(h),

puisque (£)*2*¢ € L*(R) pour s < 2 —¢.

Etant donné 0 < § < 3/2, nous prenons s = 3/2 — § et 0 < & < min(d,1/2). Ceci prouve (49). Le
cas § > 3/2 s’ensuit des inclusions de Sobolev correspondantes. O

4.5 Démonstration de la complétude

Nous avons maintenant tous les ingrédients en main pour prouver la proposition 4.1.

Démonstration de la proposition 4.1. Par les lemmes 4.2 et 4.3, toutes les dérivées de u sont po-
lynomialement bornées en h~! sur les deux demi-droites extérieures. Il en va de méme pour les
quasimodes modeles, par la représentation WKB (24) et les estimations symboliques de la propo-
sition 3.5(3).

Sur [2,00), posons Wy = Wy (uy 4, us ). En utilisant (24), les symétries de conjugaison de la
démonstration de la proposition 3.5, et la définition de W}, nous calculons

Wo(3) = ley+ g(3) (hlay val y — al yav ) = 26, Llay o*) , +O(K>).

En x = 3, la proposition 3.5(7) implique a4 + = aog+ O(hlog(1/h)), également apres une dérivée en
x, ot ag = |g¢’, ,|7/%. De plus, (26) implique [¢; 4 |* = 1/2+ O(hlog(1/h)). Puisque g¢/, Laf =1
en ce point,

Wy (3) = —i + O(hlog(1/h)).

L’identité de Wronskien (19) et l'estimation résiduelle (23) impliquent W) = Og(h>) sur [2,00).
Par conséquent,
sup [Wo(w) = Wo(3)| < [ Wi(0)] dt = O(h),

r>2
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donc Wy est uniformément borné loin de zéro pour h petit.

Définissons
Wh(u,u+7_)(a:) Wh(u,u+,+)(x)

Wo(z) Wo(z)
Par la régle de Cramer, nous obtenons u = ¢4 4 (z, h)us 4 + ¢4 (2, h)us _, initialement avec des

coefficients de croissance au plus polynomiale en x et h~!. En différenciant ces formules et en
utilisant (19), P(h)u = 0, et (23), nous obtenons

ot (x,h) = cr—(x,h) = —

(9;,;C+,+, achﬁ_ = OS([Q’OO))(]'LOO)

Par exemple,

uP(h)uy — b Wi

S — C [
WO +7+ WO )

et les deux termes sont des restes de Schwartz par les bornes polynomiales ci-dessus.

haa;c+,+ =

En intégrant a partir de x = 3, nous obtenons que les coefficients sont uniformément polyno-
mialement bornés en h~! et ont des limites ¢, ,,(h) a l'infini. En intégrant de = a l'infini, nous
obtenons

C+,02<x7 h) — C+,02(h> = OS([ZOO))(hOC))? oy € {£}. (59)
En multipliant par les quasimodes modeéles, nous obtenons
u=cyi(h)uy i+ e —(R)ug - + Os(z,00)) (R

L’argument analogue sur (—oo, —2] nous permet de construire c_ , (h),c_ _(h).

Ainsi le reste v dans la proposition 4.1 satisfait
P(h)v = Os@)(h™), v = Os((jjz2p) (h™). (60)

En partant de (60), nous appliquons la propagation des singularités pour les opérateurs de type
principal réel [14, Thm. E.47] le long de segments bicaractéristiques finis de p.

Sur chaque intervalle extérieur compact, les deux courbes caractéristiques se connectent a la région
ou le reste est déja controlé.

Avec la régularité elliptique semiclassique [14, Thm. E.33], cela prouve v = Oge () (h*) pour tout
K e R\ {£1}.

En particulier, dans des voisinages fixes suffisamment petits des points radiaux, WFj(v) ne contient
aucun point autre que les points radiaux eux-mémes. Ainsi, nous pouvons appliquer les propositions
4.4 et 4.5 : la premiere établit I'estimation H ,1/ 7% aux points radiaux, et la seconde donne (47). En
utilisant une partition microlocale de I'unité, combinée & l'estimation de Schwartz extérieure (60),
nous obtenons

V= OHi/zfa(R)<hoo>, 0> 0.
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Enfin, la proposition 3.5(iz) et le lemme 3.7 impliquent

§ : Co1,00U0q,09

01,02

2

Nlog(l/h) Z |CU17U2|2'

L2 01,02

Puisque v = Op2(h*) et ||u||z2 = 1, cela prouve (46). O

5 Quantification de Bohr-Sommerfeld et loi de Weyl loga-
rithmique

Théoreme 5.1. Les valeurs propres positives suffisamment grandes de Py, sont simples et peuvent
étre numérotées E,,, n € %Z, n > 1, de sorte que

BS(E;'/?) =n+ O(E,;>), (61)

ot nous rappelons que la fonction BS est définie en (36).

5.1 Equations aux limites
Nous imposons maintenant les conditions aux limites caractérisant 1’extension auto-adjointe Fi,.

Proposition 5.2. Soient ¢,, ,, € C non tous nuls et supposons que

u— Z Cor.00Uoy 05 € S(R).

o1,02€6{%}
Alors u € D(Ps,) si et seulement si BS(h) € 17 et

C(1,-1,-1,1), BS(h) € Z,

62
C(1,-1,1,-1), BS(h) €Z+ 1. (62)

(Chs €y CpyCo ) € {

En particulier, un vecteur de coefficients admissible non nul existe si et seulement si BS(h) € %Z.

Démonstration. Toute fonction de Schwartz satisfait les quatre conditions aux limites, donc le
lemme 3.8 montre que u € D(P,) est équivalent a

C+7+ + C+7_ = 0, C_7+ + C_7_ = O,
63
Z Coy,09Co1,00 = 0, Z 0901 ,05Coy,05 = 0 ( )
01,02 01,02
Posons A = cy 4 et B = c_ ;. De la premiere ligne nous obtenons ¢, ~ = —Aetc._ = —B. En

écrivant ¢ = ¢4 ¢ et en utilisant les symétries de (26), la seconde ligne devient
(¢c—¢)(A-B)=0, (c+¢c)(A+B)=0.

Une solution non nulle existe précisément lorsque ¢ € R U iR, ce qui, par (37), est équivalent a
BS(h) € 3Z. Si BS(h) € Z, alors ¢ est réel et le systéme force B = —A; si BS(h) € Z + 3, alors ¢
est purement imaginaire et nous obtenons B = A a la place. Ce sont exactement les deux droites

de (62). 0

35



Proposition 5.3. Soit u € D(Py,) une fonction propre normalisée satisfaisant P(h)u = 0, et soient
Cor,00 () les coefficients donnés par la proposition 4.1. Alors

i+t =0(Mh>), c_i+c__=0(h>"),
Z Co1,00Co1,00 = O(hoo)a Z 02C51,02Co1,00 = O(hoo)- (64)

Par conséquent, BS(h) = n + O(h™) pour un unique n € 3Z.

Démonstration. Les deux premieres équations s’ensuivent en comparant les coefficients logarith-
miques aux limites en x = £1 : le lemme 3.8 donne ceux des quasimodes modeles, tandis que (47)
montre que le reste ne contribue qu'a O(h*). Les deux autres équations s’ensuivent des conditions
aux limites a U'infini, puisque le reste y est Og(h>).

Par (26), ¢, =c¢ . = 1, ¢ =c¢, 4 et cpy = 2729(h)e™B5M ou o(h) > 0 et o(h) =1+
O(hlog(1/h)). La premiere ligne de (64) implique ¢y = —c4 + +O(h™®) et c_ _ = —c_ 1 +O(h*).
La substitution dans la seconde ligne donne

(c++ = )(cq —coy) = O(h™),
(c+ o p)(Ch 4+ y) = O(R).

En multipliant par les facteurs complémentaires et en ajoutant et soustrayant, nous obtenons
(Ci,+ — T 1 e = O(h™), (Ci,+ — T 1 )e = O(h™).
Par (46) et la premiére ligne de (64), |c. 1|+ |c_ 1| 2 (log(1/h))~/2. Donc
¢t . — - =io(h)?sin(27BS(h)) = O(h™).

Les zéros du sinus sont simples, ce qui prouve 1’assertion. O

5.2 Localisation spectrale

Lemme 5.4. Supposons qu’il existe u € D(Ps,) tel que
P(h)u= Or2(h*), |ulr2m®) ~ 1.
Alors il existe E(h) € o(Py,) tel que E(h) —h™2 = O(h®™).
Démonstration. Par le théoréme spectral,
dist(h™2, 0(Pa))|lull 22 < [|(Pa = h™*)ullr2 = h7%[|P(R)ul 2 = O(h).
Puisque le spectre est fermé, on peut choisir F(h) € o(Ps,) réalisant cette distance. O

Théoréme 5.5. Rappelons que BS(h) est définie en (36). Si BS(h) € 3Z, alors, pour tout N > 0
et tout h > 0 suffisamment petit, l’intervalle

(h=2 = hN, h=2 + A
contient une valeur propre de Pi,.
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Démonstration. Par la proposition 5.2, il existe un vecteur de coefficients non nul pour lequel

U= Z Cﬂlﬁzudl,az € D(Psa)-

01,02

Par la proposition 3.5, P(h)u = Os(h*), et la proposition 3.5(ii) avec le lemme 3.7,

[ullZ> ~log(1/h) D Icoy.ol®.

Compte tenu du lemme 5.4, cela prouve I'assertion. O
Lemme 5.6. Pour h > 0 suffisamment petit,
—BS'(h) ~ h™?1og(1/h). (65)

En particulier, BS est strictement décroissante. Si BS(h) = n et BS(h') = n’ pour des n,n’ € 1Z
distincts, avec h ~ ', alors

[ — 1’| Z h*(log(1/h))~". (66)
Démonstration. Pour a > 4, découpons

) dx
a) = -
21 Va2 —-1vat+a-—1

sur [1,
2, V]

2], [2,1/a] et [\/a,c). Les premiére et troisiéme intégrales sont O(a~'/?), tandis que sur
l'intégrande est ~ (y/ax)~!. Donc

I'(a) ~ a ?loga.
Pour a(h) = 1+ (472h%)~!, nous avons
BS'(h) = 2I'(a(h))d'(h) + d'(h).

Puisque a/(h) = —(272)7'h=3 et d’'(h) = O(log(1/h)), nous concluons (65). L’estimation de sépara-
tion s’ensuit du théoreme de la moyenne, de la borne supérieure dans (65), et de |[n—n'| > 1/2. O

Lemme 5.7. Les quasimodes modéles peuvent étre choisis de sorte que
Ugy 0o € CH((0,hg); L*(R)), 01,09 € {£}.
De plus, il existe C, M > 0 tels que
100toy .00 (h)||22 < CR™M 01,00 € {£}. (67)

Démonstration. Les coefficients de transport et leurs dérivées en h satisfont les estimations sym-
boliques des lemmes B.1 et B.2; les sommes de Borel peuvent étre choisies avec la méme propriété.
Pour la représentation prés de x = oy, écrivons F,, ,,(€) = 01€ + Go,.0,(€) et b= e7Mor2/Mp, - Si

Filaly) = @ah) ™2 [ ha(e, n) d,
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alors l'intégration par parties donne

1
0F; "0 = Fi' (Oha + h7'0e(a) - 5-a).
Par Plancherel, les estimations symboliques pour ¢,, ,, €t by, », impliquent donc une borne L?
polynomiale.
Sur la région WKB, la différenciation directe donne

01,02

; ; : hopp —p
Oh (cglmae“"vlvffz/h) = ePoro2/h (c/ A+ Cop 5000 + iy, 500 01’7;’2 L%

Par la formule pour ¢,, 4., [Oh¢sy 05| < Ch™™1 pour un certain My, tandis que la formule pour ¢,, ,,
implique

|hah9001,02(x) - 3001,02(93” S Lip(z), o> 2,

et les estimations de la définition 3.4 impliquent alors une borne L? polynomiale pour les trois
termes. Les coupures de recollement sont indépendantes de h, ce qui prouve (67). O

Puisque BS(h) — oo lorsque h — 0 et est strictement décroissante pour h petit, pour tout n € %Z
suffisamment grand il existe un unique h,, > 0 tel que BS(h,,) = n par le lemme 5.6.

Proposition 5.8 (Unicité dans une fenétre spectrale). Il existe Ky > 0 tel que, pour tout K > K,
fixé et tout n suffisamment grand, lintervalle

(hy? = By hy? + D) (68)
contient au plus une valeur propre de Ps,, comptée avec multiplicité.

Démonstration. Posons

qo(h) =uyy —up—u_y +u__,

@(h) =uqy —ugp—Fu- o —u

et soit e;(h) = q;(h)/|lg;(h)]|z2. De la proposition 3.5(i7) et du lemme 3.7 nous avons ||g;(h)||3: ~
log(1/h). En appliquant le lemme 5.7 et en différenciant le facteur de normalisation, nous obtenons
donc, pour certains C, M > 0,

1ne;(h)|| 2 < CRTY. (69)

Soit E une valeur propre dans (68), soit u une fonction propre normalisée, et posons h = E-1/2
Alors |h — h,| = O(hE+3). Par la proposition 5.3 nous avons

BS(h) = m + O(h%)
pour un certain m € %Z, tandis que (65) donne

BS(h) —n = BS(h) — BS(h,) = O(hX+ 1log(1/hy,)).
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Ainsi m = n lorsque K est grand. En utilisant les équations aux limites, nous obtenons que le
vecteur de coefficients de w est, modulo O(h$°), un multiple de (1,—1,—1,1) si n € Z, et de
(1,-1,1,-1)sine Z+ % Par conséquent, pour j = 0 dans le premier cas et 7 = 1 dans le second,

lu— Bej (M2 = O(hT), |8 =1+ O(h7)
pour un certain § € C. Par (69),
lej(R) — e;(hn)l 22 = O(R ).

Nous choisissons Ky > M. Toute fonction propre normalisée dont la valeur propre se trouve dans
(68) a alors une distance o(1) du méme sous-espace de dimension un Ce;(h,,). Ainsi cet intervalle ne
peut pas contenir deux fonctions propres normalisées orthogonales, ce qui prouve la proposition. [

Démonstration du théoréme 5.1. Pour chaque n > 1, le théoreme 5.5 assure l'existence d’une valeur
propre dans

pour tout K > 0. Par la proposition 5.8 nous savons que pour K > K cette valeur propre est
unique et simple. Puisque K peut étre pris arbitrairement grand,

E, =h2+0(h>),

et donc (61).

Réciproquement, soit £ = h~2 une valeur propre suffisamment grande. La proposition 5.3 implique
que BS(h) = n + O(h>®) pour un unique n € 3Z. Par (65), h — h, = O(h™). En fixant K > K,
nous obtenons

E e (h?—hE h?+hk).

Par la proposition 5.8, cet intervalle contient exactement la valeur propre E,, comptée avec multi-
plicité. Donc E = FE,,, ainsi toute valeur propre positive suffisamment grande apparait dans la suite
construite ci-dessus. O]

5.3 Démonstration du résultat principal et loi de Weyl logarithmique

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires pour conclure le résultat principal, le théo-
reme 1.1, et le corollaire 1.2.

Démonstration du théoréme 1.1. Nous posons R(E) = d(E~'/?). Par le lemme 3.9 nous avons la
fonction asymptotique

1
R(E)= ———E"?log E+ O(E~'?),
167
et les bornes sur les dérivées dans (35) impliquent

1
R(E) = —§E‘3/2d’(E‘1/2) = O(E~**1og E).

La numérotation affirmée des valeurs propres et la régle de quantification (4) s’ensuivent maintenant
du théoreme 5.1. ]
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Démonstration du corollaire 1.2. Nous rappelons de [12, (25)] que
1
I(a) = iﬁ(loga —2+4log2)+1+4o0(1), a— 0.

Le membre de gauche de (4), avec E,, remplacé par une variable réelle E, est strictement croissant
pour E grand par le lemme 5.6. Les quelques valeurs propres positives sous l'intervalle du théoreme
5.1 sont absorbées dans le reste O(1). Compter les demi-entiers dans (4) donne donc

N, (E) = 2(2](1 + 52) + i + R(E)) + O(1)

/ FE FE

= 4@ (log\/E -1+ 210g2> + O(1).
2m 2m

Ici nous avons utilisé R(E) = o(1) et, avec t = E/(47?),

t+1—Vt=o0(1), Vt+1log(t+1)—tlogt=o(1).

A Extensions auto-adjointes de P

A.1 Généralités sur les extensions auto-adjointes

Nous rappelons brievement la théorie de von Neumann des extensions auto-adjointes d’opérateurs
non bornés, puis nous la reformulons dans le langage des formes aux limites utilisé dans [27, Sec.
6] et [12, Eq. (6)]. Cela nous sera utile en § A.2 ot nous passons en revue les résultats de [12] sur
les extensions auto-adjointes de P.

Soit T': D(T) — H un opérateur symétrique fermé densément défini sur un espace de Hilbert H.
Rappelons que les sous-espaces de défaut sont par définition

K :=ker(T* ¥ i) = ran(T i)+

et les indices de défaut sont n4 := dim K.
Si T est un opérateur symétrique fermé, alors il est bien connu que 7" admet une extension auto-
adjointe si et seulement si n, = n_. De plus, T" est auto-adjoint si et seulement si n, =n_ = 0.

Théoréme A.1. (voir par exemple [34, Thm. 13.10])
Soit T un opérateur symétrique fermé d’indices de défaut ne = n. Il existe une bijection entre
(i) les extensions auto-adjointes Ty de T, et
(ii) les opérateurs unitaires U : Ky — K_,
donnée par
D(Ty)=D(T)+ I+ U)K,

ou l'on pose Ty = T*|p(ry)-
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Nous allons maintenant reformuler ce résultat standard en termes de sous-espaces lagrangiens ou
auto-orthogonaux d’un espace quotient intrinseque &, appelé espace aux limites par Katsnelson

dans [27].
Définition A.2. Soit

Ou,0) = ~((Tu,0) = (w,T0)), w0 € D(T™).

(4

Puisque Q s’annule dés que I'un des arguments appartient a D(T"), elle descend en une forme
sesquilinéaire hermitienne sur l’espace aux limites € := D(T™*)/D(T) :
Q([u], [v]) = Q(u, v).

Nous appelons 2 la forme aux limites.

Remarque A.3. Puisque T est fermé, T** = T. Par conséquent, la forme aux limites €2 est non
dégénérée sur £.

Théoreme A.4. [l existe une correspondance bijective entre les extensions auto-adjointes Ty de
T et les sous-espaces auto-orthogonaur Le C E. Spécifiquement, D(Ty) est la préimage de Le sous
Uapplication quotient canonique m: D(T*) — €.

Esquisse de démonstration. Pour un sous-espace £ C &, posons
TE = T*|7r71(£).

Alors T C T, C T*. Nous affirmons que T} = T,1,. En effet, y € D(T}) si et seulement si
(T*z,y) = (z,T*y) pour tout = € 7 (L), ou l'inclusion D(T) C D(T;) implique d’abord que
y € D(T*). Par définition de la forme aux limites, ceci est équivalent a Q([z], [y]) = 0 pour tout
[z] € L, ou de fagon équivalente [y] € £12. Donc T} = T,1,. Il s’ensuit que T est auto-adjoint si
et seulement si £ = £+¢. Réciproquement, toute extension auto-adjointe T de T satisfait

TcT=TCTr,

et est donc obtenue en prenant £ = 7(D(T)). O

A.2 Application a P

Pour la commodité du lecteur, nous rappelons les arguments de Connes et Moscovici dans [12]. Soit
Prin 1a fermeture de P|sr) et Ppax = Py, Son domaine est

Dyax(P) = {u € L*(R) | Pu € L*(R)},
ol Pu est compris au sens distributionnel. Nous écrivons g(z) = 2% —1 et introduisons le Wronskien

pondéré
Wo(u, v)(w) = —g(x) (u(z)v'(z) — v(z)u/(z))

(notons que dans la partie principale de 'article nous utilisons plutot le Wronskien pondéré semi-
classique : W, = —h~'W},). Pour u € D(Pyax), l'identité

(gu') = —Pu — 41*2*u € L}

loc
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implique que gu’ € H, et donc gu’ a un représentant continu, y compris a travers x = +1.
Par (17), u(x) — b log |z — o| a des limites unilatérales finies en o = £1 : les termes restants sont
une fonction en escalier et une fonction H,... En particulier, g(z)u(z) — 0 lorsque x — o.
Rappelons de la définition A.2 la définition de €). L’intégration par parties donne
~ -1 1 00
iQ(u,v) = =W,(u,0)| = W,(u,m)| = Wy(u,7)| ", w0 D(Pua), (70)
ou les limites en £1 sont prises a l'intérieur de chaque intervalle (cf. [12, Egs. (7)-(10)], en notant

que 'opérateur considéré la est —P). En passant au quotient, nous obtenons la forme aux limites
Q sur € = D(Ppax)/D(Puin)-

Lemme A.5. [12, Lem. 1.1] Les indices de défaut de Py, sont (4,4).

Démonstration. Pres de © = %1, une base locale de solutions de (P — z)u = 0 consiste en une
solution réguliere et une solution logarithmique; a l'une ou l'autre extrémité, une base a pour
termes dominants |x|71e*?7®. Ainsi les six extrémités sont de type limite-cercle, cf. [12, proof of
Lemma 1.1]. Une solution de (P—z)u = 0, z € C\R, est donc décrite par six parametres sur les trois
composantes de R\ {1} et est de carré intégrable a chaque extrémité. La continuité de gu’ exige
que les coefficients des termes logarithmiques des deux cotés de chaque point singulier coincident.
Ces deux relations sont indépendantes, puisque le coefficient logarithmique sur chaque intervalle
extérieur peut étre choisi librement. Réciproquement, apparier ces coefficients rend gu’ continu,
donc aucun terme delta n’apparait dans (gu')’. Les sauts finis de u n’imposent aucune condition
supplémentaire, puisque gd+; = 0. Les solutions par morceaux résultantes appartiennent donc a
D(Ppax) et résolvent I’équation au sens distributionnel sur R. Ainsi dim ker(Py.x — z) = 4. O

Puisque P commute avec la parité, on a la décomposition 2-orthogonale £ =&, & E€_, et le calcul
des indices de défaut donne dim€& = 8. Un calcul simple montre que P commute avec F sur
S(R). Puisque F préserve S(R), il préserve aussi D(Pyin) €t D(Ppax), commute avec les opérateurs
correspondants, et préserve ().

Choisissons y € C>°(R) réel et pair, égal a 1 prés de # = £1, posons o = x log |1 — z?|, et posons
By = 1i_11], a— = zoy et f- = x,. Ces fonctions appartiennent a D(Ppax). Nous écrivons en
outre a4y = Faqg et Bi = F B4, ou F est la transformée de Fourier non normalisée.

Lemme A.6. [12, Lem. 1.5] Les classes d’équivalence dans &
i), [Be], [ax], [Bs]

forment une base de E.

Démonstration. Pres de £1 on a go/, = 2z, donc (70) donne Q([oy], [B4]) = 4i. Il en va de
méme dans le secteur impair, puisque Wy (a_, 8-) = 2*W,(ay, ;). Les appariements entre les
représentants originaux et leurs transformées de Fourier s’annulent, car les premiers sont a support
compact, tandis que les secondes sont lisses a travers £1, ou les limites unilatérales du Wronskien
s’annulent donc. En utilisant le fait que {2 est invariante sous transformée de Fourier, nous concluons
qu’elle est représentée par la matrice

0 4 0 O

-4 0 0 0
0O 0 0 4 (1)
0 0 —4 0



Cette matrice est inversible, donc les quatre classes dans chaque secteur sont linéairement indépen-
dantes. Puisque dim & = 8, elles forment des bases de &£, et dim &, = 4. O

Pour [y] € &, définissons £, ([u]) := iQ([u], [7]). Dans l'identification des conditions ci-dessous, nous
supprimons les facteurs scalaires non nuls, car seuls les noyaux importent dans I’analyse.

Lemme A.7. [12, Eqs. (13)-(14) and (17)-(19)] Soit © = Ueyen + Uodd € D(Prax), QVEC Ueyen/odd
la partie paire/impaire de u. Alors les deux conditions {g, ([u+]) = 0 ensemble sont équivalentes a
(72), tandis que €E+([ueven]) =0 et £5 ([uoaa]) = 0 sont équivalentes a (73) et (74), respectivement :

a;ligh(l — )/ (x) = 0, (72)
im <x sin(27x ) uL ., (x) — (272 cos(2mx) — sin(27m))ueven(x)) =0, (73)
im (w cos(2mx)ul4q(x) + (2ma sin(27z) + cos(27m:))uodd(x)> =0. (74)

Démonstration. Nous considérons d’abord les points singuliers +1. Pour uewen € D(PiL..), la fonc-

max

tion 4 est égale a 1 sur (—1,1) et 0 a 'extérieur. Donc en utilisant (70) nous obtenons

ZQ(uevenaﬂ+) = — lim g(x>ut/3ven(x) + lim g<x>utlaven(x>‘
T—1- r——11

Par parité les deux limites sont opposées, et donc €3, ([teven]) = 0 si et seulement si lim,_,;-(1 —
) UL o () = 0. Pour upqq € D(P,,,) on a de méme, sur (—1,1),

Wy(toaa, B-) = g(@@“édd@) - Uodd(x))-

Puisque ¢(x)uoaa(z) — 0 lorsque z — =1, la parité implique encore que f5 ([uoga]) = 0 si et
seulement si lim, - (1 — x)ul 44(z) = 0. Par la continuité de gu’ & travers £1, ces deux conditions
ensemble sont équivalentes a (72).

A Tinfini, nous avons par [12, Lemma 1.4(ii)]

~ sin(2mx)

By(z) = -

Un calcul direct donne

2 =1
2

Wg (uevem B—l—) ('T) =

— (x sin(2rz)ul ., (x) — (27x cos(2mx) — sin(?wx))ueven(x))

/
even

Puisque B+ est lisse, gu. ., est continue et gueyen — 0 en +1, les contributions des extrémités finies
dans (70) s’annulent. Puisque le Wronskien est impair, les contributions de +00 et —oo s’ajoutent
plutdt que de s’annuler dans la forme aux limites. Puisque (z? — 1)/2? — 1, nous obtenons (73).
Enfin,

B_(z) = Fzf)(x) = 2;3;(;1:) = W(sz cos(2mz) — sin(27r:c)).

Pour justifier que I'on peut écarter les termes d’ordre inférieur, nous notons que u, v = O(|x|™!)
par Pargument suivant. Pour f = Pu € L?, choisissons sur chaque demi-droite extérieure une base
uy, uy de Pu = 0 avec uj, u; = O(|z|~"). Par variation des constantes nous obtenons

xXr
w= e e ol = +eay, 1@ 5,
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puisque le Wronskien pondéré est constant et non nul. La derniere borne est intégrable par Cauchy-
Schwarz, donc les coefficients ont des limites finies & l'infini. Par conséquent, u, v’ = O(|z|™1), et
les termes omis tendent vers zéro. o

En substituant ’expression pour B,, on obtient que Wy(uodd, B,) est égal a

. 2 - 1
—M (:c cos(2mz)ul 4q(x) + (2mx sin(27x) + cos(27x) )uoaa () + 0(1))
T
lorsque © — o0 les termes omis sont O(|ueaa()| + |ulqq()]). Les contributions des extrémités
finies s’annulent comme précédemment, et la parité donne la méme condition en —oo. Ceci prouve

(74). O

Définition A.8. Nous désignons par P, 'extension auto-adjointe de P, correspondant a Lg, ot

Eﬁ = Dkel” gﬁﬂ: n Dker fgi = span{[ﬁ+], [6—]7 [B—i—]v [3—]} Cé.

Par (71) appliqué dans chaque secteur de parité, les quatre générateurs de Lz sont deux a deux
(2-orthogonaux, donc Lz est isotrope. Puisque Lz est de dimension quatre, tandis que dim& = 8
et 2 est non dégénérée, Lg est maximal isotrope, donc lagrangien.

Remarque A.9. Par le lemme A.7 et le théoreme A.4, D(Ps,) est exactement l'ensemble des u =
Ueven + Uodd € D(Prax) satisfaisant (72)-(74).

Remarque A.10. Prés de x = £1 un élément de D(P,.x) peut avoir un terme logarithmique dont le
coefficient est proportionnel a lim, 4 (1 —2?)u/(z). Ainsi (72) élimine le terme logarithmique, mais
autorise des sauts finis en £1. Pour les fonctions propres, les conditions (73) et (74) sélectionnent

in(2 2 . . .
Sm(;‘r) et Cos(zm) dans les secteurs pair et impair.

respectivement les profils asymptotiques

Soit @ la multiplication par 1j_; ;) et posons @ =FQF L.

Théoréme A.11 (Connes-Moscovici [12, Thm. 1.6]). L opérateur Py, commute avec F, Q) et Q.
De plus, c’est l'unique extension auto-adjointe de Py, commutant avec () et Q).

Esquisse de démonstration. Puisque ) appliqué a des fonctions lisses qui coincident avec 1 et x sur
[—1,1] produit By et B_ par définition des S, toute extension auto-adjointe commutant avec Q)
doit contenir ces deux classes aux limites. De méme, la commutation avec @ = FQF ! force les
classes [34] et [3_]. Ces quatre classes aux limites engendrent £. Donc le sous-espace aux limites
de toute extension auto-adjointe commutant avec @) et @ contient L. Comme les deux sous-espaces
sont lagrangiens, ils coincident, ce qui prouve I'unicité. Enfin, £z est facilement vu étre invariant
sous JF, donc I'extension résultante commute aussi avec JF. O

B Estimations symboliques

Le but de cette annexe est de justifier les deux estimations symboliques utilisées en §3.2. Le lemme
B.1 prouve que les coefficients de transport de Fourier définis en (27)-(28) satisfont b; € S,
avec les estimations correspondantes sur les dérivées en h. Le lemme B.2 prouve que les coefficients
WKB définis en (30)-(31) satisfont a; € S Jo—; au sens de la définition 3.4. Ces estimations sont
utilisées dans les lemmes 3.9 et 5.7.
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B.1 Coefficients de transport de Fourier

Lemme B.1 (Classe de symboles des coefficients de transport). Soient 0 < & < & et hg > 0
satisfaisant 2why < & /2, et soit 0 < h < hgy. Choisissons x € C®(R) avec x = 0 pour & < & et
X = 1 pour & > &;. Posons ¢ = 27mh et

a8, h) = 0up(F7(£).§) = 2\/ (E+1)(E =), by=xa

Pour j > 0, définissons
€
ry = =0 ((€ = )b, ), binal& ) = ix(©al&,h) ™ /Oo a(n, h)™2r; (1, h) dn.

Alors 8b; € S™'7 pour tous j, 3 € Ny.
Démonstration. Nous travaillons sur la composante (+, +). Puisque ¢*(72 < 1/4 pour £ > &,
a V2 = 97 V2e71(1 4 =) VA(] — 2gm2) A,
En différenciant cette expression, on prouve
020 2 (€, )] < Cas(€)™'70, €26, (75)

pour tous a, 8 € Ny, et donc l'assertion pour by. Supposons qu’elle tienne pour b;. L’identité de
transport exacte de 1’étape 1 de la démonstration de la proposition 3.5 identifie le reste comme

ry = —(& = A — 280,

Ses coefficients ont des ordres deux et un, respectivement, compensés par les dérivées correspon-
dantes de b;. Ainsi 857"]- € S~ pour tout . Posons

uy =™y L) = [ (. h)dy.
Par (75) et la régle de Leibniz,
10505 (m, 1) < Cagy(m) 7777, |OFORL(E, )| < Clagy (€)1

Pour @ = 0 la derniére estimation s’ensuit par intégration; pour a > 1 utiliser 9¢'I; = —8?’1
Puisque b; ;1 = —ixa~"/2I;, une autre application de la régle de Leibniz prouve dy b,y € S7277. [

B.2 Coefficients de transport WKB

Lemme B.2 (Classe de symboles logarithmiques des a;). Sur la composante (+,+) et pour 0 <
h <1, soit ag = |g¢'|7Y/? et, pour j >0,

i 0) = Sl @ [ 9 ) (glw)al (. ) + o ()5 3. 1)) dy.

Alors a; € S “1/2-j bour x > 2. Les estimations correspondantes sur les autres composantes s’en-
sutvent par conjugaison et réflexion.
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Démonstration. Pour x > 2, posons X =14z, Y =1+ hz et Ly =1+ log(Y/(hX)). Nous avons
ap(x, h) = (x2 — 1) VA4f(ha), f(t) = (1 +4x*?)~ V4

Les estimations | ) (¢)| < C.(141)"/27" et 9} f(ha) = hP(ha)? f®) (hx), avec la régle du produit,
impliquent

09807 ag(x, h)| < Cough PX Y2y —1/2, (76)

Ainsi ag € 82 5.

/ J
Supposons par récurrence que a; € 7 J2—j> donc

10907 a;(x, h)| < Cogih P XYV2ay —270 L, (2). (77)
En particulier,
90, a) + g0 al| < Cayh PXYV2Y 2L, (). (78)

Définissons Fj = ag(gaj + ¢'aj). En combinant (76)-(78) avec |0hg| < C,X*™" et |0p¢'| < C. X7,
nous obtenons

020, Fy(x,h)| < Cogih PX 7Y I Ly (2)’. (79)
Pour m > 1 et £ > 0, 'estimation intégrale nécessaire ci-dessous est
[T+ A+ hy) L) dy < (14 ha) " L), (80)

En effet, L) = —(1 — h)/(XY) et

mhX Ly + (€ +1)(1 —h)
Y

—0,(Y L) = Xy L, ( ) > Xty Lt

Ici nous avons utilisé m, Ly, f +1>1et hX +1— h =Y. En intégrant a 'infini, on prouve (80),
puisque Y~"Li*1 — 0 1 pour h > 0 fixé.
Posons I;(x, h) = [;° F;(y, h) dy. En appliquant (80) avec m = j + 1, £ = j a (79), nous obtenons

OT(x,h)| < Cy:h PY 9 Ly ()7 81
htj B3

La différenciation sous l'intégrale est justifiée par (79), localement uniformément pour A > 0. Pour
a > 1, utiliser 0297 I, = —9> 19} F; et (79). En combinant ces bornes avec (81) et Ly, > 1, nous
obtenons

099, I;(z, h)| < Copsh P XY YL, (2), o € N,. (82)
Enfin, aj41 = —(i/2)agl;. Par la régle de Leibniz, (76) et (82),
1020 aj1 (z, h)| < Copsh P X270y =320 L) ()71,

C’est I'assertion a1 € Sﬁ}g_(ﬂl). -
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