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Introduction

Une algebre de von Neumann M, agissant dans un espace de Hilbert H, est dite injective lorsque,
en tant que sous-espace de 'espace de Banach L£(H) de tous les opérateurs bornés dans H, M est
I'image d’une projection de norme un. Le résultat principal de cet article est :

Théoreme 1. Tous les facteurs injectifs de type II;, agissant dans un espace de Hilbert séparable,
sont isomorphes.

Nous mentionnons maintenant plusieurs applications, qui résolvent toutes des problemes restés
ouverts pendant longtemps.

Corollaire 2. Tous les sous-facteurs du facteur hyperfini R de Murray et von Neumann ([34]) sont
isomorphes a R ou de dimension finie (cf. [41], Pb. 4.4.27).

Ceci montre que R peut étre caractérisé comme le plus petit facteur de dimension infinie; il peut
étre plongé dans tous les facteurs de dimension infinie et est, a isomorphisme pres, le seul. De plus,
toutes les sous-algebres de von Neumann de R sont isomorphes a un produit d’algebres de von
Neumann A, ® M, (C), n =1,2,..., et d'une algebre de von Neumann A ® R, ou A et les A,, sont
des algebres de von Neumann abéliennes. Ainsi, toutes les sous-algebres de von Neumann de R
sont classifiées a isomorphisme pres par le nombre d’atomes dans les A,, et A, et la présence d’une
projection non-atomique dans les A, et A.

Le facteur R est le premier dont toutes les sous-algebres de von Neumann sont classifiées. Dans [12],
nous avons montré que le groupe Out R = Aut R/ Int R des classes d’automorphismes de R modulo
les automorphismes intérieurs est un groupe simple avec une infinité dénombrable de classes de
conjugaison indexées par une paire (p,7v), p € N, v € C, 4? = 1.

Une autre propriété remarquable du facteur R est que si S C R est un sous-ensemble auto-adjoint,
la sous-algebre de von Neumann M de R engendrée par S peut étre caractérisée par une propriété
de bicommutant, analogue au bicommutant dans un facteur de type I :

x € M <~ [r,y,] — 0 fortement pour toute suite bornée (y,)nen dans R telle que [s, y,]

(1)

— 0 fortement, pour s € S.
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Corollaire 3. Soit & un groupe discret dénombrable et A la représentation réguliére gauche de &
dans I*(®). Alors si & est moyennable, le commutant \(&)" de \ est une algébre de von Neumann
de la forme A(B) = AQ R® Y22 A, ® M,,(C), ou les A,, et A sont des algébres de von Neumann
abéliennes (cf. [41], Pb. 4.4.28).

Il est connu, d’apres la propriété P de Schwartz, que si & n’est pas moyennable, 1'algebre de
von Neumann A(®)" n’est pas de la forme ci-dessus. En particulier, si & n’a que des classes de
conjugaison infinies, le commutant de A\(®) est isomorphe a R.

Corollaire 4. Tous les facteurs injectifs de type I, agissant dans un espace de Hilbert séparable,
sont isomorphes (cf. [41], Pb. 4.4.11).

Soit Ry1 = R ® M, (C) le facteur correspondant. Le corollaire 4 implique que tous les facteurs de
type Il engendrés par une suite croissante de sous-algebres *-de dimension finie sont isomorphes
a Ryi. (La terminologie utilisée pour qualifier cette propriété d’approximation d’une algeébre de
von Neumann par des algebres x-de dimension finie est habituellement “hyperfinie”. Cependant,
elle est inappropriée pour les algebres de von Neumann non-finies, auquel cas nous suivrons [20] et
utiliserons I'adjectif “approximativement de dimension finie”.)

Corollaire 5. Soit G un groupe localement compact connexe séparable et \ la représentation régu-
liere gauche de G dans L*(G). Alors le commutant M\(G)" est une algébre de von Neumann de la
forme :

MGY =A@ R® Mo(C)@® Y A, ® M,(C) & Ay, @ Mo (C).

n=1

Nous passons maintenant a des représentations plus générales de tels groupes. Un théoreme de J.
Glimm et O. Maréchal [30] affirme que pour tout facteur approximativement de dimension finie
infini M et pour toute C*-algebre séparable non de type I 2, il existe une représentation m de A
telle que m(2A) = M. Ainsi, la classe des facteurs approximativement de dimension finie est la plus
petite classe de facteurs adaptée a la théorie des représentations des C*-algebres non de type I
(avec 2 une C*-algebre uniformément hyperfinie, les w(21) sont certainement approximativement
de dimension finie).
Notre résultat suivant caractérise cette classe :

Théoreme 6. Pour un facteur M agissant dans un espace de Hilbert séparable ), les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(a) M est approximativement de dimension finie;

(b) M est injectif ;

(¢) M a la propriété P de Schwartz [42];

(d) M est semi-discret [19].
L’équivalence entre ces propriétés avait été conjecturée par plusieurs auteurs, en particulier que
(a) = (c) était envisagé depuis [42], que (b) = (d) = (a) était conjecturé dans [19]. Le corollaire
suivant a été conjecturé par Kadison et Singer.
Corollaire 7. Soit G un groupe localement compact séparable résoluble ou un groupe localement

compact séparable connexe. Alors toute représentation m de G dans un espace de Hilbert engendre
une algebre de von Neumann approximativement de dimension finie.



En fait, plus généralement, nous verrons que si G est localement compact séparable et G, la
composante connexe de lidentité, est telle que G/Gq est moyennable, alors tout w(G)” est ap-
proximativement de dimension finie. Dans [8], en suivant les travaux de Powers, Araki, Woods et
Krieger, nous avons introduit des invariants S et T' pour les facteurs de type 111, basés sur la théorie
de Tomita. Cela nous a permis de subdiviser la classe des facteurs de type III en sous-classes 111},
A €]0,1[, 1T, et ITI; correspondant au sous-groupe de R* , S(M). Les caractéristiques importantes
de cette théorie sont :

(1) La calculabilité des invariants S, T' pour toutes les constructions connues de facteurs; ceci
est dii a la caractérisation, par le théoreme de Radon-Nikodym non commutatif [8], des
groupes d’automorphismes modulaires comme les sections d’un noyau abstrait R — Out M,
ou Out M = Aut M/ Int M, et aux égalités

S(M) = Spé, T(M) = Ker .

(2) L’existence et 'unicité de la décomposition discreéte d'un facteur de type III), A €]0, 1],
comme produit croisé d'un facteur de type Il par un automorphisme # de module \. La
décomposition discrete a également été étendue dans [8] au cas I1.

Une critique de [8] était que le cas III; était laissé de coté. Cependant, le lemme 1.2.5 de [8] était
vraiment une idée cruciale de la solution de Takesaki du cas III;, par I'introduction de produits
croisés continus.

Une critique plus sérieuse était I’absence, a ’époque, de toute classification raisonnable :

(a) des facteurs de type I,
(b) de leurs automorphismes de module A.

Dans [12], nous avons montré (Corollaire 6) que tous les automorphismes 6 de Ryo; = R ® My (C)
ayant le méme module A # 1 sont conjugués. Lorsque M est un facteur injectif de type III, le
facteur de type Il associé dans une décomposition discrete hérite de 'injectivité de M et nous
appliquons maintenant le corollaire 4 pour conclure :

Théoréme 8. Pour chaque A €)0,1], tous les facteurs injectifs de type III, sont isomorphes au
facteur de Powers R).

Dans le cas Ill, la décomposition discrete de M permet de montrer que M est obtenu comme
produit croisé d'une algebre de von Neumann abélienne par un seul automorphisme. Il découle
alors d’un théoreme de W. Krieger [29] que de tels facteurs sont classifiés par des flots ergodiques
(non transitifs). Dans le cas III;, le seul facteur injectif connu est le facteur R, d’Araki-Woods. Je
suis reconnaissant a E. J. Woods pour son aimable invitation a I’Université Queen’s ou le présent
travail a été effectué.
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1. Préliminaires

1.1. Joint distribution of pairs of positive square integrable operators
affiliated with a semi-finite von Neumann algebra

Soit N une algebre de von Neumann semi-finie dénombrablement décomposable et 7 une trace
normale semi-finie fidéle sur N. Nous utilisons les espaces LP de Dixmier [14] et Segal [43], pour les
valeurs p = 1,2. Un élément = de LP(N,7) est un opérateur fermé affilié & N dont le domaine est
fortement dense par rapport a& N ([43], Def. 2.1). Un opérateur positif h affilié & N est dit intégrable
lorsque sa mesure spectrale : v(B) = 7(xg(h)), pour tout sous-ensemble borélien B de R =]0, oo,
satisfait [ Adr(\) < oo, et dans ce cas on définit 7(h) comme la valeur de [ Adv(X). (Voir [43],
Corollaire 12.6.) Notons que la mesure spectrale v est une mesure de Radon sur |0, +o00], lorsque h
est intégrable; v(]0]) peut étre 400 mais cela n’affecte pas I'égalité 7(h) = fRi Adv(N) (voir [43]).
Pour x € LP(N, 1), |x|P est intégrable et on a

(r(|zP)? = ||z, ([43],12.11;3.8;12.14).

Proposition 9. Soient N et 7 comme ci-dessus, X = R% \ {0}, H, K les fonctions continues
H(z,y) =z, K(z,y) =y, (z,y) € X. Soient h,k des éléments positifs de L>(N, 7). Alors il existe
une mesure de Radon positive i sur X telle que :

(a) Pour toute fonction borélienne positive f sur [0,4o00| avec f(0) =0 et f(h) intégrable (resp.
f(k)), la fonction f(H) est intégrable sur X et 7(f(h)) = u(f(H)) (resp. 7(f(k)) = p(f(K))).

(b) Pour toute paire f, g de fonctions boréliennes complexes sur [0, +oo|, avec f(0) = g(0) = 0,

f(h), g(k) € L*(N,T), on a :
[£(h) = g(k)lle = [l f(H) — g(K)][2.

Démonstration. Pour € > 0, on a e oo[(h)e? < h* donc xa(h) est intégrable pour tout sous-ensemble
borélien A de [¢, 0o]. Par conséquent, comme dans [33], Appendice, il existe une mesure positive
finie p. sur [e,00[x[0, 00| telle que p(A x B) = 7(xa(h)xp(k)) pour tous boréliens A C [e, o0,
B C [0, 0o[. De méme, on obtient une mesure p€ sur [0, co[x [¢, oo[ avec, pour A C [0, 0o[, B C [€, 00|,
p (A x B) =71(xa(h)xp(k)). Comme les boréliens du plan forment la plus petite classe monotone
contenant les unions disjointes de rectangles, on voit que toutes les mesures p., pu° coincident sur
les intersections de leurs domaines et définissent donc une unique mesure de Radon positive u
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sur X telle que pu(A x B) = 7(xa(h)xs(k)) pourvu que 0 ¢ A ou 0 ¢ B, A,B C [0,00[. Ainsi
u(xa(H)) = (A x Ry) = 7(xa(h)), pourvu que 0 ¢ A, et la premiere assertion s’ensuit. Par
conséquent, nous avons

1f1(H) = f2(H)[l2 = [|f1(h) = f2(R)][2,

pour fi, fo fonctions boréliennes complexes sur [0, 00[ s’annulant en 0 et rendant f;(h) de carré
intégrable. Donc, pour prouver (b), on peut supposer que f (et g) est de la forme : f = 3 Ajx4,,

0¢ Aj. Alors 7(f(h)g(k)) = u(f(H)g(K)) et donc (b) s’ensuit. O

La proposition I.1 résume I’avantage de la norme L? sur les autres normes LP, p # 2, pour lesquelles
elle n’est plus vraie. La section suivante contient le lemme technique principal de cet article : le
Théoreme 1.2.2.

1.2. Stabilité de la décomposition polaire des opérateurs de carré in-
tégrable sous des perturbations de carré intégrable

Soit H = L?(N, 1) I'espace de Hilbert des opérateurs de carré intégrable affiliés & 1’algebre de von
Neumann N avec trace normale semi-finie fidele 7.
Chaque = € H a une décomposition polaire unique : z = u(x)|z| ot u(z) est une isométrie partielle
dont le support est égal au support de z et ot |z| = (z*z)"/2.
L’application x — |z| a été étudiée dans [38] et il résulte de [38] que pour z et y € H normaux, on
a

] = Tyllls < [l = yll2.

Dans le cas non abélien, cette inégalité n’est plus vraie mais 'inégalité de Powers-Stgrmer [36] la
remplace :

Proposition 10. Soient N et T comme ci-dessus. Soient x,y € L*(N,7), alors

e = Tyllls < = =yl < e = yll2(lzll2 + lyll2)-

Démonstration. Pour la premiére inégalité, voir [36] lorsque N est un facteur de type I et [24],
Lemme 2.10 pour le cas général. De plus, |||z]* — |y|?||1 est la distance dans N, entre les états
vectoriels associés & x et y, et est donc inférieure a ||z — yl|2(]|z|]2 + [|y]|2)- O

Méme lorsque N est abélienne, 'application = — u(z) est assez discontinue. Pour chaque a > 0,
soit u, l'application de H C L2?(N,7) vers I'ensemble des isométries partielles de N définie par
uq(x) = u(x)E,(|z]) ou E, est la fonction caractéristique de |a, +oo[C R,. Cependant, u, est
encore discontinue et méme dans le cas abélien, nous ne pouvons pas trouver pour chaque § > 0
un € > 0 tel que pour tout = € L? il existe un a > 0 satisfaisant u,(z) # 0 et :

ye L y—alls <elzll: = flua(@) = ua(y)ll2 < dl|ua(2)]2-
Cependant, nous démontrerons la continuité suivante.

Théoréme 11. Soient N, 7 comme ci-dessus. Soient § €]0,1[, n € N, posons ¢ = (§/6n)8. Alors
pour tout sous-ensemble (;)i=1, n de L*(N,T) de diamétre inférieur d €||x1||2, il existe un a > 0
tel que

[ta (i) = ta(z1)ll2 < Ollua(za)llz, N2 — walwi)|2illl2 < Of|ill2.
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Comme corollaire facile du Théoreme 1.2.2, nous avons :

Corollaire 12. Soient N, comme ci-dessus, 6 €]0,1], n € N et € = (6/24n)". Alors pour tous
opérateurs unitaires (u;)j=1, n—1 dans N et toutes projections équivalentes ei,es € N telles que
|[uk, es]ll2 < €lles]la pour tous k et s, on peut trouver une projection e < ey V eq telle que

“668 — ]2 < 5”65”2’ (s=1,2)
lleselle < dllelle. (k=1.oon—1)

Pour la démonstration de 1.2.2, nous commencgons par énoncer les propriétés élémentaires des
applications u, : u,(z) = u(z)E,(|x]).
Lemme 13. Soient N, 7 comme ci-dessus et a > 0, x € L*(N, ).
(1) ug(v) = vug(x), ug(xv) = ug(x)v, pour tout opérateur unitaire v de N.
(2) ua(0(x)) = O(uy(x)), 0 € Aut N.
(3) Soit 2° = xEy|x|, b > 0, alors us(2%) = ua(z) et uy(x?)]2b| = uq(z)|x], 0t ¢ = sup(a,b).
(4) ua(h) = up@a)(f(h)), h € L*(N,7)*, f bijection croissante de Ry dans R .
Démonstration. (1), (2) et (4) sont claires. Pour (3), |xEy|z|| = |z|Ep|x| et u(zE ]x|) = u(x) Ep|z|.

)
Pour t > 0, E, (tEb(t)) 0sit <ce=1sit>c donc E,]z°]) = E.(Jz]) et comme
Ey(|x]) a(|x|) E,(]z|), on obtient (3). O

Lemme 14. Soient N, 7 comme ci-dessus, v € L*(N,T). Alors

/R* g2 (2) = ugre(J2)l da = [lo — |=]|l2-

+

Démonstration. Soit v = u(x),h = |z|. Pour toute fonction borélienne f de R, dans R telle que
f(h) € L*(N,7), f(0) = 0, nous avons

luf(h) = f(W)]l3 = 7(f(R)(w" = 1)(u—=1)f(h) = 7(f(h)*(2 — u—u")).

L’expression que nous voulons calculer est

/R* B2 (h) — B (h )||2da—/R* T(By2(h)2(2 — u — u*)) da.

+

Mais (E,12(h))* = E,12(h) = E,(h*) par 1.2.4 (4) et Jex E,(h*) da est égal a h*. Or 7(h*(2 —u —
u*)) = lluh = hl3. O

Lemme 15. Soient N et T comme ci-dessus, h,k € L*(N,7)". Alors

/R* g2 (h) = ugr2(K)|3 da < [|h = Kll2[lh + k|l

+



Démonstration. Comme h et k sont positifs, nous avons u,(h) = E,(h) pour chaque a > 0. Ainsi,
par la Proposition 1.1, nous pouvons supposer que N = L*(X, ), que 7 = u et que h et k sont des
fonctions de carré intégrable sur X. Nous avons [, E.(z) — E,(y)|da = |z — y| pour z,y € R,

donc par le théoreme de Fubini

.

Eo(h?) = Eo(K*)|ly da = ||h* — k]|

T
Comme
|Ea(h?) — Eqo(k?)| = |Ea(h?) — Eo(K*)]?,
nous avons
|Ea(h?) — E.(K*)|15 = || Ea(h®) — Ea(k*)h,
done :

L I1Bh) = B3 da = 1A% = k2]l < 1 = Kllall+ K]l
+

Remarque 16. On peut montrer qu’il n’existe pas de constante K > 0 telle que ['inégalité

J

soit vérifiée pour tous h,k € L*(N,7) (sauf si N est de type I borné).

Ea(h> - Ea(k)Hl da < KHh - kHI

*
+

Démonstration du Théoréme 1.2.2. Nous supposons que |[z1][; = 1. Lorsque b — 0+, les 2% =
x;Fy|z;| convergent dans L? vers z;, donc en utilisant 1.2.4 (3), nous voyons que nous pouvons
supposer que tous les z; et donc z; sont de rang fini. Alors, en remplagant tous les ; par vx; ot v
est un opérateur unitaire tel que vx; > 0, nous pouvons supposer, en utilisant 1.2.4 (1), que z; > 0.
Par 1.2.1 :

;= lzslll2 < llzg = 2alla + lllzs] = |zl < €+ 2612 < 3eV2.

Dongc, par le Lemme 1.2.5 :

L etar () = gors () da < 9.

+

Comme |||z;| — z1]]2 < 2¢'/2, le Lemme 1.2.6 montre que :

/ a2 (l25]) = gz (1) |3 da < (2¢"2) x 3 = 6¢'/2.
R*

+

L’inégalité ||z + y||3 < 2||z||3 + 2||y||3, =,y € L*(N, 7), montre que :

/ ey (;) — g (1) | da < 18¢ + 12672 < 30672,
R*

+

Soit maintenant G la fonction décroissante de |0, +oo] vers [0, +o00[ telle que

G(a) = 7(Ea(21)) = T(Egr2(21)) = | Egrp (@1)ll3 = tgrsz (1) 13-



Comme ||z1||3 = 1, nous avons

/*+ G(a)da =T </+ E,(2?) da) —7(2?) =1

donc G(a) da est une mesure de probabilité sur |0, +ool. Soit
& = {0> 0wy () — w2 (@)|[3 > €/ gz (20) 13}

Pour a € §;, nous avons
Gla) < €M ugrra (1)) — g (21)I13

donc
/ G(a) da < e V/430¢1/? = 3014,
&
Soit ¥ un ouvert de R, contenant 0, tous les §;,7 = 1,...,n, et avec fﬂnij G(a)da < 30ne'/*,

Alors le plus petit b > 0, b ¢ U, satisfait
b
/ G(a)da < 30ne'/* < 1;
0

donc b < 0. Soit I'a requis dans 1.2.2 soit a = b*/2. Comme b ¢ &, nous avons

|l wa(z;) — walzr)]]2 < 61/8||ua(a:1)||2 pour tout j =1,...,n.

De plus, pour tout t € R, on a
b

/ EL(t2) ds = t2(1 — Ey(12)) + bEy(12).
0

Par conséquent,

lz1(1 = Ey(21) 1 = 7(21(1 — Ey(a1)))

<7 (/ Eq(27) dS)

b
—/ ))ds —/ G(s)ds < 30ne'/*,
0

Comme Ey(2?) = E,(71) = ug(x1), ||1]]2 = 1, nous obtenons :

21 = wa(@r)an |l < 60252 2.

Démonstration du Corollaire 1.2.3. Soit zg = (e; + e9)'/?, x; = ujrous, j =1,...,

x; sont positifs et nous avons :
lujerus — exlly < 2ellexlls,

lujagu; — w5l < 2ella5]lh,

|ujzou; — w0l < (26)2||lzoll2  (Proposition 1.2.1).
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12||zo]|2. Soit, par 1.2.2, a > 0 tel que

Ainsi les z; forment un ensemble de diametre inférieur a 4e
| Eq(0) — Eq(x))[|2 < 6n(4€"/*)3(| E,(20)] |2,
|20 Ea(0) — oll2 < 6n(4€"?)"/5||2g] 2.
Soit e = E,(x0). Alors comme 6n(4¢'/2)1/® < §/2, nous avons

e, usllla < dllellz,

(1~ ) < 17(ad),
T(e1(l —e)) < le527'(x(2)) < 0°7(ey),
[er(e = D)[l2 < dllea]la-

1.3. Représentation de 'ultraproduit de facteurs de type II;

Soit (Ng)ken une suite de facteurs avec traces normalisées 7. Nous définissons comme dans [17],
p. 451, l'ultraproduit ], Nk, pour un ultrafiltre w sur N, comme le quotient de 1’algebre de von
Neumann produit []3° Ny par l'idéal nul de la trace 7, : 7,((xx)) = limg_, 7 (2g). Comme dans
[17], p. 451, l'ultraproduit est un facteur avec trace normalisée 7.

Soit chaque N}, agissant canoniquement dans Hy = L*(Ny, 7). Soit H,, 'ultraproduit des espaces
de Hilbert H; pour w, de sorte qu'un & € H,, est représenté par une suite (&)ren, &k € Hi,
Il€Il = lim,, ||€]]. Chaque suite bornée d’opérateurs Ay, € L(Hy) définit un opérateur A € L(H,,)
par A(&)ken = (Ar&k)ken. Une suite (Ag)reny définit 0 si et seulement si limyg_,o ||Ax|| = 0. 11
s’ensuit que, en général, [, N, n’agit pas sur H,. Cependant, [], N, agit sur un sous-espace de
H,, identifié par la condition d’équi-intégrabilité suivante :

Proposition 17. Soient Ny, Hy = L*(Ny, 7:) comme ci-dessus. Soit wH ’ensemble des & € H,
qui satisfont, avec & = (& )ken -

(%)  Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que ]}:im | Ea(|€k])1Ek|]l2 < €. (2)
—w

Alors wH est un sous-espace fermé de H,, et I], Nk agit sur wH de maniére standard avec le vecteur
1 = (1)ken comme vecteur trace cyclique et séparant, et Uapplication (& )ren — (Jp&k)ken comme
involution canonique.

Démonstration. Nous devons seulement vérifier que wH est la fermeture dans H,, de I’ensemble des
vecteurs (zx)ren avec ||Tgl|e borné. Supposons que & = (& )ren satisfasse (x) et soit € > 0. Alors
pour un certain a > 0, on a limy_,,, ||£xE,|&k|||2 < €, de sorte que le vecteur v, v, = & (1 — Ey) |k,
est & une distance inférieure a € de £ et satisfait ||7x||.o < a pour tout k& € N. Réciproquement, soit
€ €]0,1] et a > 0, et supposons que [|&|l2 < 1, ||§x — zk||2 < € pour tout k, ol ||zk]|e < a pour tout
k € N. Par 1.2.1,

lléx] = lzxlll2 < (3¢)'72.

En utilisant la Proposition 1.1, un calcul facile donne |||&] Eaa(|€x]) |2 < 2(3€)1/2. O
Dans le cas particulier Ny = N pour tout £ € N, nous notons par N l'ultraproduit [[, N et,

comme dans [11], par N, le commutant relatif de N dans N, ou N est canoniquement plongé dans
N¥.



1.4. Un lemme technique

La plupart des normes que I'on utilise sur une algebre de von Neumann M satisfont les conditions :
norm(a) = norm(|a|), pour a € M normal,

a,be MT, ab=ba et a<b impliquent norma < normb.

En particulier, toutes les normes L?, p € [1, 00|, relatives a une trace satisfont ces conditions. Ceci
montre l'intérét du lemme suivant :

Lemme 18. Soit M une algébre de von Neumann, e, f € M deux projections finies équivalentes.
Alors il existe un unitaire W € M tel que :

(a) WeW* = f;
(b) W commute avec |e — f|;

(¢) [W—1] <3le—f].

Démonstration. Soit c la plus grande projection du centre de I’algebre de von Neumann NV engendrée
par e, f, telle que N, soit de type Io. Comme N;_. est abélienne, on peut trouver des projections
e ff el =0=-cle—eNf, e+ =e [ff=0-=-0c)f—enf, [+ [ =/ftelles
que € AN(1—f)=0,(1—=€)ANf =0, que e f’ eV f sont deux a deux orthogonales et que
e— fl=e"+ "+ = f].

Soit u I'isométrie partielle de la décomposition polaire de f'e/, alors |u — ¢/| < v/2|¢/ — f'|. En
fait, on a seulement besoin de le vérifier pour des projections unidimensionnelles €', f* € My(C),
auquel cas |¢/ — f’| est le scalaire sinf ou 6 € [0, 7/2] est 'angle entre ¢, f’. De plus, dans ce cas
|lu — ¢'|| = 2sin#/2 donc l'inégalité est juste (cos@/2)~' < /2 pour @ € [0,7/2]. On a u*u = ¢/,
uu* = f'; soit v satisfaisant v*v = ¢, vv* = f”. Alors |v — ¢”| = /2¢" puisque ¢’ f" = 0. Alors
W = u + v satisfait Wy W, =e, WiW; = f, Wi, |le— fl] =0 et |W; —e|] < V2]e — f].

Comme (eV f—e) ~ (eV f — f), nous obtenons une isométrie partielle Wy commutant avec |e — f]
et satisfaisant

Wy —((eVf)—e)| <V2e—fl, WiWo=eVf—e, WWj=eVf—Ff
Il s’ensuit que, aveca =Wy —e, b=Wy —(eV f —e), on a:
la+ b < 2v2]e — f| < 3le — f].

(Si M agit dans H, on a |||a + bl¢]| = ||a& + b¢]| < 2v/2||le — f|€|| pour tout & € H et comme la
racine carrée est monotone au sens des opérateurs, on obtient I'inégalité ci-dessus.) Finalement,

W = (1-eVf)+ W+ W, satisfait (a), (b), (c). O

2. Propriété I' et la C*-algebre engendrée par un facteur
fini et son commutant

Soit NV un facteur fini, 7 la trace canonique sur N. Nous rappelons que N a la propriété I' de
Murray et von Neumann si et seulement si pour tout zi,...,x,, € N et tout ¢ > 0, il existe un
opérateur unitaire u avec 7(u) = 0 tel que ||[u, z;]||2 < € pour tout j.
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Théoreme 19. Soit N un facteur de type 1, agissant de maniére standard dans l’espace de Hilbert
H = L*(N,7); soit J linvolution canonique du vecteur cyclique et séparant 1 € L*(N,T).
Les conditions suivantes sur N sont équivalentes :

(a) N a la propriété T.

(b) Pour tout sous-groupe de type fini G C Int N, il existe un état non-normal G-invariant sur

N.
(¢) Pour tous opérateurs unitaires uy, ..., u, € N, il existe une suite ({)ren, &k € H, ||| = 1,
(uj — JuiJ)&, — 0 pour tout j = 1,...,n, mais telle que |(&, 1)| ne tende pas vers 1
— 00

lorsque k — oo.

(d) La C*-algébre C*(N, N') engendrée par N et N' dans H ne contient aucun opérateur compact
non nul : C*(N,N")NIC(H) = {0}.

La possibilité C*(N, N')NKC(H) # {0} a été montrée pour la premiere fois dans [2], par C. Akemann
et P. Ostrand.

Dans [9], nous avons défini un facteur plein comme un facteur M pour lequel les automorphismes
intérieurs Int M forment un sous-groupe fermé du groupe Aut M des automorphismes de M avec
la topologie de la convergence simple en norme dans M,. Nous avons montré que pour les facteurs
IT; a prédual séparable, la plénitude est équivalente a la négation de la propriété I'. (Voir aussi
[40].)

De 2.1, il s’ensuit que N est plein si et seulement si C*(N, N')NK(H) # {0}, et donc si et seulement
si K(H) € C*(N, N’) par Uirréductibilité de C*(N, N”).

Corollaire 20. Soit N un facteur semi-discret de type II; ; alors N a la propriété I'.

Démonstration. Lorsque N est semi-discret, ’application canonique 1 ; a; ® b; — Y%, a;b; du
produit tensoriel algébrique N ® N’ dans IC(H) s’étend en un isomorphisme du produit tensoriel C*
de N par N’ sur C*(N, N’). Par un théoreme de M. Takesaki, comme N et N’ sont des C*-algebres
simples, leur produit tensoriel C* I'est aussi ([44]), et donc C*(N, N') 'est aussi. Donc

C*(N,NYNK(H) # {0} = C*(N,N') = K(H)
mais ceci implique que 1 € KC(H) de sorte que H est de dimension finie. O

Le corollaire suivant a été utilisé dans [18] mais, cependant, la démonstration qui y est donnée est
fausse.

Corollaire 21. Soient Ny, Ny des facteurs de type II,, alors N1 @ Ny est plein si et seulement si
N; et Ny sont pleins.

Démonstration. Si Ny ou Ny a la propriété I';, Ny ®@ Ny 'a aussi. Supposons que Vg et Nj soient pleins
et que NN; agisse dans #H; comme d’habitude. Par 3.1 (d), soit K; € C*(Ny, N{) N K(H1), K;i # 0,
et Ky de méme. Comme la C*-algebre engendrée par Ny ® No, N| @ N contient C*(Ny, N{) ® 1 et
1 ® C*(Ng, N3), on voit qu’elle contient I'opérateur compact non nul Ky ® K. ]

Nous démontrons maintenant quelques lemmes pour la démonstration du Théoreme 2.1.

Lemme 22. Soit N un facteur de type I, satisfaisant 2.1 (b), alors pour tous opérateurs unitaires
U, ..., u, € N et tout € >0, il existe une projection non nulle e € N, 7(e) < ¢, telle que

fuj,ellla < elleflz, 7 =1,...,n
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Démonstration. Par hypothese, il existe un état singulier ¢ € N*, invariant sous les Adwu;, j =
1,...,n (utiliser [41], 1.17.7). Soit alors, par [45], f € N une projection avec ¢(f) = 1, 7(f) < €
(€ < 1/2). Soit T = {4 état sur N | ¢(f) > 1—¢€} C N*. Nous identifions le dual de N, avec (V,)*
par la dualité

<
N.)

(W1, V) (@1, @) = ().

Avec cette identification, (N,)* a N* comme espace de Banach dual et N* a (IV,)* comme espace
de Banach dual.
Soit

D ={(—vYoAduy,...,v» —poAdu,),» € TN N,}.

Par construction, © est un sous-ensemble convexe de (N,)*, et 'adhérence de ® dans (N,)* pour
la topologie faible de (N,)* correspondant & N*, contient

(p—dpoAduy,...,¢ —poAdu,) = (0,...,0),

parce que ¢ appartient a I’adhérence faible dans N* de T N N,.

Ainsi, 'adhérence faible de © dans (/N,)* contient 0 et comme © est convexe, I’adhérence en norme
de © dans (N,)* contient 0.

Soit 1 € N, NT satisfaisant ||) o Adu; — || < e pour j =1,...,n. Soit ¢'(x) = (1/¢(f))(fzf).
Comme 9¥(f) > 1 —¢, on a, pour tout x € N,

(1= o) < @1 = )P lzl| < 2|,
donc |[1 — || < 3€/2. Soit h € L*(N,7), h > 0, 7(h?-) = 1'. On a supporth < f et
(lusha — bl < 19/ — o o Aduyl £ 7672 (121)
Pourvu que 3e'/4 < (1/6n)3, il existe par le Théoréme 1.2.2 un a > 0 tel que
walh) £0 et Jualhy) — ua(Wll < dlltalh) s

ot § = 6n(3e/*)/8 < 1et h; = ushu’. Soit € = uq(h); alors ug(h;) = ujeus, donc [|[uy, e][l2 < dle]l2.
De plus, 7(e) < 7(support h) < 7(f) < e. Mais € est arbitraire. O

Lemme 23. Soit N un facteur I, satisfaisant (b), et f une projection non nulle f € N. Alors Ny
satisfait (b).

Démonstration. Soient u,,...,u, des opérateurs unitaires dans Ny, u; = u; +1 — f. Soit K un
sous-facteur de type I, de N avec une projection minimale e < f et g le sous-groupe de Int N
engendré par les Adu; et deux automorphismes intérieurs Adv; ou les v; engendrent K. Alors
comme e < f, la restriction de tout état singulier g-invariant a Ny est non nulle, singuliere et
invariante sous les Ad u;. m

Lemme 24. Soit N un facteur II,, w un ultrafiltre libre sur N, N comme dans 1.3 et uy, ..., uy,
des opérateurs unitaires dans N. Alors si le commutant des u; dans N* est de dimension finie, il
existe des opérateurs unitaires Up41,...,uq; € N tels que le commutant des uj, j = 1,...,q dans
N*® soit les scalaires.
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Démonstration. Nous devons seulement montrer que le commutant dans N* des u;, j = 1,...,n,
est nécessairement contenu dans NN, s’il est de dimension finie. Supposons qu’'un certain x € N¥,
|lz]] < 1, [z,u;] = 0 pour tout j, satisfasse ||[x — y[l2 > € > 0 pour tout y € N, [ly|]| < 1. Soit
x = (x)gen. Nous obtenons, pour tout y € N, ||y < 1, que limg_, ||zx — y||]2 > €. Donc, par
induction sur p € N, nous construisons des suites (y})ren avec

(1) Iy — yill2 = € pour tout k et q < p;
(2) [lygll <1 et [llyx, usllla < 1/k pour tout k et p.

Chaque fois, on prend y; parmi les z,,, m € N. Soit y? € N¥ représenté par la suite (y})ren. Nous
voyons que tous les y” appartiennent a la boule unité du commutant des u; dans N“ et comme
lly? — y?||2 > € pour p # q, que ce commutant n’est pas de dimension finie. ]

Démonstration de (a) = (d) dans le Théoréme 2.1. Soit M un facteur agissant dans un espace de
Hilbert H. Nous allons prouver que s’il existe une suite centrale (vg)ren d’opérateurs unitaires de
M qui n’est pas triviale ([41], Définitions 4.4.33 et 4.4.35, p. 213), on a :

C*(M, M) N K(H) = {0}.
Nous pouvons supposer que pour un certain {y € H, ||| =1, et € > 0, on a
. <q_
Jim (vxo, o) <1 —e.
Soit m, w(&) = (&, &0)& pour tout & € H. Alors si C*(M, M) N K(H) # {0}, nous avons 7 €

C*(M, M'") par irréductibilité de la représentation identité de C*(M, M’) dans H. Donc il existe
ai,...,a, € M, by,...,b, € M tels que

n
1> asb; — 7l < /3.
1
Comme [a;, vg|b;& — 0 pour tout j, nous avons
—00

1> abjongo = vk 3 abiéoll ———=0

donc
I3 asbyonoll —= 12 azbséoll
Cependant,
1Y abiéo — ol <€/3 et w& = &
Mais
1> abjunéo — m(uro)l| < €/3.
Comme ||7r(vi&o)|| = [{(vi&o, &), nous obtenons une contradiction. B

Démonstration de (d) = (c¢). Nous montrons que si (¢) n’est pas vérifiée, alors C*(N, N') contient
la projection unidimensionnelle  de L?(N, 7) sur 1. Comme N ne satisfait pas (c), soit uy, . .., u, les
opérateurs unitaires correspondants. En adjoignant les u}, j = 1,...,n, on voit que T' = >, u; Ju;J
peut étre supposé auto-adjoint. Or T € C*(N, N'), ||T'|| = n, T(1) = nl. Nous affirmons que 7" —n
est inversible sur I'orthogonal du vecteur propre 1. Sinon, comme T est auto-adjoint, il existerait
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une suite (& )geny dans H C L2(N,7), ||&]] = 1, (&, 1) = 0, telle que ||[(T' — n)&|| — 0. Comme
lujJu; JE|| = [|€k]] = 1 pour tout j, k, et comme ||T¢|| — n, on voit par la convexité stricte de H
que |Ju;Ju; JE —ujJu; JE|| — 0 pour tous i, j, et done ||(u; — JujJ)E || — 0 pour tout j =1,...,n,
montrant ainsi (c¢). Nous avons montré que n est un point isolé et un point simple du spectre de T,

donc C*(N, N') contient une projection unidimensionnelle. O
Démonstration de (¢) = (b). Soient uy, ..., u, des opérateurs unitaires dans N. Nous voulons trou-
ver un état non-normal sur /N invariant sous les Adu;, 7 = 1,...,n. Soit w un ultrafiltre libre sur

N et N“ l'ultraproduit correspondant. Par le Lemme 2.6, nous pouvons distinguer deux cas :

(1) Le commutant relatif de uy, ..., u, dans N* est C. Soit ({)ren une suite d’éléments de norme
1 dans L*(N,7) telle que (&, 1) = 0 pour tout k et que |lu;Ju;JE — & — 0 pour tout
—00

J. Si (& )ken satisfait la condition (x) de la Proposition 1.3.1, nous obtenons un élément ¢
de L*(N“,7,) avec (£,1) = 0, ||€]| = 1 et ujJu;JE = £ ot J = Jyw. Mais ceci contredit
I'hypothese sur le commutant relatif des u; dans N“. Donc (§;)ren ne satisfait pas 1.3.1 (x).
Par conséquent, pour un certain € > 0, nous pouvons trouver une sous-suite (vx)ren de la
suite (& )ren, telle que 7((Ex|ve|?)|v|?) > € pour tout k € N et E,, a > 0, comme dans 1.2.
Pour chaque k, soit ¢, € N, correspondant & |y.|? € L'(N, 1), et ex, = Ex(]7:]?). Chaque ¢y
est un état sur NV et par le choix de (§;)ken, on a ||[¢g, us]|| — 0 pour tout j =1,...,n.

Comme Ey(|ve*)|vl*> > kEx(|v:]*), nous avons 7(e;,) < 1/k et donc ey, —— 0 fortement.
—00

Mais ¢g(ex) > € pour tout k, ce qui montre que l’ensemble (¢y)reny n'est pas relativement
faiblement compact dans NV, ([1], 2.3). Soit ¢ un élément non-normal de 'adhérence de (¢ )ren
dans N*, pour la topologie faible. Alors ¢ est un état sur N commutant avec les u,;.

(2) Le commutant relatif de uy,...,u, dans N“ est de dimension infinie. Alors ce commutant
doit contenir une sous-algebre de von Neumann abélienne de dimension infinie, et contient
donc des projections non nulles e, k € N, avec 7,(ex) < 1/k. Comme chaque projection dans
N¥ est représentée par une suite de projections de N, nous pouvons trouver une suite (fx)ren
de projections de N telle que :

Soit alors ¢, I'état sur N correspondant a 7(f;) "' fr € L'(NV, 7). Alors exactement comme
ci-dessus, nous trouvons une limite faible ¢ des ¢ dans N* montrant que N satisfait (b).

[uj, felllh < 1/k||frlli  pour tout j, k.

O

Démonstration de (b) = (a). Soit (u;);=1,.., un sous-ensemble fini du groupe unitaire de N et soit
d > 0. Nous montrons qu’il existe une projection e € N, 7(e) = 1/2, telle que ||[u;, €]||2 < 6, pour
tout j. Soit R l'’ensemble des familles r = (£, Uy, ..., U,) telles que :

(a) E est une projection, £ € N, 7(E) < 1/2.
(B) Chaque U; est un opérateur unitaire dans N commutant avec E.
() 1Uj = uslly < o7(E), j=1,...,n.

Etant donnés deux éléments r,r’ de R, nous écrivons r < r’ lorsque
(1) E<E,
2) U} - Uiy <07(F' —E), j=1,....n.
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Sir<r'et E=F, alorsr=r".5r<r <r" alors < E" et
|U7 = Ul < 8(r(B" — E') + 7(E' - E)) = 67(E" — E)

donc r < r”. Nous affirmons que < est inductif sur R. Tout sous-ensemble totalement ordonné de
R a une suite cofinale. Nous devons montrer que toute suite croissante (7, )neny dans R est majorée.
Nous avons E, < E,,; donc E, converge fortement, lorsque n — oo, vers une projection £ € N,
et 7(F) <1/2. Or

1Unm,j = Ukl < 07(Em — Ei), k <m,

donc (Uyj)ken est une suite de Cauchy dans L' (N, 7) qui converge fortement vers un opérateur uni-
taire U;. On a [E, U;| = limy,_,o0[E), Uy ;] dans la topologie forte, donc la famille (E, Uy,...,U,) =1
satisfait («) et (). Nous avons

10, — s = Jim Uiy — sl < lim br(Ey) = 67(E)
donc r satisfait () et appartient & R. Pour chaque k et j, on a
Uk — Ujlly = lim {|Ukj — Unjlly < lim 67(Em — Ey) = 67(E — Ej)

donc r, < r pour tout k, ce qui prouve l'inductivité de R.

Par le lemme de Zorn, soit r = (E, Uy, ..., U,) un élément maximal dans R. Nous supposons que
7(E) < 1/2 et nous contredisons la condition (b) de 2.1. Soit F = 1—FE, M = Np,v; = U;(1-E) =
(1 - E)U; € M (en utilisant (3)). Par le Lemme 2.5, M a la propriété 2.1 (b). Prenons € > 0,
T(E)+e<1/2, et 6e < 0. Par le Lemme 2.4, il existe une projection non nulle e, e € M, 7/(e) < ¢,
I[vj, e]ll2 < €]le]|2, ot le * correspond & la normalisation de 7 dans M. Mais, comme 7(F) < 1, nous
avons 7(e) = 7(F)7'(e) < e. Comme [[vjev; — e/} < 2¢llel|}, soit w; (Lemme 1.4) un opérateur
unitaire dans M tel que

wjvjevjw; = e, |lw; — F|} < 6er’(e).

Soit E' = E + e; c’est une projection strictement plus grande que F, telle que 7(E’) < 1/2. Soit
U; = U;E + wjv;. Comme wjv; est un opérateur unitaire de Ni_g) et que U;E = EU;, on voit
que U] est un opérateur unitaire dans N. Comme w;v; commute avec e, les U] commutent avec E'.
Pour z € M, on a ||z||} = 1/7(F)||z||1, donc on obtient ||w; — (1 — E)||; < d7(e) et :

Jwjvj = vill < o7(e),  [IU; = Ujlly < o7(e).
Par hypothese, ||U; — u,||; < d7(E) donc
1U; = ujlly < 67(E + €) = 67(E").

Nous avons montré que la famille (E', U}) satisfait (), (8), (7) et définit donc un élément r’ de
R. Le couple r, ' satisfait (1), (2) et comme e # 0, nous avons contredit la maximalité de r. Nous
avons montré pour chaque § > 0 l'existence d’une projection E € N, 7(E) = 1/2, telle que FE
commute avec U;, |U; — ;|1 <6, donc :

[z, ENll2 < 21|U; = wllz + 11U, E]l2 < 2(26)"2

parce que pour € N, [|z]oo < 2 on a ||z < 2||z||;. Comme § est arbitraire, nous avons montré
que N satisfait la propriété I'. O]
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3. Une caractérisation des automorphismes approximati-
vement intérieurs

Soit N un facteur de type II; avec trace normalisée 7. Nous munissons Aut N, le groupe des
automorphismes de N, de la topologie de la convergence simple forte dans N, qui, comme N est
fini, est la méme que la topologie de la convergence simple en norme dans N,.

Nous caractérisons 'adhérence Int N du sous-groupe Int N des automorphismes intérieurs par le
théoreme suivant :

Théoréme 25. Soit N un facteur de type II, a prédual séparable, agissant dans H = L*(N,T).
Alors les conditions suivantes sont équivalentes pour § € Aut N :
(a) 6 € IntN ;
(b) Il existe un automorphisme de la C*-algébre engendrée par N et N' dans H qui est 0 sur N
et lidentité sur N';
(¢) Pour tous opérateurs unitaires uy,...,u, € N et tout € > 0, il existe un & € H, ||&|| = 1,
10 (ug) JugJE — €| < € pour tout k=1,...,n;
(d) 1l existe une suite bornée (r,)nen dans N, ne convergeant pas fortement vers 0, telle que
zpa — 0(a)x, converge vers 0 fortement pour tout a € N.

La condition (b) signifie que pour tous ai,...,ar € N et by,...,bp € N', on a [ 3, 0(a;)b;| =
|| 32, a;b;|| ot les normes sont les normes d’opérateurs dans H. La condition (c) signifie que pour
tous unitaires u,...,u, € N et € > 0, il existe un x € N, [|z||s = 1, tel que ||0(ug)r — zugl|s < €.

Corollaire 26. Soit N un facteur semi-discret de type II,, alors Aut N = Int N.

Démonstration. Soit @ € Aut N, ay,...,a, € N,by,...,bp € N'. Par hypothese ([19]) : || =F_, a;bs|| =
| 3K a; @ by]| ot a; @ b; agit sur H @ H. Mais

k k
1D ai @bl = || > 0(a:) @ bi|
i=1 =1

parce que 6 ® 1 est un automorphisme du produit tensoriel C* de N par N’. Donc @ satisfait 3.1
(b). O

Il est important de remarquer que les conditions (a) et (b) ont un sens pour des facteurs arbitraires
M agissant standardement dans un espace de Hilbert H, mais, par la démonstration ci-dessus de 3.2,
elles ne sont pas équivalentes dans cette généralité. En fait, 3.2 montre que tout automorphisme d’un
facteur semi-discret, mais pas nécessairement fini, satisfait (b). Lorsque M est le facteur produit
de type IIj, les automorphismes de M qui ne préservent pas la trace ne satisfont pas (a).

Corollaire 27. Soz'eﬁNl, Ny des facteurs de type I, 0; € Aut N;. Alors 0; ® 05 € IntN; @ Ny si
et seulement si 0; € IntN;, j =1,2.

Démonstration. Si0; € HNJ» pour tout j, alors facilement 6; ® 6, € IntN; ® N,. Soit N; agissant
standardement dans H; de sorte que N1 ® N, agisse standardement dans H; @H,. Soient aq, ..., a; €
Ny, by, ..., bk € Ni. Alors

a1®1,...,ak®1€N1®N2, b1®1,,bk®1€(N1®N2),
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et aussi :
1> abill = D (a; @ 1)(b; @ 1)].

Comme 6, ® 05 satisfait 3.1 (b), nous avons que :

1> _(01(a:) @ (b @ )] = 1| >_(a: @ 1)(b; @ D]I.
Donc nous avons montré que 6, satisfait (b). O
La démonstration du Théoreme 3.1 (de (c¢) = (d)) repose essentiellement sur le lemme suivant.

Lemme 28. Soient N, 7 comme ci-dessus, 0 € Aut N satisfaisant la condition (c), et uy, ..., uy,
des opérateurs unitaires dans N. Pour tout € > 0, il existe une projection non nulle e € N et un
r €N, ||z||oo <1, ||z||1 > 1/47(e), ze = x, O(e)x = z, tels que :

Ifws, ellle < ellells, J=1,...,n,

et
lew; — 0(u))ely < erfe), j=1...,n.

Démonstration. Soit ¢ €]0,1/8[, 20€’ < e, soit 20 = (€'/24(n + 1))¥/%, &' = (6/6n)8. Soit £ € H C
L*(N,7), |l = 1 tel que pour tout j = 1,...,n, on ait ||0(u;)Ju;JE — &|| < &'. Par le Théoréme
1.2.2, il existe a > 0 tel que I'isométrie partielle w = u,(€) (si 'on utilise 1.2.4) satisfasse

16(u;)wuf —wlly < Sllwlly et w# 0.

*_

T —ww|la < 20]|lwllz et que

Nous obtenons que |u;w*wu

16(u;)ww"8(uj) — ww"[|s < 20w,

Soit e; = w*w, e = 0~ (ww*). Nous avons ||ex||3 = 7(ex) = T(w*w) = ||w||3, et donc : ||[u;, ex]|l2 <
20||ex||2 pour tout j et k.

Donc, par le Corollaire 1.2.3, soit e < e;V ey une projection, e € N, telle que ||[u;, €]||2 < €]|e]]2 pour
tout j et que ||eex — exlla < €||ek||2. Comme € < 1/2, nous avons e # 0, ||e]ls > [|eek|la > 1/2]ex]|2-
Soit z = (e)we. Nous avons ||z| < 1,

|z —wlls < [[0(e)ww” —ww ||z + [[wwe — w wl|y = [|0(e)0(e2) — O(e2)|l2 + llere — exlla < 2€'[[w]]2.
Donc

|z —wlli = [(z —w)(e1 V ez) |1 < 2[lz —wlafw]l2 < 4€'l[w]y
et

|lz||r > (1 —4€)7(er) > 1/2(1 — 4€')7(e) > 1/47(e).
De plus, ||zu; — 0(u;)z|l2 < (0 + 4€)||w||2 et, comme ci-dessus,
[z — 0(u;)z|ly < (6 + 4€) [wllz]lell2 < er(e).

O

Lemme 29. Soient N,7 comme ci-dessus et 8 € Aut N satisfaisant 3.1 (c). Soit f € N une
projection non nulle, v € N avec vv* = f, v'v = 0(f). Alors l'automorphisme ¢, v € Ny —
vl(z)v* € Ny, satisfait aussi 3.1 (c).
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Démonstration. D’abord nous supposons que f = 1. Pour tout opérateur unitaire u € N et tout
xr € N, nous avons :

(vr)u — O(u)(ve) = v(zu — O(u)x);

donc si 6 satisfait 3.1 (c), il en va de méme pour 6 si vv* = v*v = 1.
Maintenant, en général, soit m € N, 1/m < 7(f) et (e;;)ij=1,..m un systéme d'unités matricielles
m x m dans N avec f = e + € ou e, e sont des projections, e > ej; appartient au facteur I,
des e;5, et € < eg. En multipliant 6 par un automorphisme intérieur, nous pouvons supposer que
f(e;;) = ei; pour tout i, et aussi que (e’) = €’. Alors 6(f) = f et nous pouvons supposer que
v = f. Maintenant, soit ui, ..., u, des opérateurs unitaires dans Ny, u; = u; +1 — f les opérateurs
unitaires correspondants de N, et u,.1, U,1o des opérateurs unitaires engendrant le facteur I,
des e;;. Soit (xy)ken une suite d’éléments de N (la suite n’est pas nécessairement bornée) telle que
|zklla = 1 et ||zpus—0(us) k|2 — 0. Il s’ensuit que ||[e;;, zx]||2 — 0, parce que 0(tUp4q) = Untq,
qg=1,2.
Donc

lejizella — ekl — 0 (pour tout j =1,...,m),

parce que |lej1zgll2 = |lenzill2 et [|xkeji]la = ||zrejz|la. Par conséquent, [leqjzy3 — 1/m lorsque
k — oco. Soit yx, = fxrf € Ny. Comme eq; < e < f, nous obtenons

lim |yl > lim [lerrgpess [|o = m ™'/

parce que

1/2

llenykerrllz = |lennzrerr||s — m™ lorsque k — 0.

Nous avons
yeu; — 0(uy)ye = f(xru; — 0(u;)zy) f.
O]

Démonstration de (d) = (a). Soit w un ultrafiltre libre sur N, N T'ultraproduit associé & N et
w comme dans [.2. Soit F5 l'algebre des matrices 2 x 2 sur C et ¢ I’homomorphisme de N dans
N¥ ® Fy tel que o(x) = x ® e1; + 0¥(x) ® eg9, ot comme d’habitude N est identifié & son image
canonique dans N¥.

Soit (Y )nen une suite bornée dans N représentant y € N*; alors 1'égalité lim,, o yoz —6(2)y, = 0,
dans la topologie forte, pour tout x € N, est équivalente a y ® ey; € P, ou P est le commutant
relatif de o(N) dans N* ® Fy.

De notre hypothese, nous voulons déduire que 1®e;; est équivalent a 1 ®eqs dans P. Le commutant
relatif de N dans N“ est égal a N, avec les notations de 1.2, donc I'application x +— = ® ey est
un isomorphisme de N, sur la réduction de P par 1 ® e;;. Soit a € N, une projection non nulle,
T.(a) = a > 0. Soit (a,)nen une suite représentante de projections, 7(a,) > . Soit (yx)ren une suite
bornée d’éléments de N, et 8 > 0 telle que : 7(yjyx) > B pour tout k, ypz—0(z)ys — 0 fortement,

pour tout z € N. Maintenant (y;yx)ren est une suite centrale et donc limy o 7(ayiyran) > af,
pour n € N. Par conséquent,

lim (|6(an)ysanllz > 52,

k—o0
parce que ||0(an)yra, — yran|l2 — 0 lorsque k — oo. Pour tout n € N, prenons k, > n avec
10(an)ys, anll2 > 1/28Y2a/2. La suite (yi, Jnen représente un élément z de N* tel que z ® eq; € P
et que (6“(a) ® ex)(z @ ea1)(a ® eqr) # 0.
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Alors pour chaque projection a € centre de IV, le support central de a ® e;; dans P est nécessai-
rement égal a la projection a ® ey + 0¥(a) ® eg. Il s’ensuit que tous les éléments du centre de P
sont de la forme

c=x®e +0“(x) ®egn, x € centre N,.

Donc pour tout tel élément ¢, on vérifie que :
(7w X Tr)(c(1 ® €17)) = 70 (),
(1o X Tr)(c(1 ® e22)) = 7,(0“(x)) = T ().

Nous avons montré que 1®eq; est équivalent a 1 ®eqy dans P et donc il existe un opérateur unitaire
u € N¥ avec u @ eq; € P.
Soit (4 )nen une suite représentante d’opérateurs unitaires pour u; alors = lim,,_,,, Ad u,, dans

Aut N. O]

Démonstration de (a) = (b). Soit 6 = lim,,_,o, Ad u, un élément de IntN. Pour chaque n € N, soit
a,, 'automorphisme intérieur de la C*-algebre C*(N, N') implémenté par w,. Pour tout élément
x = Y, x;y; du produit tensoriel algébrique de N et N', la suite (ay,(7))nen d’éléments de L£(H)
converge fortement vers Y-, 0(z;)y;.

Ainsi 'automorphisme #®1 du produit tensoriel algébrique N ® N’ préserve la norme pour la norme
de L(H) et s’étend donc uniquement a la fermeture normique C*(N, N’) comme un automorphisme
de C*(N, N') satisfaisant les conditions requises. O

Démonstration de (b) = (c). Soient us, ..., u, des opérateurs unitaires dans N et considérons les
deux opérateurs

T=14uJuJ 4+ +u,Juy,J, S=1+0(up)JurJ + -+ 0(uy,)Ju,J.

Notre hypothese sur 'automorphisme 6 et la propriété de préservation de la norme des automor-
phismes des C*-algebres montrent que ||.S|| = ||T||. Mais ||T'|| = n+ 1 car le vecteur unitaire 1 dans
H = L*(N, 1) satisfait u;Ju;J1 = uju; =1 et parce que chaque terme dans la somme définissant
T est unitaire. Donc ||S|| = n + 1. Par conséquent, pour tout € > 0, nous pouvons trouver £ € H,
1€] =1 tel que

1€ + O(ur) Jur JE + -+ - + O(up) Ju, JE|| > (n+ 1) —e.

Comme [|0(u;)Ju;JE|| = 1 pour tout j, on voit, en utilisant la convexité stricte de la boule unité d’un
espace de Hilbert, que pour tout n > 0, il existe un § € H, ||€|| =1 tel que ||0(u;)Ju;JE —&| < n,
j=1,...,n. ]

Démonstration de (¢) = (d). Soient uy,...,u, des opérateurs unitaires dans N et § > 0. Nous
montrons l'existence d’opérateurs unitaires Uy, ..., U, tels que ||[U; — u;]l1 < 9, d'un opérateur
unitaire V' € N et d'un élément X de N, || X |l <1, || X1 > 1/4 tels que :

Avec y = V*X et en remplagant les U; par u;, nous avons
1Ylle <1, Myl = 1/4, [lyu; — 0(uy)yll < 3,

donc, alors, I'assertion (d) découle de la séparabilité de N,.
Nous définissons R comme 'ensemble de toutes les familles r = (E, Uy, ..., U,,V, X) d’éléments de
N qui satisfont les conditions suivantes :
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E est une projection, les U; sont des opérateurs unitaires commutant avec .
1Uj = wslly < 67(E), j=1,...,n.
VV* = E V*V =0(E), de sorte que VOV* est un automorphisme de Ng.

(5) IXU; = VO(UE)X | < 67(E), j =1,....n.
Nous définissons pour 7,7’ € R la relation r < »’ par les conditions :

(a) E<F,

(b) |U; = Ujlly < 07(E" — E) pour tout j;

(c) EV'=V'0(E) =V, de sorte que VO(E) = E;

(d) X'E=EX=X.
Nous vérifions que r < ', E = E' = r =1’ et que r < ' < r” implique r < r”. Nous voulons
montrer que R est inductif.
Tout sous-ensemble totalement ordonné de R contient une suite cofinale. Nous devons montrer
que toute suite r* = (E* UF ... Uk VF XF) rF < k1 Q’éléments de R est majorée. Nous
posons E = limy_,o, B* fortement, U; = limy_o0 Uf dans L' (et donc fortement) et nous vérifions
(1), (2), (a), (b). La suite V* converge fortement parce que (E7V*)ycn et (VFO(E?))ren sont des
suites stationnaires pour chaque ¢ € N. La limite V' est une isométrie partielle, avec VV* = FE,
V*V = §(F) et BV = VO(E?) = V7 pour tout ¢ € N, donc nous obtenons (3) et (c). Pour la
méme raison, la suite X* converge vers un X € Ng tel que | X|| < 1, XE? = E1X = X7 pour
tout ¢ € N. Donc || X[y > | X9]|; > 1/47(E?) pour tout ¢ et donc || X||; > 1/47(E).
Pour chaque ¢ € N, nous avons

XU — VIO(UIET VT X, < 67(E7)

donc par continuité, nous avons || XU; —VO(U;E)V*X||; < d7(E), ce qui termine la démonstration
de l'inductivité de R.

Soit r = (E,Uy,...,U,,V,X) un élément maximal de R tel que E # 1. Nous allons contredire
la condition (c) pour €, prouvant ainsi (¢) = (d). Soit F' = 1 — E # 0 et soit Y une isométrie
partielle dans N telle que YY* = F| Y*Y = (F). Par le Lemme 3.5, 'automorphisme Y8Y* de
Ny satisfait aussi la condition (c¢). Soit v; = U;F = FU; pour chaque j la restriction de U; a F' (U;
et £ commutent, par (1)), de sorte que les v; sont des opérateurs unitaires dans Np. Soit € > 0 tel
que 3 x 3e <.

Par le Lemme 3.4, il existe une projection non nulle ¢ € Np et un z € Np, ||z]|o < 1, ||z|1 >
1/47(e), ze = x, YO(e)Y "z = x, tels que ||v;ev] —el|; < ¢€lle][y pour tout j, et |[zv; —YO(v;)Y x| <
eT(e) pour tout j. Par 1.4, il existe des opérateurs unitaires v; de Nr commutant avec e et tels que
[0 —vjlls < (1/3)d7(e).

Soit Y/ une isométrie partielle de Ng avec support initial Y'0(e)Y* et support final e. Comme le
support final F' de Y est plus grand que Y0(e)Y™, le support initial de Y'Y est Y*Y0(e)Y*Y = 6(e)
et son support final est e. Soit £ = E+e, U} = U;E+0;, V' =V +Y'Y et X' = X +Y'z. Comme
e < 1— E, et comme les v sont des opérateurs unitaires de N;_p) qui commutent avec e, nous
avons (1). De plus,

1Uj = Uilly = 7(I1U;(1 = E) = wyll) = 7([lv; — vj]1) < o7(e).
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Donc le couple (r,7") dans la notation évidente satisfait (a), (b) et r satisfait (2). Le support initial
de V' est
VYV + Y'Y)(Y'Y)=0(E) +6(e) =0(E');

son support final est £+ e = E’, et on obtient (3) et (c). Le support final de Y’z est plus petit que
e donc, comme e =e,ona Y'x € N,, X +Y'x € Npr, et EX' = X'F =X,

IX +Y'zlloo = sup([ X [loc, [V '2]loc) < 1.
IX + Y|y = 1 X + 1Yzl 2 1/47(E) + 1/47(e),
ce qui donne (d) pour 7,7 et (4) pour 7. Nous voulons vérifier (5), nous avons :
X'Uj = (X +Y'2)(U;E +v)) = XU; +Y'zv;

pour tout j. De plus,
U;E' = (U;E 4 v;)(E +e) = U;E + vje

et
V'O(U,E)V" = (V'O(E))0(U,E)(V'0(E))* = VO(U,E)V*.

Comme V* X' = V*EX' = V*X, par (3) pour r et (d), nous obtenons V'§(U; E)V" X' = VO(U,E)V*X.
Nous avons

V'O(vie)V™ = (V'0(e))0(vie)(V'0(e))" = Y'Y O(vie)(Y'Y)"

De plus, V'0(vje)V"™* X' = Y'Y 0(vie)Y*Y"* X' parce que le support initial de Y est e et eX' = Y'x.
Comme Y"*Y'z = Y#(e)Y*z = x, nous obtenons

V'h(vie) VX' = Y'Y O(vje)Y "z = Y'Y O(v;)Y .
Par conséquent,
VOUEW* X' =V'O(U;E)V" X'+ V'O(v;e)V" X' = VO(U,E)V*X +Y'YO(v})Y "z,

donc
X’UJ’- - V’H(U;E’)V’*X’ = (XUj - VG(UjE)V*X) + (Y’xv; - Y’Yﬁ(v})Y*x).

Par (5) pour r, nous avons

| XU; = VO(U; E)V" X ||, < 07(E).

Comme |lv; — vjl1 < (1/3)d7(e), nous avons
lzvy = YO(;)Y "zl < 2llxllllv; — vl + lzv; = YO(0)Y 1 < 2/307(e) + €r(e) < d7(e)

puisque € < §/3.
Nous avons montré que ' € R et que r < r’, donc ceci contredit la maximalité de r. O
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4. Produit tensoriel d’automorphismes centralement tri-
viaux de facteurs finis

Soit N un facteur de type II; avec trace normalisée 7.

Définition 30. Soit 0 un automorphisme de N. Alors soit c(0) le supremum de l’ensemble des réels
positifs c tels que pour tous éléments x1,...,x, de N et tout € > 0, il existe ¢ € H C L*(N,7),
€]l = 1, tel que [|6(€) — &l| = ¢ tandis que

[(z; — Jz;J)E|| < e pourj=1,...,n.

Nous avons 0 < ¢(#) < 2. Dans cette définition, on pourrait restreindre les x; a appartenir a tout
sous-ensemble de N qui engendre N comme C*-algébre, et en particulier aux opérateurs unitaires
de N.

Proposition 31. Soient N et 6 comme ci-dessus.
(a) Pour tout 8" € Aut N, extérieurement conjugué a 6, on a c(8') = c(6).
(b) Pour tout autre facteur fini M, on a c(0 @ 15r) < c(6).

(¢) Pour toute projection non nulle e € N invariante sous 6, on a c¢(0') = c(6).

Démonstration. (a) Prenons ' = Adw o 6; alors, étant donnés x4, ..., z, et € > 0, prenons £ € H,
1€l = 1, avec

10€) = &ll = (0) —e, (= Jaj )]l <€
pour tout j, et [[(u — Ju*J)E|| < e. Alors
16°(&) = €Il = 16(8) — " Ju JE|| = c(f) — 2e

donc ¢(0") > ¢(0).
(b) Nous identifions H = L*(NQM, Tn®7y) avec Hy@H s, ot Hy = LA(N,7n), Har = L*(M, 7).
Donc Jy = Jy, ® Jy,, et pour z € N, on a

JHZL'*JH ®1= JHN(ZL'* (%9 1)JHN'

De plus, la transformation unitaire de H correspondant a § ® 1), est  ® 14,,. Nous supposons que
c(@®1) >0, et soit ¢ > 0 tel que ¢ < ¢(f ® 1) et n €]0,1[. Ensuite, soit xy,...,x, € N et € > 0.
Soit & > 0 tel que nd < 1/4c*(1 —n?) et § < €.
Par hypothese, soit £ € H = Hy @ Hys tel que

1€l =1, [[(0@1)E—=¢ll=c et [(T; @ 1)E] <9,

ouTj = x;—Jy,;Ju, pour tout j. Soit B une base orthonormale de Hs et (§)pem les composantes
de ¢ sur B. Soit p la mesure discrete sur B telle que u(b) = ||&||* et :

E;={beB|[|T;&] > 6'/%
Nous avons, pour chaque j,

w(E) = > l&l? <67t Y [IT6)* <6

bEEj
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De plus,
do10&) = &lIP <4 N6l* = 4u(G) et D [10(6) — &lI° < (ne)*.
G €] Ge

Donc nous avons

7’ +4u(G) = ¢, w(G) = 1/4 (1 = n?) > Y u(E))
donc G\ Uj_, E; est non vide, montrant ainsi que c(¢) > nc et prouvant (b).
Lorsque M est de dimension finie, les x ® y, x € N,y € M engendrent N ® M comme C*-algebre,
donc I'égalité ¢(f ® 1) = () s’ensuit facilement.
(c) Soit v €]0,1] et e une projection dans N avec 7(e) = «. Soit u un opérateur unitaire dans N
tel que uf(e) = e. Alors par (a), le nombre C(a) = c(ufu*) dépend juste de 0 et «, pas de u et e.
L’égalité (0 ® 1x) = ¢(f) pour K de dimension finie montre que C'(a)) = ¢(f) pour tout nombre
rationnel a. Soit § < 1, pour montrer que C(a) > §%c(#), nous pouvons supposer que pour un
certain entier ¢, on a §* <1 —1/¢ < a < 1. Soit K un sous-facteur de type I, de N avec unités
matricielles e;; et e une projection dans N, 7(e) = «, 1 — e < e3;7. Nous pouvons supposer que
6(x) = x pour tout = € K, et que #(e) = e. Soit € > 0; z1,...,x, € N,. Soit £ € N, ||€]]2 = 1,
[z, €]ll2 < € pour tout j, tel que [|6(&) — &[l2 > dc(0).
Comme les e;; € N, nous pouvons aussi supposer que [e;;,&] = 0 pour tout 4, j = 1,...,¢. Donc &
et 6(§) appartiennent a K’. Comme pour a € K’ N N, nous avons

(1 —em)a(l —en)lz = [[(1 —en)alla = |1 — exn|l2]lalls > dl|alf2.

Nous obtenons :
ege € Ny, legella = [[(1 = en)S(L —en)l2 =6,

;. eéelll2 = llelay. Elells < ¢ pour tout j =1,...,n,

lege — (ege)ll2 = lle(€ — 0(&))ell2 = [[(1 — exn)(§ — () (1 — enr)l2 > 6%c(0),

Nous énoncons maintenant le résultat principal de cette section :

Théoréme 32. Soit 0 un automorphisme d’un facteur de type II, N, et soit p = p,(0) la période
asymptotique de 0 (c’est-a-dire sa période dans Aut N/CtN ) (cf. [12]). Alors

)= sup |z—1]|.

z€C,zP=1

Pour p =0, la notation signifie sup,cc o—y |2 — 1| = 2. De 4.3, il s’ensuit que c(0) < V3 = c(0) =
0=0¢cCtN.

Corollaire 33. Soient Ny, Ny des facteurs de type I, 0; des automorphismes de N;, j = 1,2.
Alors 0, ® 0, € Ot(Nl &® NQ) = 9]' € Cth, j=172.

Démonstration. Si 0 ¢ CtNy, alors facilement 0 @ 05 ¢ Ct(N; ® No). Si 6, € CtNy, alors par 4.2
et 4.3, ¢(f; ® 1) = 0, donc par 4.3, 0; ® 1 € CtN; ® Ny. Mais Ct(N; ® Ny) est un sous-groupe de
Aut (Nl & NQ) ]

Lemme 34. Soit N un facteur de type I, 0 € Aut N, 0 < ¢ < ¢(0) et uy,...,u, des opérateurs
unitaires dans N. Pour tout € > 0, il existe une projection non nulle e € N et un x € N, tels que :
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(1) llle,ujlllz < ellellz, 5 =1,...,n, et [|0(e) —ella < elfe]|z ;
(2) 2o <1, [zl = 2747 (e), [loll2 = 1/4]e]l2;

(3) 16(x) = zll2 = cllzll2;

(4) Iz, wjlll < er(e).

Démonstration. Soit (vg)reny une famille dénombrable d’opérateurs unitaires de N, globalement
invariante sous 6 et 67!, et contenant les u;, j = 1,...,n. Comme ¢ < ¢(f), soit pour chaque k € N,
Sk € H(Na T)? ka“ =1,

[(vg — Jug )&l < 1/k, q=1,...k,

10(&k) — &kl > ¢, pour tout k.

Soit H le sous-espace de l'ultraproduit H,,, correspondant a l'ultrafiltre libre w, de tous les & =
(&k)ren tels que (v — JviJ)Ek — 0 pour tout ¢ € N. H est fermé. Par construction, H réduit
—w

l'opérateur unitaire (& )ren — (6(&k))ren, et nous notons U 'opérateur unitaire réduit. Nous avons
|U=1] = ¢

Comme U est unitaire sur H, soit A € SpU, |[A — 1| > ¢. Pour tout § > 0, il existe £ € H, ||€|| = 1,
|UE — XE|| < 6. Soit 6, €]0,1/4], 2001 < €, do = 1/2(81/24(n + 2))", 25 = (02/6(n + 2))". Soit
£ e LA(N,7), |I€]] = 1, tel que ||(u; — Ju;fJ)fH < 0, pour tout j, et [|#(£) — AE|| < 6.

Par le Théoréme 1.2.2, soit a > 0 tel que, avec v = u,(§), on ait : v # 0 (car 6y < 1), [Jujou} —vl[z <
8a||v]|2, pour tout j, et |[M(v) — vy < ds)|v]|2. Soit e; = v*v, e = vv*. Nous avons

Hujv*u;ujvu;f — vy < 209||v||2
donc nous obtenons, pour tous k, j,
[lex, ujlll2 < 202f[exlla et [|0(ex) — exll2 < 202e o

Soit (par 1.2.3), e une projection, e < e Ves, telle que 4.5 (1) soit vérifiée et que ||eex—ek|l2 < d1||ex||2
pour tout k. Posons x = eve, donc xz € N,

[2lle <1, lz —vll2 < 201[v]l2,  lzll2 = 1/2]v]l2 = 1/4]|e]l2

et donc
]|y > ||l]|3 > 277 (e)

ce qui donne (2).
De plus,
[, usll2 < (461 + 6a)[[vll2 < 5di[|v]l2 < €/2[le]l2,

car ||v||2 < 2||z||]2 < 2||e||2- Donc nous obtenons
I, vl <l willl2lle v wjenslla < ellell3 = er(e).
Donc z satisfait 4.5 (4). Finalement,
16(2) = Azlly < (02 + 401)[[vl2 < 501 x 2]|z]|,

donc 4.5 (3) est vérifiée avec ¢ — €/2 au lieu de c. O
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Démonstration de 'inégalité c(0) < sup,cc o=y |z — 1|. Soient wy, ..., u, des opérateurs unitaires
dans N, ¢ < ¢(6), et 6 > 0. Montrons l'existence d’opérateurs unitaires Uy, ..., U, € N tels que
|U; —u|li < & pour tout j, dun X € N, || Xl < 1, | X1 > 274 I[X, U,]|l1 < d, et d’un opérateur
unitaire P € N, ||P — 1||; <9, tels que ||PO(X)P* — X||2 > ¢||X||2. Nous obtenons alors une suite
centrale non triviale (Xy)ren, telle que ||0(Xy) — Xi|l2 > ¢||Xk||2 pour tout & € N. Il s’ensuit

que la transformation unitaire V' de L*(N,,7,) attachée a Paction 6, de 6 sur le centralisateur
asymptotique N, satisfait ||V — 1| > ¢. Mais d’apres [12], Proposition 2.1.2 et Théoreme 2.1.3, le
spectre de V est {z,2 € C, 2P = 1} ou p = p,(0).

Maintenant, soit R ’ensemble de toutes les familles (F, Uy, ..., U,, X, P) ou :

(1) E est une projection dans N commutant avec les opérateurs unitaires U;.
(2) |U; = uy|ly < d7(F) pour tout j.
(3) X € Np, | X[l < L, I X ]l > 274r(B), X, U]l < 67 (E).
(4) P est unitaire, |P —1||; < o7(F), PO(E)P* = E.
(5) [POCX)P* — X[z = ¢ X]..
De plus, un ordre sur R est défini comme suit : » < r’ lorsque
(a) E< E' et ||U; — U]y < 67(£ — E) pour tout j;
(b) X'E=EX'=X,;
(c) EP' = P'0(E) = EP et |P' — P||, < 07(E' — E).

Comme ci-dessus, on vérifie que R, < est un ensemble ordonné inductif. Soit r un élément maximal,
et supposons que F' =1 — E # 0. Par la Proposition 4.2 (c), soit ¢/,c < ¢ < ¢(P8P*) ou POP* est
la restriction de POP* & N (nous utilisons (4)). Soit € > 0, 2* x 6 x 3¢ < 2 — 2, Te < §; alors,
par le Lemme 4.5, il existe une projection non nulle e € N telle que :

Ife; Uillly < eflelly  pour tout j;  [[PO(e)P* —ell < ele]y

et un x € N, satisfaisant les autres conditions de 4.5 pour POP*, et ¢ > c. Par le Lemme 1.4, soit
Uj un opérateur unitaire de N tel que

U,E = EU; = U;E, Uje=ecUj et ||Uj—Ujlli < 3ellel]:.
Avec E' = E + e, nous avons (1), (2) et (a). Avec X’ = X + z, nous avons
X" Ul < ITX Uil + (M, Ul + Gellelly < 67(E) + Ter(e) < 07 (E')
et nous obtenons (3) et (b). Maintenant, e et Pf(e)P* appartiennent tous deux a Np et il existe
un opérateur unitaire Q de N tel que QF = EQ = E et que QP0(e)P*Q* =e, ||Q — 1|1 < 3e7(e).
Soit P = QP. Alors
EP =EP, POE)=QP)E)=EP et |P —P|,<ér(E —-E)
ce qui donne (c). Nous avons
|P' —1||; < 67(E'), POE+e)P*=FE+e,
donc (4).
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||P10(X/)Pl* _ X/H% — T((PIH(X/*)P/* _ X/*)(P/Q(X/)Pl* _ X/))
— T(PIQ(X/*X/)P/* _ XI*PIG(X/)P/* _ PIQ(X/*)P/*X/ + X/*X/)

donc
|POXP* — X'||2 < ||PO(X")P* — X'||2 + 6 x 3er(e).

Maintenant, X' = X +x, X € Ng, x € Np et PO(E)P* = E, donc, comme z satisfait 4.5 (3) par
rapport a POP* et ¢/, nous obtenons :

1POX") P* = X'||5 = |PO(X)P* — XI5 + || PO(2) P* — x5

> X5+ Pl = SIXTE + (€ = )2 (o).

Comme (2 —c?)27%7(e) > 6 x 3e7(e) par le choix de €, nous avons montré que || PO(X')P*— X'||3 >
c?|| X"||3. Nous avons ainsi contredit la maximalité de r. O

Démonstration de linégalité c(0) > sup,cc o=y |2z — 1|. Soit z € C, 2P = 1. Alors, comme déja vu
ci-dessus, z est dans le spectre ponctuel de la transformation unitaire de L?(N,,7,) associée a
l’action 6, de € sur le centralisateur asymptotique de N en w € SN\ N. Ainsi, il existe une suite
centrale (yx)ren dans N telle que [|0(yx) — zyx |2 — 0 et ||ygll2 = 1 pour tout k. O

5. Tous les facteurs injectifs de type II; sont isomorphes

Soit H un espace de Hilbert séparable. Par définition, le centralisateur d’un état non nécessairement
normal ¢ sur L(H) est

LM)y ={z € LIH) | (zy) = ¢(yz) pour tout y € L(H)}.

Soit H¢ 'espace de Hilbert dont ’espace vectoriel réel sous-jacent est le méme que pour H et tel
que P'application identité & — £¢ soit une isométrie antilinéaire. Pour x € L(H), soit z¢ € L(H®)
tel que z°€¢ = (x£)° pour tout & € H. Soit Tr la trace usuelle sur £L(H), de sorte que pour une
projection e, Tr e est la dimension de I'image de e. Nous notons par ||z|gs et ||z|w les normes
de Hilbert-Schmidt et trace d'un x € L£(H) : ||z|lus = Tr(z*2)"2, ||z||m = Tr|z|. Nous munissons
I'espace L(H)us des opérateurs de Hilbert-Schmidt du produit scalaire (z,y)us = Tr(y*z) et nous
notons que L(H)us devient ainsi une algebre de Hilbert. En particulier :

lazllus < llallllzllas, llzallus < lallllzllus, o€ L(H), 2 € L(H)ns.

De plus, a chaque état normal ¢ sur £(H) correspond une unique matrice densité p > 0, ||p[|1. =
Tr(p) = 1 telle que
Tr(pz) = ¢(z) pour x € L(H).

Dans ce cadre, I'inégalité de Powers-Stgrmer [36], Lemme 4.1, montre que ||,0;)/2 - pql/QH%IS <=1
ou ¢ et ¢ sont des états normaux sur L(H).

Le résultat principal de cette section est le théoreme suivant, dont les applications seront discutées
dans les sections suivantes.
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Théoreme 35. Soit R le facteur hyperfini de type II,, et N un facteur de type I, agissant stan-
dardement dans H et avec trace normalisée 7. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. N est isomorphe a R.
2. N est isomorphe a N ® R et, étant donnés xy,...,x, € N, € >0, il existe z1,...,2, € R et

un opérateur unitaire X € N ® R avec :

|z, @1 = X(1®2z)X 2 <€, j=1,...,n.

La symétrie on 1 2 @y y @ x est dans Int(N @ N).
szjyjHN = HZ:BJ'@QJ'HN®N7 Tiy...,Tpy € N; Y1, Yn € N'.
IT(C aib))| < || X ai @ bf|[nen, ary... an, by, ... by € N.

Etant donnés x1,...,x, € N et € > 0, il existe une projection non nulle de dimension finie
e € L(H) telle que, pour tout j :

S oA o

llzs, elllus < ellellus,  [7(x;) = (zje, e)us/ (e, eus| < e.
7. N est contenu dans le centralisateur d’un état ¢ sur L(H).

La partie difficile est de passer de 7. a 1. :

Démonstration de 1. = 7. Comme le commutant de R a la propriété P [42], il existe une projection
P de norme un de L(H) sur N = R telle que P(axb) = aP(z)b, a,b € N,z € L(H), donc 7o P = ¢
est un état sur L(H) et N C L(H)y. O

Démonstration de 7. = 6. Nous pouvons supposer que xi,...,T, sont des opérateurs unitaires.
Supposons que pour tout sous-ensemble fini F' du groupe unitaire de N et tout d > 0, il existe un
état 1y € N, tel que ||[to, u]|| < d, pour tout u € F, tandis que [¢)o(z;) —7(z;)| > € pour un certain
j € {1,...,n}. Alors par compacité faible de I'espace des états de N (états non-normaux), nous
pourrions obtenir un état trace sur N différent de 7, ce qui est impossible.

Soit donc F' = (u;)j=1,., €t 6 < € tels que chaque z; appartienne a F et que, pour tout état
(normal) )y sur N :

[0, u;]|| < 26 pour tout j = [o(zx) — 7(x1)| < e.

Soit L(H). le prédual de L(H), soit L(H)? I'espace de Banach L£(H)? avec norme ||(¢1, ..., ¢p)|| =

> |||l Alors
Z¢j($j) = <(¢17 LR ¢P>> ('7:17 e 7xp)>
identifie I’algebre de von Neumann produit (£L(H))? avec le dual de L£(H)?.

Soit W I’ensemble de tous les (¢ —¢-Ad uy, ..., v—1-Adu,), pour ¢ un état normal sur L(#H). Alors
W est un sous-ensemble convexe de L(H)? et donc ses adhérences faible et normique coincident.
Comme par le théoreme de la bipolarité, I’ensemble des états normaux est faiblement dense dans
Iespace des états de L(H), il existe un filet (¢, )aes d’états normaux convergeant faiblement vers
I'état ¢ invariant sous les Ad u;. Nous avons donc montré que I'adhérence faible, et donc normique,

de W contient (0,...,0). Soit alors n = (§/6p)® et ¢ I’état normal sur L(H) avec :
o — - Adw|| <n?*, k=1,...,p. (5.3)
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Soit p l'unique opérateur de Hilbert-Schmidt positif ||p||lus = 1 tel que ¥ (x) = (xp, p)us, pour
x € L(H). Alors par (5.3) et l'inégalité de Powers-Stgrmer :

|urpuy — pllas < nllpllas = 1. (5.4)

Maintenant, soit pr, = uxpu; et appliquons le Théoreme 1.2.2 pour obtenir un a > 0 tel que, comme
o<1,

Ea(p) # 0, [[Ealpr) = Ea(p)llus < Ol Ea(p)us- (5.5)
e = E,(p) est une projection de dimension finie car Tr(e) < oo et on a :

[uk, e]llus < dllellns, k=1,...,p. (5.6)

Soit g I’état normal sur N tel que

Yo(y) = (ye, e)us/ (e, e)us = Tr(eye)/ Tr(e), vy € N. (5.7)

Alors pour chaque k, avec e, = ujeuy et y € N, on a

Yo(Adug(y)) = (yure, upe)us/(e, €)us = (yer, ex)us/ (e, €)us,

donc, comme |lex — e|lus < dl|el|ns, nous obtenons : ||y — 1y - Adug|| < 26, et par (5.2) nous
obtenons la derniere inégalité de 6. O

Démonstration de 6. = 5. Soient ay,...,a, € N, ||a;|| <1, et by,...,b, € N. Soit € > 0 arbitraire
et par 6., soit e # 0 une projection de dimension finie telle que :

1165 elllns < ellellns, J=1,...,n, (5:8)

17> a;by) — (O ajbie,e)us/ (e, e)us| < e. (5.9)
Par (5.8) et [|a;|| < 1, nous avons [|a;(eb} — bje)ellus < elle[lus ; donc
[{(eaje)(ebje)"e, ehus — (a;bje, e)us| < elleliis,

et donc
(O dibre e)us — (O ajbie, e)us| < nellellfis, ) = eaje, b = ebje.

Soit ‘H = eH l'image de e et ) 1'algebre de von Neumann réduite de £(H) par e. Alors H est de
dimension finie ainsi que @, et a}, b’ € Q. La trace normalisée de tout z € Q est

7,(z) = Tr(z)/ Dime = (ze, e)us/ (e, €)us.

Donc 'inégalité ci-dessus, avec (5.9), donne :

17D aib) — 7(> " a;b)| < (n+1)e. (5.11)
Soit J I'involution isométrique de H @ HE telle que J(§ @ n°) = n® &£, €,n € H. Alors pour = € Q,
ona J(z®1)J=1® z° Soit m la dimension de H et &, ..., &, une base orthonormale pour H,

1 C C
§=ﬁ26j®§j€"ﬂ®%.
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Alors ||£]] =1 et (z ® 1€, £) = 14(x) pour tout x € Q.

De plus, J = Jygpe, donc JE = € et J(z ® 1) = (2" ® 1)€ pour tout z € (), comme on peut le
vérifier directement pour les unités matricielles canoniques e;; : § +— &, 4,7 =1,...,m de Q.

Par conséquent, nous avons

<Z(a;®1)J( ZCL Vi) @1)¢,8) =1, Za )

tandis qu’elle est aussi égale a (3 a; ® b7)¢,§). Maintenant, H ® H¢ est inclus dans H @ H et
§ € H®HE satisfait (e @ e®){ = &, donc nous avons, comme (e ® €°) (X a; @ b5)(e @e®) = Y- a; @V,

7O db) = (O a; @ b5E, €). (5.12)
Comme ||&|| = 1, ceci, avec (5.11), acheve la démonstration. O

Démonstration de 5. = 4. (implicitement contenue dans [19. , démonstration de la Proposition 4.5).]
Soit N ® N’ le produit tensoriel algébrique de N par N’ et N ®p,;, V' la C*-algebre engendrée par
N ® N’ dans ‘H ® H. Soit 7 'homomorphisme de N ® N’ dans L(H) qui satisfait

=1

Soit & un vecteur trace cyclique et séparant de N, et J l'involution correspondante. Alors pour
al,...,an,bl,...,bn EN,

(D abh) = O abiE, &) = (O a; b JE E)

parce que, comme & est un vecteur trace, Jb;& = b¢. Done, en utilisant 5., nous avons :
(X2 ag JbTE O < 1D a; @ Th TNl @€l 7 (5.14)
J J

Comme JNJ = N’, nous obtenons :

1Oz & O < 1Y z;@y;ll, x; €N, y;eN. (5.15)
i i

En d’autres termes, l'application de N ® N’ dans C qui satisfait w(A) = (n(A)&, &) est bornée et
s’étend donc uniquement & un état de N Qpin N'.
Donc nous avons, pour tout A, B € N ® N/,

w(B*A*AB) < ||A||2,,w(B*B). (5.14)
Comme 7 est un x-homomorphisme, nous avons w(A*A) = ||n(A)&||? et par (5.14),
In(A)n(B)EN < [|Allminlln(B)E]l - pour tout A, B € N © N'.

Comme les n(B)¢ sont denses dans H, nous obtenons que ||7(A)||x < ||A|lmin €t, comme min est la
plus petite norme C* sur N ® N’, nous obtenons 'égalité désirée par [44], Théoreme 2. ]
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Démonstration de 3. = J. Par le Corollaire 3.2 ci-dessus, par [19], Corollaires 4, 6 et Proposition
3.9, nous avons 4. = 3.

Réciproquement, soit N agissant dans H, N ® N dans H ® H, et o la symétrie de N ® N. Par
hypothese, o € IntN ® N, donc le Théoréme 3.1 montre que, pour ay,...,a, € NQN, by,...,b, €

N ® N, on a
1> aibilluen = 1Y o(ai)billnen-
Soient 1,...,x, € N, y1,...,yn € N, a; = 2; ® 1, b; = y; ® 1; alors (5.15) signifie, comme
o(z; ®1) =1® ay,
1 ziyi) @ Ulnen = 124 © illwon.
]

Démonstration de 3. = 2. Soit N un facteur de type II; satisfaisant 3. Alors il satisfait 4. et par
le Corollaire 2.2, il a la propriété I'. Donc Int N # IntN par [9], Théoréme 3.1, p. 429. Soit o la
symétrie de N @ N. Soit § € CtN, alors par le Corollaire 4.4, nous avons § ® 1 € C'tN ® N et par
[12], Lemme 2.2.2, nous avons (f @ 1)o(d ® 1)"'oc™" € Int N ® N. Donc 6 ® 67! est intérieur et il
en est de méme pour 6 ([28]). Par conséquent, nous avons CtN = Int N # IntN et donc, avec w
un ultrafiltre libre sur N, le centralisateur asymptotique N, n’est pas abélien par [12], Théoréme
2.2.1, (¢) = (d). Donc par [17], N est isomorphe & N ® R.

Nous construisons maintenant un plongement approché de N dans R. Apparemment, un tel plon-
gement devrait exister pour tous les facteurs II; car il existe pour la représentation réguliere des
groupes libres. Cependant, la construction ci-dessous repose sur la condition 6. Observons d’abord
que 4. implique 7. par [19], Corollaire 4.6 et (5.10), et la démonstration de 1. = 7. Nous avons
besoin de quelques notations et lemmes.

Pour chaque n € N, soit Z*" le groupe libre a n générateurs g¢i,...,g,. Pour m € Z*", soit la
longueur de m la somme des valeurs absolues des exposants des g; dans la forme réduite de m.
Enfin, pour des opérateurs unitaires uy,...,u, dans H, soit, pour m € Z*", u(m) l'opérateur
unitaire obtenu en remplacant chaque g; par le u; correspondant et en calculant le produit dans
L(H).

Donc m + u(m) est 'homomorphisme de Z*™ dans L(H) tel que u% = w;, u = (uy, ..., Uy).

Lemme 36. Soit N un facteur fini satisfaisant 6, uq,...,u, des opérateurs unitaires de N, k € N
et K l’ensemble de tous les mots m € Z*" dont la longueur est inférieure a k. Alors pour tout € > 0,
il existe un facteur de dimension finie () et des opérateurs unitaires vy, ...,v, € Q tels que :

|7(w(m)) — 7,(v(m))] <€ pour tout m € K,
0t u = (U,...,u), v="0v1,...,0,) et 7, est la trace normalisée de Q.

Démonstration. Soit & = €/3k et, en utilisant 6, soit e € L£(H) une projection non nulle de dimension
finie telle que :
e, u;lllns < dllellns, 7=1,...,n. (5.18)

|7 (u(m)) = (u(m)e, e)us/ (e, e)us| <€, m € K.

Soit e; = ujeu]; alors |le; — ellus < d|le||ns et, par le Lemme 1.4, il existe des opérateurs unitaires
w; dans L(H) avec wje;w; = e et ||w; — 1|lus < 3d||e||ns. Soit v} = wju; ; alors nous avons :

v;-e = ev;., Hv; — ullns < €/kllellns; (5.19)
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Soit v; = U;.e = evé. Alors chaque v; est un opérateur unitaire du facteur de dimension finie @)
réduit de L(H) par e € L(H). La trace normalisée de @ est 7,(x) = (xe, e)ns/(e, €)us, v € Q. Par
induction sur la longueur du mot m, on obtient :

, €
lu(m) = v'(m)llus < longueur(m) lellns

comme conséquence de (5.19), car pour des opérateurs unitaires a,b € L(H), on a :
||au;b — av}bHHs < ¢/k|le]us, (5.20)

Maintenant, par (5.19), e commute avec tous les v}, donc (v'(m))e = v(m) pour tous les mots m.
Donc nous obtenons :
[{u(m)e, ehus — (v(m)e, e)us| < ellellfs, (5.21)

Par 5.18 et la définition de 7, nous obtenons la conclusion. O

Lemme 37. Soit N satisfaisant la condition 6, soit w un ultrafiltre libre sur N et R¥ ["ultraproduit
associé au facteur hyperfini R. Alors il existe un homomorphisme normal de N dans R“.

Démonstration. Soit F = Z** le groupe libre avec une infinité dénombrable de générateurs gy, ..., gn, - - ..
Soit 7 la trace normalisée sur N, 7y sur R. Soit uy,...,u,,... une suite d’opérateurs unitaires de
N engendrant N comme algebre de von Neumann. Pour chaque k£ € N, soit K, C F 'ensemble de
tous les mots m € F ne faisant intervenir que ¢y, ..., gr et de longueur inférieure a k.
Par le Lemme 5.17, pour chaque k, soit vf,v5, ... vF des opérateurs unitaires de R tels que :

IT(u(m)) — ro(v*(m))| < 1/k, ouv* = (vF v, ... vF 1,1,...). (5.23)

Pour chaque j € N, soit v; l'opérateur unitaire de R représenté par la suite (vf)keN. Alors,
comme chaque mot m € F appartient a tous les K pour k& > k(m), nous obtenons, avec v =

(v1, .., 05,...) ¢
Tow(v(m)) = ]113010 To(v*(m)) = 7(u(m)), m e F. (5.24)

Pour z € C = x-algebre engendrée par les u;, j € N, soit 7(z) = X A\,,v(m), lorsque x = Y- A u(m).
Si > Anu(m) = 0, alors 3= A\ A 7(u(m)*u(m’)) = 0 et done, par (5.24), 3> Ay A To.w (v(m)*v(m/)) =
0, de sorte que la définition de 7 est non ambigué. Par construction, 7 est un x-homomorphisme
préservant la trace de a dans R*. Donc par [35], nous pouvons étendre 7 a un *-homomorphisme
préservant la trace de N dans R“; w est alors normal, injectif. O

Lemme 38. Soit N satisfaisant la condition 6, alors il existe, pour chaque ultrafiltre libre w sur
N, un isomorphisme normal @ de N ® N dans lultraproduit (N @ R)“ tel que :

(a) Pour chaque x € N, 6(x ® 1) est représenté par la suite (v @ 1g),en.
(b) Pour chaquey € N, 0(1 ®y) est représenté par une suite de la forme (1y ® 2,)ven, 2, € R.

Démonstration. Soit m I'unique isomorphisme de N dans (N ® R)“ tel que m(z) = (z ® 1g),en,
x € N. Soit m comme dans le Lemme 5.22 et my l'isomorphisme de N dans (N ® R)“ tel que
m(y) = (Iy @ (7(y)),)ven oU (7(y)), est une suite représentante pour 7(y) € R*, y € N. Par
construction, m (N) et mo(N) sont des sous-facteurs commutant de (N ® R)“, et comme nous
sommes dans un facteur fini, nous pouvons identifier 71 (N ) ®@ma(N) avec le sous-facteur de (N ® R)¥
engendré par m (N) et mo(N). Alors m @7y est un isomorphisme de N® N dans (N® R)“ satisfaisant
(a) et (b). O
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Fin de la démonstration de 3. = 2. Soit § : N ® N — (N ® R)” comme dans (5.25). Soient
T1,...,T, € N, € > 0, et par I'hypothese sur la symétrie 0 : N ® N — N ® N, soit v un
opérateur unitaire de N @ N tel que :

|lz; @1 —v(l®@x;)v*]2 <€/2, j=1,...,n. (5.26)
Comme 6 préserve la norme L? et est un *-homomorphisme,
10(z; 1) —0(v)0(1 @ x;)0(v)"]|2 <€/2, j=1,...,n. (5.27)

Soit (X, ),en une suite représentante d’opérateurs unitaires de N ® R pour X = 0(v) € (N @ R)“.
Soit, pour chaque j, (z;), une suite d’éléments de R telle que (1 ® z;), représente 6(1 ® z;). Alors
nous avons, par (5.27) :

lim 2 1~ X,(18 %)Xl < ¢/2, (5.29

Donc pour un v € N convenable, nous avons la conclusion 2. O

Démonstration de 2. = 1. Soit N satisfaisant 2. et donc soit (INVy)ren une suite croissante engen-
drant des sous-facteurs de N, tous isomorphes a N, avec commutant relatif isomorphe a R et don-
nant des factorisations N = Ny ® N;. Soient xy,...,2, € N, e > 0et soit k € N, z,...,2/, € Ny,
tels que [|z; — 2%[|> < €/2. Nous voulons prouver la condition d’approximation appelée condition
C ([34]), pour z1,...,x, et e. Par argument ci-dessus, nous pouvons supposer que tous les z;
appartiennent a M ® C dans une factorisation N = M ® R de N, avec M isomorphe a N. Soit
alors z1,...,2, € R et X unitaire, X € M ® R avec

lz; — X (1 ® 2;) X2 < €/2, (5.29)
Par le choix de R, soit () un sous-facteur de dimension finie de R, et ¢1, ..., g, € Q avec ||z; —g;||2 <
€/2 pour tout j. Alors X (1 ® Q)X* est un sous-facteur de dimension finie de M ® R = N et
2 = X (A @ ¢) X"l < 6,5 =1,...,n. O

Remarque 39. Soient N et H comme dans l'hypothese de (5.1), soit L le groupe unitaire de N
avec la topologie discréte et w la représentation identité de 4 dans H. Alors la représentation de 3
dans L(H)us définie par p(u)(y) = uyu® est unitairement équivalente a ™ @ ©*, le produit tensoriel
de T par son conjugué. Donc une reformulation de 7. = 1. du Théoreme 5.1 est :

(5.30) N hyperfini = m & ©* contient faiblement la représentation triviale.
Avec les notations de (5.1), nous avons aussi, par 7. = 1. :
(5.31) N hyperfini = pour tous opérateurs unitaires uy, ..., u, € N,

Notons également que la derniére condition de (5.31) était la seule utilisée dans la démonstration
du Corollaire 3.2.

Remarque 40. La démonstration de 5. = 4. donnée ci-dessus s’étend aux facteurs infinis et
montre qu’un facteur M est semi-discret si et seulement si un état normal fidéle (et alors tous) ¢
sur M admet une purification (au sens de Powers-Stormer [36] et Woronowitz [48]) ¢ sur le produit
tensoriel C* de M par M°.
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Remarque 41. Une algébre de Banach B est dite moyennable [{], [26] lorsque H'(B,Y) =
{0} pour tout B-bimodule dual Y. Une algébre de von Neumann M est dite moyennable lorsque
HY(M,Y) = {0} pour tout B-bimodule dual normal [27]. Dans [27], Johnson, Kadison et Ringrose
ont montré que toutes les algébres de von Neumann approximativement de dimension finie sont
moyennables.

Nous montrons ci-dessous que si N est un facteur moyennable de type 11, il satisfait la condition
7. du Théoréeme 5.1.

Prenons N agissant dans H = L*(N,7) (7 la trace canonique) avec 1 comme vecteur trace unitaire.
Soit X Uespace de Banach des fonctionnelles linéaires 1 sur L(H) telles que :

(a) Pour un certain K < oo, [(xAy)| < Kl|z||2||Allllyll2 pour tous z,y € N, A€ L(H). (Le plus
petit tel K est noté ||| x.)

(b) Y¥(z) =0 pour tout x € N.

Il est facile de voir que la boule unité de X est faiblement compacte (pour la topologie faible
o(X,L(H))) et que X est naturellement un N-bimodule dual normal, avec les opérations :

() (A) = ¢(Az),  (Ya)(A) = P(zA),
pour v € N, A € L(H). Maintenant, soit D € Z*(N, X) la dérivation de N dans X telle que :
D(x)(A) = ((zA — Ax)1,1), A€ L(H).

Alors dire que D € BY (N, X) est trivialement équivalent a l'existence d’un état v sur L(H) satis-
faisant la condition 5.1.7.

Remarque 42. Appelons un état ¢ sur L(H), tel que N C (L(H))4, une hypertrace pour le facteur
N. Alors lezistence d’une hypertrace sur N implique que N est fini et par le Théoreme 5.1, que N
est hyperfini, ce qui est cohérent avec la terminologie de Dizmier [15].

Remarque 43. On peut considérer la condition 6. du Théoréeme 5.1 comme un analogue de la
condition de Folner pour les groupes moyennables [21] et une hypertrace comme un analogue d’une
moyenne invariante sur un tel groupe. Alors la démonstration, donnée ci-dessus, de 7. = 6. est
exactement analogue d la démonstration, donnée par Namioka, du théoréme de Folner [23].

6. Propriétés de stabilité de la classe des algebres de von
Neumann injectives

Cette section est un exposé de définitions et de résultats dus a J. T. Schwartz [42], Choda et
Echigo [6], [7], Hakeda et Tomiyama [25], Arveson [3], Effros et Lance [19] et Choi et Effros [5]. Si
certains des énoncés sont nouveaux, ils sont faciles a déduire des articles cités, sauf peut-étre pour
le Corollaire 6.9 (c). On considere la catégorie des C*-algebres avec unités, les morphismes étant
les applications linéaires completement positives préservant 1'unité.

Une C*-algebre A est dite injective lorsque 'analogue suivant du théoreme de Hahn-Banach est
vrai (cf. [19]) :

Pour toutes C*-algébres B C C' et tout morphisme 6 de B dans A, il existe une extension 6 de 6 &
C:6:C— A.

Le théoreme d’Arveson [3] montre que L(#H) est injective pour tout H.
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Définition 44. Une algebre de von Neumann M est dite injective lorsqu’elle est injective en tant
que C*-algébre.

Cette définition est liée a la propriété d’extension de [25] par :

Proposition 45. Une algebre de von Neumann M dans H est injective si et seulement si elle est
limage d’une projection E de norme un de L(H).

Comme dans de nombreuses catégories, I'injectivité des algeébres de von Neumann est liée a 'exis-
tence de solutions a certaines équations, plus précisément Choi et Effros démontrent dans [5] que :

Proposition 46. Pour chaque n, soit F,, = M,,(C). Soit M une algébre de von Neumann dans H.
Alors M est injective si et seulement si pour chaque s = s* € M ® F,,, chaque 0 = o* € F,, tel que
b® o < s pour un certain b = b* € L(H), il existe un x € M tel que z @0 < s, ||z|| < ||b]|, x = z*.

La proposition suivante montre que les algebres de von Neumann injectives forment une classe
monotone.

Proposition 47. Soit H un espace de Hilbert.

(a) Si M dans H est une algébre de von Neumann injective, alors son commutant M' l’est aussi
(cf. [25])-

(b) La fermeture faible d’une réunion croissante d’algébres de von Neumann injectives est injective
(cf. [19).

(¢) De méme pour les intersections de familles décroissantes.

En particulier, comme toute algébre de von Neumann de dimension finie ou de type I est injective,
les algébres approzimativement de dimension finie le sont aussi (voir [20] pour des définitions
équivalentes de cette classe).

Proposition 48. Soit H un espace de Hilbert séparable, X un espace borélien standard avec me-
sure de probabilité p et o — M () une application borélienne de X wvers les sous-algébres de von
Neumann de L(H). Alors M = [ M(«a)du(c) (les éléments de M sont des classes de fonctions boré-
liennes essentiellement bornées (x4)acx, To € M(a) pour tout o € X ) est injective si et seulement
st presque toutes les M (), a € X, sont injectives.

Démonstration. Par le théoreme de séparation de Hahn-Banach, et par 6.3, si une algebre de von
Neumann N dans H n’est pas injective, il existen € N, s = s* € N®F,,be L(H),b=10b*,||b]| <1,
o=c"€F,etp € (L(H)RF,). €>0, tels que :

bo<s, ¢x®c)>e¢(s)+e pourtout x=z"€ N, |z| < 1. (6.6)

En remplacant s par s + €/2, on montre que (6.6), avec €/3 au lieu de €, est encore satisfaite pour
o dans un ouvert (en norme) U de la partie auto-adjointe de F,.

Pour chaque n € N, soit (0, ;) jen une suite dense en norme dans la partie auto-adjointe de F,,. Alors
N n’est pas injective si et seulement si pour certains entiers n, j, q, k, il existe s = s* € N ® F,,
b="b"be L(H), b <1, et de(L(H)®F,). avec

sl <k ol <k, b&on; <s
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et
d(r ®0y,5) > ¢(s) +1/q, pour tout z =2" € N, |z]| < 1.

Maintenant, si M («) n’est pas injective pour un ensemble non négligeable de a, il existe des entiers
n, j, q, k tels que 'ensemble correspondant de « soit non négligeable, et disons égal a X. Alors pour
chaque a € X, nous choisissons (en utilisant [10], Appendice V) un b, € L(H), ||ba|l < 1, by = 1%,
un s, = s € M(a), [|sall < k, et un ¢o € (L(H) ® F,,)., avec |[¢o|| < k, et tels que les familles
correspondantes soient boréliennes, tandis que

ba © Onj < Say  Ga(t ® Onj) 2 ¢alsa) +1/q pour tout z € M(a),z =7 [z <1.  (6.7)

La sélection ci-dessus est possible car il suffit de vérifier (6.7) pour un ensemble fortement dense de
x € M(«). Alors soit

b= (ba)acx € [ LH)=P. 5= (sa)aex € MO F,

et ¢ € (M ® F,), tel que pour tout y = (ya)acx. o € M(0) ® F,, on ait ¢(y) = [ da(ya)dpu(a).
Alors

bRon; <s, ¢lx®o,;)>¢(s)+1/q pourtout z € M,z =z", |jz| <1

Ceci montre que M n’est pas injective, par 6.3. L’implication inverse suit par un argument similaire.

O

Proposition 49. Soit M une algébre de von Neumann engendrée par une sous-algebre de von Neu-
mann N et un sous-groupe & du normalisateur de N. Alors si N est injective et & est moyennable
en tant que groupe discret, M est injective.

Démonstration. Par 6.4(a), nous devons seulement montrer que M’ est injective, mais M’ est égal
a (N')®, pour I'action naturelle de & sur N’. Comme & est moyennable, il existe une projection de
norme un de N’ sur (N")®. On applique alors 6.4(a) et 6.2. O

Corollaire 50. (a) Toute représentation continue w d’un groupe localement compact moyennable
& est telle que (m(®))" et (B)" sont injectives.

(b) La construction espace de mesures de groupes a partir d’un triplet X, u,G avec G discret
moyennable donne une algebre de von Neumann injective.

(c) Toute représentation m d’un groupe localement compact séparable connexe G est telle que
m(G)" et m(G)" sont injectives.

Démonstration. (a) et (b) découlent trivialement de (6.6). Pour obtenir (c¢), on peut se restreindre
aux représentations de facteurs par 6.5, puis aux groupes de Lie réels connexes par [31], Proposition
2.2, et enfin appliquer (6.6) en utilisant [16], Proposition 1.7 et Proposition 2.3. ]

Nous sommes reconnaissants a J. Dixmier de nous avoir indiqué la démonstration de 6.7 (c).
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7. Classification des facteurs injectifs

Nous restreignons notre attention aux facteurs agissant dans un espace de Hilbert séparable. Les
types I,,, n < oo et I, sont bien connus; il n’y a, a isomorphisme pres, qu'un seul facteur dans
chacun de ces types.

Théoréme 51. A isomorphisme prés, le facteur hyperfini est le seul facteur injectif de type II ;
tous ses sous-facteurs sont hyperfinis et donc classifiés par leur type (I,, n < oo, ou I ).

Démonstration. Soit N un facteur injectif de type II; agissant standardement dans un espace de
Hilbert séparable H. Soit F une projection de norme un de £(H) sur N ; alors par des résultats
classiques de Tomiyama [47], ¢’est une espérance conditionnelle :

E(azb) = aE(z)b, x € L(H), a,be N.
Donc 7o E (7 la trace normalisée de N) satisfait la condition 7. du Théoréme 5.1 :
p(uru®) = ¢(x), = € L(H), wu unitaire dans N.

]

Par le Théoreme 7.1, R est le seul facteur de dimension infinie qui est contenu dans tous les autres.
La terminologie hyperfini est également justifiée par la condition 7. du Théoreme 5.1 : un facteur
de dimension infinie est le facteur hyperfini R si et seulement s’il existe sur £() un état invariant
sous les automorphismes intérieurs de R, un renforcement de la condition d’existence d’une trace
sur R.

Corollaire 52. Soit G un groupe discret dénombrable avec des classes de conjugaison infinies ;
alors la représentation réguliere gauche de G engendre le facteur hyperfini R si et seulement si G
est moyennable.

Démonstration. Si G est moyennable, appliquer 6.7 (a) et 7.1. Sinon, voir [42]. ]

En combinant le Théoreme 7.1 et la Proposition 6.5, nous voyons que toute sous-algebre de von
Neumann M de R est une intégrale directe de facteurs hyperfinis ou de facteurs de type I,,, n < oc.
Cette observation a la conséquence importante suivante :

Corollaire 53. Soit s un sous-ensemble auto-adjoint de R. Alors la sous-algébre de von Neumann
de R engendrée par s est : M = {x € R | [x,y,] — 0 fortement, pour toute suite bornée d’éléments
de R telle que [y, s] — 0 fortement pour s € 5}.

Démonstration. Soit N l’algebre de von Neumann engendrée par s. Nous avons N C M. Soit
(Ng)ken une suite croissante de sous-algebres de dimension finie de N, engendrant N. Supposons
que pour un certain € > 0 et y € M, on ait ||y — x| > € pour tout z € N. Alors comme le
commutant relatif de V], N R dans R est égal a N, pour chaque k € N (car Ny est de dimension
finie), il existe un unitaire ux, € N;NR tel que ||ugyui—yll2 > € (car 'enveloppe convexe fermée forte
des uyu*, u unitaire dans N; N R, contient un élément de (V] N R)’ par des arguments standards).
Alors la suite (uy)gen satisfait [ug, s] — 0 fortement, pour s € s, mais [ug, y] — 0 fortement. O
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Par la Proposition 6.4, le théoreme suivant montre qu’a isomorphisme pres, il n’y a qu'un seul
facteur de type Il qui est la fermeture faible d'une réunion croissante d’algebres de von Neumann
de dimension finie. La terminologie "hyperfini" pour désigner la derniere propriété est inadéquate ;
nous suivrons [20] et 'appellerons "approximativement de dimension finie".

Théoréme 54. Soit Ryy = R® L(H). Alors, d isomorphisme prés, Ry, est le seul facteur injectif
de type I, donc le seul approximativement de dimension finie.

Démonstration. Soit M = N @ L(H) injectif, avec N de type II;. Alors en utilisant une espérance
conditionnelle de M sur N, on obtient que NN est injectif (par 6.2) et donc 7.1 s’applique. O

En combinant le Corollaire 6.7 (c) et le théoreme de Dixmier-Pukanszky ([37]), on obtient que Ry
est, avec L(H), le seul facteur qui apparait dans la décomposition intégrale directe de 1’algebre de
von Neumann engendrée par la représentation réguliere gauche d’un groupe localement compact
séparable connexe.

Théoreme 55. Soit M un facteur injectif de type Il ; alors M est un facteur de Krieger, c’est-
a-dire qu’il est le produit croisé d’une algébre de von Neumann abélienne par un automorphisme
ergodique.

Démonstration. Soit M = W*(N, ) une décomposition discrete de M. Par construction, N est le
centralisateur d’un poids sur M et est donc injectif comme M. Donc, en combinant 6.5 avec 7.4,
nous trouvons que Ry est le seul facteur apparaissant dans la décomposition intégrale directe de
N. Par conséquent, le Théoreme I1.1 [10] s’applique. ]

Corollaire 56. Deux facteurs injectifs de type IIly sont isomorphes si et seulement si leurs flots
de poids sont isomorphes.

Ceci est un résultat connu de W. Krieger [29] combiné avec 7.5 et [13].

Théoréme 57. Pour chaque \ €]0,1[, le facteur de Powers Ry est, d isomorphisme prés, le seul
facteur injectif de type III\ (voir [8]), et en particulier le seul approximativement de dimension

finie.

Démonstration. Soit M = W*(N,0) une décomposition discrete de M (cf. [8]). Alors, comme ci-
dessus, N est injectif et le Théoreme 7.4 montre que N est isomorphe a Ry ;. Alors par [12], on
obtient la conclusion. O

Théoreme 58. Tout facteur injectif de type III; est semi-discret et approrimativement de dimen-
sion finie.

Démonstration. Par [8], p. 167 et le Théoreme 7.7, le produit croisé de M par o, 'automorphisme
modulaire pour un Ty # 0, est isomorphe a Ry, Ty log A = 27. Les conclusions s’ensuivent facilement.
m
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