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Dans cet article, nous étudions le probleme suivant : démontrer que pour n # m, le n-décalage
du facteur hyperfini de type II; n’est pas conjugué au m-décalage. Pour chaque n, le n-décalage
est 'automorphisme correspondant a la translation de 7Z dans le produit tensoriel infini R; =
®rez(N,T), o N est I'algebre des matrices n X n et 7 la trace normalisée sur N. Comme le Ry
ci-dessus ne dépend pas de n, a isomorphisme pres, car c¢’est 'unique facteur hyperfini de type 11,
le probleme ci-dessus a un sens.

Il y a une analogie évidente entre ce probleme et le probleme de la conjugaison des décalages de
Bernoulli en théorie ergodique. En fait, les deux sont des cas particuliers du probleme de conjugaison
pour les automorphismes correspondant & la translation de Z dans ®,cz(N, ), ou 7 est une trace
normalisée sur ’algebre de von Neumann de dimension finie N.

Il est donc naturel d’essayer d’étendre la notion d’entropie, de la théorie ergodique au cadre non
commutatif. On sait depuis longtemps que, étant donné une algebre de von Neumann M avec une
trace normale semi-finie fidele 7, et considérant un état ¢ sur M, avec ¢ = 7(¢-), la quantité
S(¢) = 7(n(¢)) ou n(x) = —xlogz, mesure le degré d’aléa dans ¢ pour les besoins de la mé-
canique quantique. Wigner et Yanase ont également défini la notion purement non commutative
d’information oblique entre ¢ et un observable auto-adjoint K :

1
Il(p7 K) = 57—([)01/27 K]2)
Dyson a étendu cette définition et a introduit, pour 0 < p < 1,
1 _ _
Iy(p K) = ({7, Ko, K]) = 7(p K K) — 7(p?).
IlIs ont conjecturé que I, était une fonction concave de ¢ pour chaque K fixé. Cette conjecture a été
démontrée par E. Lieb, avec K pas nécessairement auto-adjoint et I, = 7(p* PK*pP K ) — 7(pK*K).

En fait, il découle facilement du théoreme de Lieb, qui a été démontré pour les facteurs de type I,
mais dont la démonstration s’étend aussi aux algebres de von Neumann finies, que

. .
I(p.K) = im (0. ) = (o [lg p. )
est une fonction concave de p pour chaque K [5].
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G. Lindblad définit dans [7] I'entropie relative d’un état p; par rapport a 1’état py par la formule

S(p1 | p2) = 7(p1(log p1 — log p2)).

II a démontré [7, Théoreme 1], [8] que S est une fonction conjointement convexe de pq, po, fait qui

découle également de 1’égalité
_ p1 0O 0 0

Grace a de tels progres dans la théorie de I'information non commutative, il était raisonnable de
s’attendre a pouvoir obtenir une définition correcte de I’entropie des automorphismes dans le cadre
non abélien.

La difficulté principale vient du fait que deux sous-algebres de dimension finie d'une algebre de
von Neumann non abélienne peuvent ne pas engendrer une algebre de dimension finie, en effet
les algebres abéliennes le font, voir par exemple [1, Théoreme 3(ii)]. Ainsi, il n’y a pas d’analogue
immédiat pour 'opération PV () entre partitions d’algebres de von Neumann abéliennes. Nous avons
donc cherché un remplacement, non pas de la V ci-dessus, mais de la quantité H(P;V P, V...V P,).
Nous construisons pour chaque n une fonction H(P,..., P,), ou les P; sont des sous-algebres de
von Neumann de dimension finie arbitraires d’une algebre de von Neumann donnée R avec trace
finie 7, et H est symétrique en ses arguments.

Cette fonction satisfera les exigences suivantes :

(A) H(Ni,...,N,) <H(Py,...,Py) lotsque N; € Py, j=1,...,k.

(B) H(Ny,...,Ne, Nest, ..., N)) < H(Ny, ..., Ny) + H(Nisr, ..., N,).

(C) Piy... Py C P = H(Pi,..., Py, Pop1s .. Pn) < H(P, Pos1,. .., Pr).

(D) Pour toute famille de projections minimales de N, (e, )acs telle que e, =1, on a

H(N) = Z nT(eq).

acl

(E) Si (N1 U...UNyg)"” est engendrée par des sous-algebres de von Neumann commutant deux a
deux P; de NV;, alors
H(Ny,...,Ni) = H((N;U...UN)").

Les autres propriétés de H la relient a une fonction d’entropie relative H(N | P) analogue a
I’entropie relative de la théorie ergodique :
(F) H(Ny,...,Ny) < H(Py,...,F) + >, H(N; | ).
(G) HIN [ Q) < H(N | P)+ H(P | Q).
(H) H(N | P) est croissante en N et décroissante en P.
)

(I) Soient Ny, Ny commutant, alors
H(NQ | Nl) — H((Nl U NQ)// | Nl) — H((Nl U Ng)//) - H(Nl)

De plus, nous démontrerons que H est fortement continue, plus précisément, étant donné n et € > 0,
il existe 6 > 0 tel que
(dimN=n, N2 P)= H(N|P)<e
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Equipé d’une telle fonction H, il est alors facile de définir pour un automorphisme arbitraire 6
préservant 7 du couple (R, 7) les quantités :

H(N,0) = lim 2H(N, O(N),0%(N),...,08(N)),

H(9) = sup H(N,0).
N de dimension finie
De plus, le théoreme de Kolmogorov-Sinai est vrai, a condition que R soit hyperfini (il ne peut
méme pas étre énoncé autrement) et prend la forme suivante :

Théoreme 1. Soit N une suite croissante de sous-algébres de von Neumann de dimension finie
de R avec UNy dense faiblement dans R, alors

H(0) =sup H(Ny,0) pour tout 0 préservant .
keN

En utilisant les propriétés D et E, on obtient
Théoréme 2. Soit S, le n-décalage du facteur hyperfini de type 1L, alors H(S,) = logn.

Ceci prouve en particulier que ces décalages ne sont pas conjugués pour des n différents. Nous
généraliserons dans le Théoréme 4 le Théoreme 2 aux décalages de Bernoulli 6 de R définis par des
nombres positifs A, ..., \, de somme 1. Pour un tel 8, H(8) = — > \;log \;.

1. Préliminaires

Ici nous fixons nos notations et rappelons au lecteur quelques faits connus de la théorie de l'in-
formation non commutative, puis nous démontrons une inégalité importante ((8)) qui sera utilisée
ultérieurement. Dans tout ce qui suit, R désignera une algébre de von Neumann finie avec une
trace normale finie fidele 7. Lorsque N est une sous-algébre de von Neumann de R, nous notons
En lunique espérance conditionnelle normale fidéle de R sur N qui préserve T.

La lettre n désigne la fonction x € [0, 400[— —xlogxz. Nous rappelons que

log est une fonction croissante sur [0, +oo[ au sens des opérateurs, [11] Prop. 2.5.8 (1)
n est une fonction concave au sens des opérateurs sur [0, +oo[, [9]. (2)
n(xy) = n(x)y + xn(y) pour des opérateurs commutant ,y. (3)

Nous posons, pour x,y € Ry, v < Ay pour un certain A\ > 0,
S(z | y) = 7(z(logz — logy)),
et il s’ensuit, comme montré dans l’introduction, que
S(x | y) est une fonction conjointement conveze de (x,y). (4)

Ceci implique en particulier l’inégalité bien connue de Peierls-Bogoliubov
7(z)(log 7(x) —log 7(y)) < 7(x(logz —logy)). (5)
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Notons également que

S(Az | \y) =AS(x |y), A>0. (6)
En utilisant (4) et (6), l'inégalité suivante est alors facile a démontrer :
Vi, i € Ry, i <y, Z:v, =1 implique ZT(yi(logxi —logy;)) <71 (Z y,-) . (7
i=1 i=1 i=1

(Parce que 3371 S(yi | 2:i) > S(C i | X xi) = —mn(Xie vi)-)

Nous dérivons maintenant de (7) une inégalité qui jouera un role fondamental dans la suite, et est
utilisée dans la démonstration de la propriété C.

Soient I, J deux ensembles finis, (x;j)icr jes une famille d’éléments de Ry telle que Yr, ;i = 1,

alors
> (@) < 3o rn(g) + 3 Tn(a3), (8)

ol 2 _
ou T = 35 Tij, T; = > i Tij-
Pour démontrer (8), il suffit de montrer que

Srn(ag) — S rn(a) = Y reg(loga? — log )

puis d’appliquer (7). Mais I’égalité ci-dessus découle de

> 7(i5log x?) = —Tn(x?) pour tout j € J.
2. Définition de H et démonstration des propriétés (A) a
(I) de ’entropie jointe
Soient R et T comme dans la section 1. Pour chaque k € N, nous notons Sy ’ensemble de toutes

les familles (i, ..., )ien d’éléments positifs de R, nuls sauf pour un nombre fini d’indices, et
satisfaisant :
Z Liy i, = I

Pour x € S, L € {1,...,k} et iy € N, nous posons

I _
Ly = Z Li ey

o~

Ul yeesllyeen Tk

Définition 3. Soient Ny, ..., Ny des sous-algébres de von Neumann de dimension finie de R, alors :

H(Ny,...,Ny) = sup Z (i ) — ZZTUEM (mil)

S ik l il

1l est clair que H est positive et symétrique, mais il n’est pas clair qu’elle ait une valeur finie. Ceci
découlera en fait des propriétés (B), (D).



Proposition 4 (Propriété (A)). H(Ny,...,Ny) < H(Py, ..., Py) lorsque N; C P; pour tout j.

Démonstration. Pour tout y € Ry et j € {1,...,k}, nous avons par l'inégalité de Jensen, qui
découle de (2),
n(En,(y)) = n(En,Ep,(y)) 2 Exn(Ep,(y)).

Donc ™qEn, (y) = ™9Ep,(y), ce qui rend la démonstration évidente. O
Proposition 5 (Propriété (B)). H(Ny,..., Ng, Ngta, ..., Np) < H(Ny, ..., Ni)+H(Niga, .., Np).
Démonstration. Soit x € S, et définissons &’ € Sy, 2" € S,_j par

/ _
'Til,...,’ik - Z ‘Izl: -t 7,1, e Z xllv Uil ip—k °

Tt 1yer0p 115yl
Nous avons z;! = ! pour l € {1,... k} et z;' = 2it* pour L € {1,...,p— k}.
Il nous suffit donc de prouver que

Z 777_ xll, -t < Z UT(IQL., )+ Z 777' 11, ,'Lp k>

11 5enslp 115005l U1 yeenslp ks

Pour ce faire, soit m la mesure de Lebesgue sur [0,1], D une partition de [0,1] dont 'atome
générique a;, . ;, a pour mesure 7(z;,, ;). Soit D’ (resp. D”) la partition dont les atomes sont des
réunions d’atomes de D avec les k premiers indices fixés (resp. les p — k derniers), alors I'inégalité
ci-dessus découle clairement de h(D' vV D") < h(D') + h(D") ou h est 'entropie classique de la

théorie ergodique. |
Proposition 6 (Propriété (C)). Py,...,P, C P= H(P,..., Py, Pyi1,...,Pn) < H(P,Pyy1,...,Py).
Démonstration. En utilisant la propriété A, on peut supposer que P; = P pour j = 1,...,n. Soit
x € Sy, alors nous construisons un X € S, 11 tel que, avec E; = Ep, pour i € {1,...,m}, on ait

S (@i, i) — D> TnE()) KD o0m(Xi i) — 2 O TNE-1(X]). (9)
l i l i

Pour obtenir X, soit ¢ une bijection de N sur N et posons :

Xt evsimntt = T$(i1),eees(in) it sosim—n 1
Clairement, pour [ > 1, X} I — Z+l et aussi
Xil - Z x(b(ll)v'“?(ﬁ(zfl)vzl="'7Zm*n+1 - xd’(il)w-’(ﬁ(in)yil7-..7Z'm7n+1

ilr"vimf’ﬂJrl

ou

'le 5% Z xll? -t

12,00 0ytm,

Ainsi I'inégalité (9) est équivalente a

Yo > mE(l) > ZTnEn(wé(il),...,¢(in),i1,...,im_n+1)' (10)

1<i<n 4 i1
Mais E; = E, pour | € {1,...,n} et avec y;,, 4, = En(zj, ;) on obtient

Z yilwwim = En(xlll)
12,.eylm

Donc l'inégalité (10) découle de (8). O



Proposition 7 (Propriété (D)). Soit (e4)acr une famille de projections minimales de N telle que
Yacr€a =1. Alors H(N) =Y crn7(eq).

Démonstration. Comme 7(e,) = 0, nous avons
z:nT(eZ 2777 (En(e:)) ZnT €;)-
i
Donc, pour démontrer la propriété D, il suffit de vérifier le point suivant : pour x € Sy, on a

Y onr(z) — mn(En(z:) <Y nr(ea). (11)

€N ael

Comme 7(En(z;)) = 7(x;), on peut supposer, pour démontrer (11), que tous les z; sont dans N.
Nous avons pour chaque a € N,

n7(a) = n(a) = 7(a(loga —log 7(a))) = S(a | 7(a)).
Donc par (9) et (6), on a
a,beNT, nr(a+b)—mn(a+b) < (n7(a) — mn(a)) + (n7(b) — (D).

En fait, (12) est aussi une conséquence facile de 'inégalité de Peierls-Bogoliubov (5).

En utilisant (12) et la décomposition spectrale de chaque z;, on voit que pour démontrer (11), on
peut supposer que chaque x; est le produit d’un scalaire positif \; par une projection minimale f;
de N.

Soit ¢ une projection minimale dans le centre de N. Pour ¢+ € N, on a x;c = x; ou x;¢c = 0, et pour
a€l, e,c=00ue,c=c Soit A, ={i € N|z;c# 0}, J.={a €] esc# 0}. Pour démontrer
(11), il suffit clairement de montrer que :

Z 7]7— xz - 7—7] x’L Z 7]7— ea (12)

€A acd.

Or z; = A\, f; donc par (3), n(x;) = n(\)fi et nT(z;) — 7(n(Ni) fi) = Am7(f;). Comme les f;, i € A,

sont toutes équivalentes,

Zm’ x;) — () = (Z)\sz)10g7’(f>:—7'(0)10g7'(f)

€A i€A:

ou f est une projection minimale arbitraire de N telle que f < c¢. Le méme calcul montre que
Yacs. N(T(eq)) = —7(c)log 7(f) et prouve I'égalité (13). O

Proposition 8 (Propriété (E)). Si (N1 U...UN)" est engendrée par des sous-algébres commutant
deuz a deux P; de Nj, alors H(Ny,...,Ny) = H((NyU...UN)").

Démonstration. Supposons d’abord que les IN; sont abéliennes et commutent deux a deux. Il découle
des propriétés A et C que H(Ny, ..., Ni) est inférieure & H((N;U...UN)"). Soit (e]);en pour chaque
j€{1,...,k}laliste des prOJectlons minimales de N;, puis soit = € S}, tel que z;,
Par la deﬁn1t10n 1, nous avons

> nr(ej el .. .efk) < H(Ny, ..., Ng).

_ .1 .2 k
..... ik 6“612 . Gik.



Mais le premier terme est égal & H((N7; U ... U N;)”) par la propriété D. Maintenant, nous ne
supposons plus les N; abéliennes ni commutant. Par C, H(Ny, ..., N;) < H((N;U...UN)"). Pour
démontrer que H(Ny,..., N) > H((N;U...UNy)"), nous pouvons remplacer chaque N; par le P
correspondant, c’est-a-dire supposer que les N; commutent deux a deux.

Soit maintenant A; C N; maximale abélienne dans N; pour chaque j. Nous avons

H(Ny,....Ny) = H(Ay,. .. A = H((A U...U ALY,

11 nous suffit donc de vérifier que (A; U ... U Ag)” est maximale abélienne dans (N; U ... U Ng)".
Pour ce faire, vérifions que tout produit de projections minimales e; de N;, disons e = ey ... ey, est
une projection minimale de (N; U ... U Ng)". O

Proposition 9 (Propriété (F)). H(Ny, No, ..., Ny) < H(P1, ..., B) +>; H(N; | P;), o
H(N | P)= sug) > (tnEp(z;) — TnEN(z;)).
TEST 4

Démonstration. Immédiat d’apres la définition 1. O
Proposition 10 (Propriété (G)). H(N | Q) < H(N | P)+ H(P | Q).
Démonstration. Soit x € Sy, alors :

Y (TnEq(zi) — TnEn ()

= Y (tEq(xi) — TnEp(x:)) + 5, (TnEp(x:) — TnEy(x:)) < H(P | Q)+ H(N | P).
O
Proposition 11 (Propriété (H)). H(N | P) est croissante en N et décroissante en P.
Démonstration. Méme démonstration que pour la propriété A. O

Proposition 12 (Propriété (I)). Soient Ny et Ny des sous-algébres de von Neumann de dimension
finie commutant de R. Alors

H(Ny | Ny) = H((Ny UNo)" | Ny) = H((N, UNo)") — H(N).

Démonstration. On peut supposer que R = (N7 U Ny)”. Alors C} = Centre de N; est contenu dans
le centre de R et il est facile de vérifier que :

H(NQ ’ Nl) = Z T(C)H((NQ)C ‘ <N1>c)7

c atome de Cy

H((N1UNy)" | Ny) = Zd 3 T(c)H((N1 U No)i | (N1).),
H(NiUNy)") = H(Ny) = Y 7(c) (H((N,UNy)Y) — H((N1)e))

c atome de Cy

ou dans chacun des termes comme H ((Vs). | (N1).), l'entropie est calculée dans R, par rapport a

T/7(c).
Il s’ensuit que nous pouvons supposer N; facteur, auquel cas les égalités découlent de la seconde
propriété de sous-additivité forte de Lieb-Ruskai ([6]) qui montre que

H((NyUNy)" | Ny) < H(No).



3. Continuité de ’entropie relative dans la topologie forte

Soit R une algébre de von Neumann finie donnée avec trace T (x). Si N, P sont des sous-algébres

de von Neumann de R, nous écrirons (cf. [12]) N L P pour § > 0, si et seulement si :
Ve € N, [zl < 1,3y € P lylle < L[l —yl2 <9,
ot pour chaque p € [1,00], et a € R, ||a|, = 7(|a|’)Y/? et ||a||s est la norme C* de a.

Théoreme 13. Soient R et T comme ci-dessus. Pour chaque entier n < oo, et chaque € > 0, il
existe un 6 > 0 tel que pour toute paire de sous-algébres de von Neumann N, P de R :

(dimN=n, NZXP)= HN|P)<e

Premiere partie

Lemme 14. Pour chaque m > 0 et n > 0, il existe un 6 = 0,,(n) tel que pour toute sous-algébre
de von Neumann P de R, toute sous-algebre de von Neumann abélienne A de R avec projections
minimales (a;)i=1,..m, doieq @i = 1, on a

(A% P) = <||az-—a;||2<e, i=1....m, Yad=1

pour une certaine famille de projections a, € P).

Démonstration. Pour m = 1, le lemme est évident. Nous le supposons démontré pour m < myg et
nous le démontrons pour m = mg + 1. Choisissons 7, tel que :

9(3n) 2 +m <.

Puis prenons § inférieur & d,,(n;) et a n;. Soient A et P donnés, avec A 2 P, et appelons B
la sous-algebre de von Neumann abélienne de A dont la liste des projections minimales est b; =
a1y s bmg—1 = Amg—1, by = Gy +@me11- 1l existe par hypothese des projections (b})j=1,....m, b € P
telles que

= bills <m, j=1,...,mo.

Comme § < 1y, il existe un z € Py, ||z]|e < 1 tel que ||z — apmyll2 < m1-

Or b, by, est un élément positif de R tel que

10720 0y = @moll2 = 107 075 = bimg G bmo |2 < 201075 = bimg |2 + (|2 — am, [|2 < 3m1.
D’apres (3] Lemme 4 p. 273, il existe une projection spectrale a;, de b}, zb;, telle que :

a1, = @mol2 < 9(3m1) /2.

mg

Nous avons a, € P et a,, <0, , donc la famille (by,...,0,, a0, —a, ) de projections de

P satisfait les conditions requises. O



Lemme 15. Soit e une projection, e € R, et soity € R tel que y*y < e. Soity = up la décomposition
polaire de y. Alors il existe une projection spectrale f de p telle que

1/2

IS —ellz < Olly"y —ells”,  lluf = yll2 < 8lly"y — ells™.
Démonstration. D’apres [3] Lemme 4, p. 273, si 'on pose € = ||p — e||§/2 et si I'on suppose € < 3
la projection spectrale f de p correspondant a [1 — e, 1] satisfera la premiere des inégalités requises.
De plus, d’apres [3], p. 274, nous avons ||p — fl|2 < 8¢, donc ||uf — upl|s < 8e. O

Lemme 16. Soient n > 0 et € > 0 donnés. Alors il existe un 6 > 0 tel que pour toute paire de

sous-algeébres de von Neumann @) et P de R avec Q C P, dim(@Q) = n, et tout systeme d’unités

matricielles (655))i’jzl’m’nk’k:Lm’S, avec 37, . el(-f) =1, de Q, il existe un systéme d’unités matricielles
k

(p£])>',j:l,...,nk,kzl,...,s de P tel que

el —pi )y < e Wi, k.

Démonstration. Choisissons d’abord n > 0 tel que
30+ 9(7n)? < €/3v/n.

Puis choisissons § = 9,,(n) comme dans le Lemme 2 avec § < 7. Soient @) et P donnés, ) 2 P, et
(el(f)) un systeme d’unités matricielles dans (). Par le Lemme 2, nous pouvons trouver une famille

(bg-k))j:1,.“,n,€,k=1,‘..,s de projections de P avec 3, bg-k) =1et ||e§];) || < 7, V4, k. Nous fixons
maintenant k et nous construisons un systéme ny x n, d’unités matrlclelles p(~ ")

;; appartenant toutes

PZJ- oo Soit j € {1,...,n}, et x € P tel que Hegl;) —z||2 < 7. Alors

k k k k k
152 — ey < 108 — By + [z — ef]]s + 7 < 3

et
k k)\x/7.(k k k

1626y (6P 2y — b, < 7

(k)

€ P avec support initial f( )< btk et

Donc par le Lemme 3, il existe une isométrie partielle u; )

telle que :

k) (k)* k k k
P <l = el < 30+ 8(7m)

k (k
et (16 = £ < 9(7n)*">.
Posons p” =N\, f *) Alors T(b (k) py; ) <X T(b§k) —f](k)), ce qui découle de la relation f—eA f ~
eV f — e pour des projections e et f. Ainsi Hbg-k) —py;)Hg < €/3, donc He;’;) —py;-)Hg < 2¢/3. Posons

également pgj) = u<k)p§ ;- Clairement les pz(f)pgl;)* forment un systeme d’unités matricielles ny x ny,

et nous avons :

k
1P — el < [lul® — e ls + 91 — el )l2 < /3 +2¢/3 = €.



Lemme 17. Soient n > 0 et a > 0 donnés. Alors il existe un 6 > 0 tel que pour toute paire de
sous-algébres de von Neumann N et P de R avec N C P, dim N = n, il existent une sous-algéebre
de von Neumann N de P, dim N < n + 1, une paire de projections f € N', f € N’ et un unitaire
u € R tels que

ufu' = f, uNu =N, @) [If-1:<a, [f-12<a, @) [lu-1]:<a
Démonstration. Choisissons d’abord € > 0 tel que

€< a/Sn, 14e* < a/8n.

Puis appliquons le Lemme 4 pour ce n et cet € pour obtenir d. Soient N et P donnés, N 2 P,
et (e Ef)) un systéme d’unités matricielles dans N. Par le Lemme 4, il existe un systeme d’unités

matricielles (pw ) de P tel que
leiy” = #i5ll2 < Vi .k

Soit N la sous-algebre de von Neumann de P engendrée par les p”) Clairement dim N < n + 1.

(Elle est égale a n + 1 si la somme des pg-j est différente de 1.)
La démonstration du Lemme 5 p. 274 de [3] n’utilise pas ’hypothese "facteur". Par conséquent, nous

obtenons pour chaque k € {1,...,s} une isométrie partielle wy, telle que : wjwy < e(ﬁ), wrwy, < pﬁ"{),

||wk—e(1]i)||2 < a/8n. Nous prenons w = 7, >, pﬂ wkelj) Les isométries partielles pﬂ)wkegly
projections initiales deux a deux orthogonales et des projections finales deux a deux orthogonales.

Donc w est une isométrie partielle,

ont des

*o k), . (K) * _ (k) *, (K)
whw = e wiwses;,  ww' = pywgwips;.
J.k 3.k

Donc f = w*w appartient & N’ et f = ww appartient a (]\7 ). Pour chaque ¢, j, k, nous avons

k k
wegj)w = pl(])w 6( )el(])wkpgj) = pgj)wkw pz] fpz

Soit u un unitaire dans R tel que uf = w. Alors
ufu' =ww = f, ufell fu = fplf Vi, jk.

Donc uN u* = N/.

De plus,

a o«

||w — ZZ@U ” ne—l—n8—<Z
donc N N ) N
< -1 <, If -1 <2,
lo-1lo< G IF-1b<S, IF-1lb<S

et o0 a
lu =12 < fluf =1l +{lu@ = Al < + 5 S @

O

Lemme 18. Soient o > 0, u un unitaire dans R tel que ||u — 1|2 < «, alors il existe des unitaires
v et v tels que

v = 1]loe < a? 7(Support(v — 1)) < a? et v’ =u.

10



Démonstration. Soit € la projection spectrale de u telle que |u — 1|%¢’ > a¢/, |u — 1|*(1 — ¢€)
a(1 —¢'). Prenons alors v = u(1l — €') + €', v/ = (1 — €') + ue’ et utilisons I'inégalité 7(|u — 1|%¢)
lu — 1|2 < a? pour obtenir 7(¢') < a.

[ V/ANW/AN

Lemme 19. Pour chaque n € N, il existe k(n) € N tel que si N est une sous-algébre de von
Neumann de R avec n = dim N, alors pour toute projection e € R, il existe une projection FE €
N'NR telle que E<eet7(l—FE)<k(n)r(l—e).

Démonstration. Considérons N comme plongée en blocs le long de la diagonale principale dans les
matrices n x n M,. M, est engendrée par le groupe H d’unitaires dont les coefficients sont 0, +1.
Soit k(n) = card H. Si G = HN N’ alors (G)' = N. Soit E = A,cq ueu*. O

Lemme 20. Soient n et € > 0 donnés. Alors il existe un 6 > 0 tel que, pour toute paire de sous-
algebres de von Neumann de R, avec N C P et dim N = n, il existe un unitaire v, ||[v — 1| < €,
une projection E, T(E) > 1—¢, et une sous-algébre de von Neumann N de P, dim N < n+1, tels
que :

EeN', wvEv eN', et uvNEy =N°EY,

Démonstration. Choisissons o > 0 tel que si k(n) est comme dans le Lemme 8, alors
a2 <, a4 a? < k(n).

Puis choisissons ¢ correspondant a n et o par le Lemme 6. Soit N C P et dim N = n. Alors soit
N C P, u, f, f satisfaisant les conditions du Lemme 6. Par le Lemme 7, il existe des unitaires
v,v" € R avec v'e = ev' = e et e < f. (Prenons e = f A (1 — support(l — ¢')) de sorte que
7(1—e) < 7(1 = f) + r(support(l — o)) < [[1 = f[5 + a'/? < o + a'? < €/k(n).)

Soit E € N’ une projection telle que E < e, 7(1 — F) < k(n)7(1 —e) < ¢ (Lemme 8). Comme
E < f, nous avons (N')? = NP (N) uEu* = (uN'u*)*"* = uNPu*, et comme uBu* < f,
NuBw' — 4y NFy*. De plus E < e donc uEu* = vEv*, et uNFu* = vNFv*, ot vNFv* = NVEV' . O

Deuxiéme partie

Lemme 21. Soient n > 0, € > 0 donnés, alors il existe un € > 0 tel que pour toute sous-algébre
de von Neumann @ de R de dimension n, on ait :

H(Q | vQuv*) <€, Vv unitaire, |jv— 1|« <€

Démonstration. Choisissons €’ tel que pour toute famille de réels positifs o, i =1,...,n,> a; = 1,
toutes familles \j, A, > 0,i=1,....n,> N\ => N, =1,

>IN = Alas < 2¢ = |3 (m(\) — (X))o

Soient () et v donnés. Soit x € Ry, 7(x) = 1. Nous avons E,q,(z) = vEg(v*zv)v*, TnEygu(z) =
™Eqg(v*zv). Or X = Eg(z) et X' = Eg(v*av) appartiennent tous deux a QT et satisfont 7(X) =
T(X') =1, | X' — X1 < ||[v*zv — z||; < 2€, puisque E est une contraction pour la norme || - ||;.

Soit q1, . . . , g, la liste des atomes du centre de @, oit Qgy. est de type ny, et S ni = n, donc 3 ng < n.
Soit X = 3 ; )xg.k)e;k) (resp. X' = >4 )\;(k)e;(k)) la décomposition spectrale de X (resp. X'), ou

< €.
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k) /(k)

pour chaque k, 7, eg- et ;" sont des projections minimales de (), . Nous avons, pour un choix
convenable des décompositions [10, Théoréme 5.6],

ST NE ) < 2¢/
d’ou . . .
TnBuqer () — TEg(@)| = |- (n(A) — (A7) r(ef)] < e

Nous avons montré que Vo € Ry, |TnE,qu(x) — TnEg(x)| < er(z); il s’ensuit facilement que
H(Q | vQu*) <e. O

Lemme 22. Soit N une sous-algébre de von Neumann de R de dimension < n, et E € N’ une
projection, alors
H(N" | N) <n(r(E)) +n(1 - 7(E)),

H(N | NE) <n(r(E)) +n(1 = 7(E)) 4+ 7(1 — E) logn.

Démonstration. Soit () I'algebre de von Neumann engendrée par N et la sous-algebre de von
Neumann abélienne A de N’ engendrée par E. Nous avons (propriété I) H(Q | N) < H(A) =
nT(E) +n7(1 — E). Comme N¥ et N'=F commutent et engendrent @, nous avons (propriété I)

H(Q|N”) < H(N'"P) <nr(l = E) + n(r(E)) + 7(1 — E) log n.

Alors
H(N | N®) < H(Q|NP) <n(r(1 - E)) +n7(E) + (1 — E)logn

et
H(N® | N) < H(@Q|N)<n(r(E) +n(r(1 - E)).

Fin de la démonstration du Théoréeme 1

Choisissons d’abord € tel que le Lemme 10 soit satisfait avec n+ 1 et €/2, et tel que, € < 1/2,
2(n(€') +n(1 —€)) + €'log(n+1) <e/2.

Puis choisissons § tel que le Lemme 9 soit satisfait pour n et €. Maintenant soient N et P donnés,

avec N 2 P et dim N = n. Par le Lemme 9, nous trouvons E € N', 7(E) > 1—¢, et f\?, N C P,
dimN <n+1,vER, ||[v—1] <€ avec vNEv* = N°E¥" . Par le Lemme 11, nous avons :

H(N [ N®) <n(1 =€) +n(€) + € log(n +1).

Par le Lemme 10, nous avons
H(N? | uNFv*) < €/2.

Par le Lemme 11, nous avons :
HF | N) < (1 — &) 4 ().
Nous obtenons donc, en utilisant la propriété G et H(N | P) =0,
H(N|P)<2(n(l—€)+n())+€logn+1)+¢/2 <e.

12



4. Le théoréme de Kolmogorov-Sinail non abélien

Définition 23. Soit 6 un automorphisme de ’algebre de von Neumann finie R, préservant la trace
normale fidéle T, (1) = 1, alors

(a) Pour toute sous-algébre de von Neumann de dimension finie N de R, posons
1 )
H(N,0) = JLIEO%H(N,H(N),...,H (N)).

(b) Posons
H(0) =sup H(N, 0).

Notons que dans (a) la limite existe en raison de la propriété B.

Théoreme 24. Soit R une algébre de von Neumann hyperfinie de type II;, et 7,0 comme ci-dessus.
Soit (Py)qen une suite croissante de sous-algebres de dimension finie de R avec (U2, Py)~ = R

(fermeture faible), alors :
H(0) = lim H(P,,0).

q—0

Démonstration. Soit N une sous-algebre de von Neumann de dimension finie de R, et ¢ > 0.
Appliquons le Théoreme 1 de la section 3 pour obtenir un ¢ tel que H(N | P;) < e. Alors

H(N,6) = lim ;H(N O(N),...,0%(N))

k—o00
1 k J Jj
< Jim H(P0(F,), .. 0"(P,)) + lim - ZHH ) [ 69(P,)

< H(P,,0)+¢
[l

Théoréme 25. Soit Ny une algébre de von Neumann de dimension finie avec une trace norma-
lisée fidéle 1. Posons (R,T) = ®Qez(No, 7o) €t soit S l'automorphisme de R correspondant a la
translation de 1 dans Z. Alors S préserve T et :

H(S) = H(Ny).
Démonstration. Soit m; ’homomorphisme de Ny dans R tel que

() =1®..910201®...01Q...

Nous avons par construction Sm; = m;41.

Soit k € N et P, = (Ujjj< m5(NV))". Clairement les Py, forment une suite croissante de sous-algebres
de von Neumann de dimension finie de R et ;2 P est dense faiblement dans R.

La propriété E montre que H(Py, SPy,...,S"Py) = (2k+r+1)H(Ny), d’ou le théoreme 3 découle
du théoreme 2. ]
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Nous étendons maintenant le Théoreme 3 a une classe plus large d’automorphismes ergodiques du
facteur hyperfini R qui sont les analogues des décalages de Bernoulli. Rappelons que si M, est le
facteur I, avec trace T, telle que T, (1) =n, et w est un état de M, alors w(z) =T, (hz), ou h
est un opérateur positif de trace 1, alors la liste des valeurs propres de w est le spectre {1, ..., A}
de h compté avec multiplicité. Si R, est une algébre de von Neumann et ¢,, un état normal de R,,,
m € Z, nous désignons comme précédemment par ®., (R, ¢m) Ualgébre de von Neumann obtenue d
partir de la représentation GNS de l’état ®¢,, sur le produit tensoriel des C*-algeébres QR,,,. Si ¢ est
un état sur une algébre de von Neumann M, son centralisateur est l’algébre {x € M : ¢(xy —yz) =
0 Yy € M}. Le théoréme suivant a également été noté par W. Krieger.

Théoreme 26. Soit My les matrices n X n et ¢y un état fidele sur My de liste de valeurs propres
{A, .., \u}. Pour m € Z, soit M,,, = My et ¢ = ¢o. Soit M = Qpez(My, ¢ ). Alors :

(1) Si R est le centralisateur de 'état @y, dans M, alors R est le facteur hyperfini de type 1.

(2) La restriction du décalage sur M a R est un automorphisme ergodique d’entropie —377_; Ajlog A;.

Définition 27. L’automorphisme de R construit ci-dessus est le décalage de Bernoulli défini par
{A, -, )

Démonstration. Soit ¢ 1’état normal ®¢,, sur M. Il est bien connu que ¢ est fidele et que M est un
facteur. Si p < ¢ sont des entiers, soit M} 'image de ®1M,, dans M sous son plongement naturel.
Soit Fg le centralisateur de ¢ | Mg dans Mg. Sip <r < s < g, alors clairement F? C F]g. Nous
affirmons que U;° F est fortement dense dans R.

Soit 0y = af I'automorphisme modulaire de M défini par ¢, voir [15]. Puisque ¢ est un état produit,
pour chaque p < ¢ nous avons oy = 0y | M @ oy | (MJ])¢, ot (Mf)° = (Mg)' "M, et M est identifié
a M ® (Mf)°. Soit ® I'espérance conditionnelle fidele fortement continue o-invariante de M sur
R [4]. Alors ®(M}) = FJ. Soit x € R. Puisque U;° M7 est fortement dense dans M, il existe un
filet {zo} dans U MJ, convergeant fortement vers x. Ainsi z = ®(x) = limite forte ®(z,), avec
(o) € U FY. L'affirmation est démontrée.

Nous montrons que R est un facteur, donc par le paragraphe ci-dessus R est le facteur hyperfini de
type II;. Soit P le groupe des permutations finies sur Z et GG le groupe des x-automorphismes de M
définis par 'action de P sur les facteurs dans le produit tensoriel infini. Puisque ¢ est G-invariant,
les automorphismes sont bien définis, et R est globalement invariant pour chaque g € G. Si g € G,
il existe des entiers p < g tels que g soit un automorphisme de M7 et I'identité sur (M]‘j )¢. Puisque
M} est un facteur de type I, g est un automorphisme intérieur de M, donc implémenté par un
opérateur unitaire u, € M. Puisque ¢ est G-invariant, u, € R. Les arguments dans [13] montrent
que la C*-algebre ®M,, est asymptotiquement abélienne par rapport a G et que ®¢,, est un état
invariant extrémal. Puisque ¢ est fidele sur M, G agit ergodiquement sur M, voir [14]. Puisque
ugy € R pour tout g € G, R est un facteur comme affirmé.

Pour démontrer la seconde partie du théoreme, soit o I'automorphisme de M qui décale les facteurs
dans le produit tensoriel infini dun facteur vers la droite, donc a(M}) = 5111 , et soit H le groupe
cyclique engendré par a. Comme ci-dessus, ¢ est H-invariant, ’automorphisme est bien défini,
et @M, est asymptotiquement abélienne par rapport a H. Puisque M est un facteur, ®¢,, est
ergodique [14], et H agit ergodiquement sur M [14]. Soit € la restriction de o a R. Alors 6 est un
automorphisme ergodique de R.

Par le Théoreme 2, H(0) = lim H(F?,,0). Fixons p; alors

H(F?

—p>

O(F”,),...,08F",)) = H(F",, F* L, ... FtE).
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Par la propriété C,
H(F?

—py -

L OF(FP,)) < H(FEF).
Soit AP P

P, une sous-algebre abélienne maximale de F”, telle que A”, commute avec 67(A” ) pour
tout j € Z, et telle que A = (A JUA(A” ))U...UB*(A” )" soit une sous-algébre abélienne maximale
de F' f;k. Ce choix est possible puisque ¢ est un état produit. Ainsi, par les propriétés C, D, E avec

I'inégalité ci-dessus, nous avons
H(F?,, ...,0"F"))=H(A) = (2p+k) (— >N log)\j> :
1

La démonstration est achevée. O

Remarque : Récemment, G. Emch a défini une entropie pour les automorphismes des algebres de
von Neumann. Sa définition est différente de la notre, et dans la mesure ou son entropie ne peut
pas étre calculée dans les exemples ci-dessus en ’absence d’un théoreme de Kolmogorov-Sinai, nous
ne savons pas si les deux définitions coincident dans le cas des décalages. En fait, sa définition de
H(N,0) n’est méme pas croissante en N, de sorte que nous ne croyons pas que 1’analogue de notre
Théoreme 2 puisse étre démontré dans son contexte.

Remarque : Soit
H,(0) = sup H(6 | A),

ou le sup est pris sur toutes les sous-algebres de von Neumann abéliennes A de R avec 0(A) = A et
H(0 | A) est 'entropie de 6 | A définie dans le cas abélien. Si # est le décalage de Bernoulli défini
par {A1,...,\,}, nous obtenons a nouveau H,(0) = — > ; \;log A;. Cependant, cette définition
n’est pas satisfaisante en ce qu’il n’est pas clair s’il existe de grandes sous-algebres de von Neumann
abéliennes invariantes pour un ¢ donné. Dans la remarque suivante (Remarque 6), nous montrons
comment calculer H(6%) a partir de H(f); il est hautement improbable que la méme formule soit
valable pour I'entropie abélienne H,, car une sous-algebre de von Neumann abélienne A C R glo-
balement invariante sous 0 n’est pas nécessairement globalement invariante sous 6.

Remarque : Soit R une algebre de von Neumann de type II;, et # un automorphisme préservant
une trace normale fidele 7 satisfaisant 7(1) = 1. Nous montrons que si p est un entier, alors
Ip|H(0) > H(67), et si R est hyperfinie, alors |p|H(0) = H(6P).

Le cas p = 0 est trivial ainsi que I'identité H(#~') = H(6). Nous supposons donc p > 0. Soit € > 0
et N une sous-algebre de von Neumann de dimension finie de R et ng € N tels que

1
H(0") < —H(N,0’N,...,0""N) +¢€ pour r > ny.
r
Il est immédiat d’apres les propriétés A et C que
H(Ny,...,Ne) < H(Ny, ..., Ny, Ny

pour des sous-algebres de von Neumann de dimension finie Ny, ..., Ny de R. Par conséquent,
pour ng suffisamment grand, et r > ny,
1

H(0) + ¢ > :H(N, ON,.o 07N) = H(N 0N, 07 N) > ;H(ep) —¢/p.
P
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Ainsi pH(0) > H(6P).

Pour 'inégalité inverse, supposons R hyperfinie, donc il existe une suite croissante {F};} de sous-
algebres de von Neumann de dimension finie avec réunion dense faiblement dans R. Soit € > 0. Par
le Théoreme 2, il existe k,ny € N tels que

1
H(G)—ﬁH(Fk,QFk,,Q"Fk) <€/p pour n > ng. (1)

Soit m = dim F},. Choisissons par le Théoreme 1, § > 0 si petit que pour N et P sous-algebres de
von Neumann de dimension finie de R nous ayons

dimN=m, NA2P=HN|P)<e/p. (2)

Puisque la suite {F}} est croissante avec réunion dense dans R, il existe ¢ € N, ¢ > k, tel que
Fy,0F,...,0P" F}, C F,. Choisissons r € N si grand que

rp Z no, (3)
1
H(6",F,) — ~H(F,,6"F,, ... 0" F,)| < e. (4)
T
Par la propriété C,
H(F, 0’F,,...,0""F,) > H(F,,...,F,,0°F, ... ,0°F, ... .0U=YPF, _  gU-VrE grp )

ol toutes les répétitions se produisent p fois. En utilisant ceci avec la propriété F', nous obtenons
de (1)-(4),

1
H(",F,) +¢> ~H(F,,0F,, ... 0"F)
T

> —H(Fy,0F,...,0" Fy) — = S S H(0"TF, | 07F,) — ~H(6*'Fy, | 6" F,)
r s=0 t=0 r
p § 1= 1

= —H(Fy, 0F,...,0"Fy) — — > H(0'Fy | Fy) — —H(F | Fy)
rp ris r

> p(H) ~ e/p) ~ (p+ ) /o= pH() - 3c.

Ainsi H(0?) > pH(0), comme affirmé.
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