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Dans cet article, nous étudions le problème suivant : démontrer que pour n ̸= m, le n-décalage
du facteur hyperfini de type II1 n’est pas conjugué au m-décalage. Pour chaque n, le n-décalage
est l’automorphisme correspondant à la translation de Z dans le produit tensoriel infini R1 =
⊗r∈Z(N, τ), où N est l’algèbre des matrices n × n et τ la trace normalisée sur N . Comme le R1
ci-dessus ne dépend pas de n, à isomorphisme près, car c’est l’unique facteur hyperfini de type II1,
le problème ci-dessus a un sens.
Il y a une analogie évidente entre ce problème et le problème de la conjugaison des décalages de
Bernoulli en théorie ergodique. En fait, les deux sont des cas particuliers du problème de conjugaison
pour les automorphismes correspondant à la translation de Z dans ⊗r∈Z(N, τ), où τ est une trace
normalisée sur l’algèbre de von Neumann de dimension finie N .
Il est donc naturel d’essayer d’étendre la notion d’entropie, de la théorie ergodique au cadre non
commutatif. On sait depuis longtemps que, étant donné une algèbre de von Neumann M avec une
trace normale semi-finie fidèle τ , et considérant un état ϕ sur M , avec ϕ = τ(ϕ ·), la quantité
S(ϕ) = τ(η(ϕ)) où η(x) = −x log x, mesure le degré d’aléa dans ϕ pour les besoins de la mé-
canique quantique. Wigner et Yanase ont également défini la notion purement non commutative
d’information oblique entre ϕ et un observable auto-adjoint K :

I1(ρ, K) = 1
2τ([ρ1/2, K]2).

Dyson a étendu cette définition et a introduit, pour 0 < p < 1,

Ip(ρ, K) = 1
2τ([ρp, K][ρ1−p, K]) = τ(ρ1−pKρpK) − τ(ρK2).

Ils ont conjecturé que Ip était une fonction concave de ϕ pour chaque K fixé. Cette conjecture a été
démontrée par E. Lieb, avec K pas nécessairement auto-adjoint et Ip = τ(ρ1−pK∗ρpK)− τ(ρK∗K).
En fait, il découle facilement du théorème de Lieb, qui a été démontré pour les facteurs de type I,
mais dont la démonstration s’étend aussi aux algèbres de von Neumann finies, que

I(ρ, K) = lim
p→0

1
p

Ip(ρ, K) = τ(ρK∗[log ρ, K])

est une fonction concave de ρ pour chaque K [5].
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G. Lindblad définit dans [7] l’entropie relative d’un état ρ1 par rapport à l’état ρ2 par la formule

S(ρ1 | ρ2) = τ(ρ1(log ρ1 − log ρ2)).

Il a démontré [7, Théorème 1], [8] que S est une fonction conjointement convexe de ρ1, ρ2, fait qui
découle également de l’égalité

S(ρ1 | ρ2) = −I

((
ρ1 0
0 ρ2

)
,

(
0 0
1 0

))
.

Grâce à de tels progrès dans la théorie de l’information non commutative, il était raisonnable de
s’attendre à pouvoir obtenir une définition correcte de l’entropie des automorphismes dans le cadre
non abélien.
La difficulté principale vient du fait que deux sous-algèbres de dimension finie d’une algèbre de
von Neumann non abélienne peuvent ne pas engendrer une algèbre de dimension finie, en effet
les algèbres abéliennes le font, voir par exemple [1, Théorème 3(ii)]. Ainsi, il n’y a pas d’analogue
immédiat pour l’opération P ∨Q entre partitions d’algèbres de von Neumann abéliennes. Nous avons
donc cherché un remplacement, non pas de la ∨ ci-dessus, mais de la quantité H(P1 ∨P2 ∨ . . .∨Pn).
Nous construisons pour chaque n une fonction H(P1, . . . , Pn), où les Pj sont des sous-algèbres de
von Neumann de dimension finie arbitraires d’une algèbre de von Neumann donnée R avec trace
finie τ , et H est symétrique en ses arguments.
Cette fonction satisfera les exigences suivantes :
(A) H(N1, . . . , Nk) ⩽ H(P1, . . . , Pk) lorsque Nj ⊂ Pj, j = 1, . . . , k.
(B) H(N1, . . . , Nk, Nk+1, . . . , Np) ⩽ H(N1, . . . , Nk) + H(Nk+1, . . . , Np).
(C) P1, . . . , Pn ⊂ P ⇒ H(P1, . . . , Pn, Pn+1, . . . , Pm) ⩽ H(P, Pn+1, . . . , Pm).
(D) Pour toute famille de projections minimales de N , (eα)α∈I telle que ∑ eα = 1, on a

H(N) =
∑
α∈I

ητ(eα).

(E) Si (N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′ est engendrée par des sous-algèbres de von Neumann commutant deux à
deux Pj de Nj, alors

H(N1, . . . , Nk) = H((N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′).

Les autres propriétés de H la relient à une fonction d’entropie relative H(N | P ) analogue à
l’entropie relative de la théorie ergodique :
(F) H(N1, . . . , Nk) ⩽ H(P1, . . . , Pk) +∑

j H(Nj | Pj).
(G) H(N | Q) ⩽ H(N | P ) + H(P | Q).
(H) H(N | P ) est croissante en N et décroissante en P .
(I) Soient N1, N2 commutant, alors

H(N2 | N1) = H((N1 ∪ N2)′′ | N1) = H((N1 ∪ N2)′′) − H(N1).

De plus, nous démontrerons que H est fortement continue, plus précisément, étant donné n et ϵ > 0,
il existe δ > 0 tel que

(dim N = n, N
δ∼ P ) ⇒ H(N | P ) < ϵ.
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Équipé d’une telle fonction H, il est alors facile de définir pour un automorphisme arbitraire θ
préservant τ du couple (R, τ) les quantités :

H(N, θ) = lim
k→∞

1
k

H(N, θ(N), θ2(N), . . . , θk(N)),

H(θ) = sup
N de dimension finie

H(N, θ).

De plus, le théorème de Kolmogorov-Sinaï est vrai, à condition que R soit hyperfini (il ne peut
même pas être énoncé autrement) et prend la forme suivante :

Théorème 1. Soit Nk une suite croissante de sous-algèbres de von Neumann de dimension finie
de R avec ∪Nk dense faiblement dans R, alors

H(θ) = sup
k∈N

H(Nk, θ) pour tout θ préservant τ.

En utilisant les propriétés D et E, on obtient

Théorème 2. Soit Sn le n-décalage du facteur hyperfini de type II1, alors H(Sn) = log n.

Ceci prouve en particulier que ces décalages ne sont pas conjugués pour des n différents. Nous
généraliserons dans le Théorème 4 le Théorème 2 aux décalages de Bernoulli θ de R définis par des
nombres positifs λ1, . . . , λn de somme 1. Pour un tel θ, H(θ) = −∑

λj log λj.

1. Préliminaires
Ici nous fixons nos notations et rappelons au lecteur quelques faits connus de la théorie de l’in-
formation non commutative, puis nous démontrons une inégalité importante ((8)) qui sera utilisée
ultérieurement. Dans tout ce qui suit, R désignera une algèbre de von Neumann finie avec une
trace normale finie fidèle τ . Lorsque N est une sous-algèbre de von Neumann de R, nous notons
EN l’unique espérance conditionnelle normale fidèle de R sur N qui préserve τ .
La lettre η désigne la fonction x ∈ [0, +∞[ 7→ −x log x. Nous rappelons que

log est une fonction croissante sur [0, +∞[ au sens des opérateurs, [11] Prop. 2.5.8 (1)

η est une fonction concave au sens des opérateurs sur [0, +∞[, [9]. (2)
η(xy) = η(x)y + xη(y) pour des opérateurs commutant x, y. (3)

Nous posons, pour x, y ∈ R+, x ≤ λy pour un certain λ > 0,

S(x | y) = τ(x(log x − log y)),

et il s’ensuit, comme montré dans l’introduction, que

S(x | y) est une fonction conjointement convexe de (x, y). (4)

Ceci implique en particulier l’inégalité bien connue de Peierls-Bogoliubov

τ(x)(log τ(x) − log τ(y)) ≤ τ(x(log x − log y)). (5)
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Notons également que
S(λx | λy) = λS(x | y), λ > 0. (6)

En utilisant (4) et (6), l’inégalité suivante est alors facile à démontrer :

yi, xi ∈ R+, yi ≤ xi,
n∑

i=1
xi = 1 implique

n∑
i=1

τ(yi(log xi − log yi)) ≤ τη

(
n∑

i=1
yi

)
. (7)

(Parce que ∑n
i=1 S(yi | xi) ≥ S(∑ yi | ∑xi) = −τη(∑n

i=1 yi).)
Nous dérivons maintenant de (7) une inégalité qui jouera un rôle fondamental dans la suite, et est
utilisée dans la démonstration de la propriété C.
Soient I, J deux ensembles finis, (xij)i∈I,j∈J une famille d’éléments de R+ telle que ∑I×J xij = 1,
alors ∑

i,j

τη(xij) ≤
∑

i

τη(x1
i ) +

∑
j

τη(x2
j), (8)

où x1
i = ∑

j xij, x2
j = ∑

i xij.
Pour démontrer (8), il suffit de montrer que∑

i,j

τη(xij) −
∑

j

τη(x2
j) =

∑
i

τ(xij(log x2
j − log xij))

puis d’appliquer (7). Mais l’égalité ci-dessus découle de∑
i

τ(xij log x2
j) = −τη(x2

j) pour tout j ∈ J.

2. Définition de H et démonstration des propriétés (A) à
(I) de l’entropie jointe

Soient R et τ comme dans la section 1. Pour chaque k ∈ N, nous notons Sk l’ensemble de toutes
les familles (xi1,i2,...,ik

)i∈N d’éléments positifs de R, nuls sauf pour un nombre fini d’indices, et
satisfaisant : ∑

i1,...,ik

xi1,...,ik
= 1.

Pour x ∈ Sk, l ∈ {1, . . . , k} et il ∈ N, nous posons

xl
il

=
∑

i1,...,îl,...,ik

xi1,...,ik
.

Définition 3. Soient N1, . . . , Nk des sous-algèbres de von Neumann de dimension finie de R, alors :

H(N1, . . . , Nk) = sup
x∈Sk

 ∑
i1,...,ik

ητ(xi1,...,ik
) −

∑
l

∑
il

τηENl
(xl

il
)
 .

Il est clair que H est positive et symétrique, mais il n’est pas clair qu’elle ait une valeur finie. Ceci
découlera en fait des propriétés (B), (D).
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Proposition 4 (Propriété (A)). H(N1, . . . , Nk) ⩽ H(P1, . . . , Pk) lorsque Nj ⊂ Pj pour tout j.
Démonstration. Pour tout y ∈ R+ et j ∈ {1, . . . , k}, nous avons par l’inégalité de Jensen, qui
découle de (2),

η(ENj
(y)) = η(ENj

EPj
(y)) ⩾ ENj

η(EPj
(y)).

Donc τηENj
(y) ⩾ τηEPj

(y), ce qui rend la démonstration évidente.
Proposition 5 (Propriété (B)). H(N1, . . . , Nk, Nk+1, . . . , Np) ⩽ H(N1, . . . , Nk)+H(Nk+1, . . . , Np).
Démonstration. Soit x ∈ Sp, et définissons x′ ∈ Sk, x′′ ∈ Sp−k par

x′
i1,...,ik

=
∑

ik+1,...,ip

xi1,...,ip , x′′
i1,...,ip−k

=
∑

i1,...,ik

xi1,...,ik,i1,...,ip−k
.

Nous avons x
′l
il

= xl
il

pour l ∈ {1, . . . , k} et x
′′l
il

= xl+k
il

pour l ∈ {1, . . . , p − k}.
Il nous suffit donc de prouver que∑

i1,...,ip

ητ(xi1,...,ip) ⩽
∑

i1,...,ik

ητ(x′
i1,...,ik

) +
∑

i1,...,ip−k

ητ(x′′
i1,...,ip−k

).

Pour ce faire, soit m la mesure de Lebesgue sur [0, 1], D une partition de [0, 1] dont l’atome
générique ai1,...,ip a pour mesure τ(xi1,...,ip). Soit D′ (resp. D′′) la partition dont les atomes sont des
réunions d’atomes de D avec les k premiers indices fixés (resp. les p − k derniers), alors l’inégalité
ci-dessus découle clairement de h(D′ ∨ D′′) ⩽ h(D′) + h(D′′) où h est l’entropie classique de la
théorie ergodique.
Proposition 6 (Propriété (C)). P1, . . . , Pn ⊂ P ⇒ H(P1, . . . , Pn, Pn+1, . . . , Pm) ⩽ H(P, Pn+1, . . . , Pm).
Démonstration. En utilisant la propriété A, on peut supposer que Pj = P pour j = 1, . . . , n. Soit
x ∈ Sm, alors nous construisons un X ∈ Sm−n+1 tel que, avec Ei = EPi

pour i ∈ {1, . . . , m}, on ait∑
ητ(xi1,...,im) −

∑
l

∑
il

τηEl(xl
il
) ⩽

∑
ητ(Xi1,...,im−n+1) −

∑
l

∑
il

τηEl+n−1(X l
il
). (9)

Pour obtenir X, soit ϕ une bijection de N sur Nn et posons :

Xi1,...,im−n+1 = xϕ(i1),...,ϕ(in),i1,...,im−n+1 .

Clairement, pour l > 1, X l
il

= xn+l−1
il

et aussi :

X1
i1 =

∑
i1,...,im−n+1

xϕ(i1),...,ϕ(in),i1,...,im−n+1 = x1
ϕ(i1),...,ϕ(in),i1,...,im−n+1

où
x1

i1,...,im
=

∑
i2,...,im

xi1,...,im .

Ainsi l’inégalité (9) est équivalente à∑
1⩽l⩽n

∑
il

τηEl(xl
il
) ⩾

∑
i1

τηEn(x1
ϕ(i1),...,ϕ(in),i1,...,im−n+1). (10)

Mais El = En pour l ∈ {1, . . . , n} et avec yi1,...,im = En(x1
i1,...,im

) on obtient∑
i2,...,im

yi1,...,im = En(x1
i1).

Donc l’inégalité (10) découle de (8).
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Proposition 7 (Propriété (D)). Soit (eα)α∈I une famille de projections minimales de N telle que∑
α∈I eα = 1. Alors H(N) = ∑

α∈I ητ(eα).

Démonstration. Comme η(eα) = 0, nous avons∑
i

ητ(ei) −
∑

i

τη(EN(ei)) =
∑

i

ητ(ei).

Donc, pour démontrer la propriété D, il suffit de vérifier le point suivant : pour x ∈ S1, on a∑
i∈N

ητ(xi) − τη(EN(xi)) ⩽
∑
α∈I

ητ(eα). (11)

Comme τ(EN(xi)) = τ(xi), on peut supposer, pour démontrer (11), que tous les xi sont dans N .
Nous avons pour chaque a ∈ N+,

ητ(a) − τη(a) = τ(a(log a − log τ(a))) = S(a | τ(a)).

Donc par (9) et (6), on a

a, b ∈ N+, ητ(a + b) − τη(a + b) ⩽ (ητ(a) − τη(a)) + (ητ(b) − τη(b)).

En fait, (12) est aussi une conséquence facile de l’inégalité de Peierls-Bogoliubov (5).
En utilisant (12) et la décomposition spectrale de chaque xi, on voit que pour démontrer (11), on
peut supposer que chaque xi est le produit d’un scalaire positif λi par une projection minimale fi

de N .
Soit c une projection minimale dans le centre de N . Pour i ∈ N, on a xic = xi ou xic = 0, et pour
α ∈ I, eαc = 0 ou eαc = c. Soit Ac = {i ∈ N | xic ̸= 0}, Jc = {α ∈ I | eαc ̸= 0}. Pour démontrer
(11), il suffit clairement de montrer que :∑

i∈Ac

ητ(xi) − τη(xi) =
∑

α∈Jc

ητ(eα). (12)

Or xi = λifi donc par (3), η(xi) = η(λi)fi et ητ(xi) − τ(η(λi)fi) = λiητ(fi). Comme les fi, i ∈ Ac,
sont toutes équivalentes,

∑
i∈Ac

ητ(xi) − τη(xi) = −

∑
i∈Ac

λiτ(fi)
 log τ(f) = −τ(c) log τ(f)

où f est une projection minimale arbitraire de N telle que f ⩽ c. Le même calcul montre que∑
α∈Jc

η(τ(eα)) = −τ(c) log τ(f) et prouve l’égalité (13).

Proposition 8 (Propriété (E)). Si (N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′ est engendrée par des sous-algèbres commutant
deux à deux Pj de Nj, alors H(N1, . . . , Nk) = H((N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′).

Démonstration. Supposons d’abord que les Nj sont abéliennes et commutent deux à deux. Il découle
des propriétés A et C que H(N1, . . . , Nk) est inférieure à H((N1∪. . .∪Nk)′′). Soit (ej

i )i∈N pour chaque
j ∈ {1, . . . , k} la liste des projections minimales de Nj, puis soit x ∈ Sk tel que xi1,...,ik

= e1
i1e2

i2 . . . ek
ik

.
Par la définition 1, nous avons∑

i1,...,ik

ητ(e1
i1e2

i2 . . . ek
ik

) ⩽ H(N1, . . . , Nk).
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Mais le premier terme est égal à H((N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′) par la propriété D. Maintenant, nous ne
supposons plus les Nj abéliennes ni commutant. Par C, H(N1, . . . , Nk) ⩽ H((N1 ∪ . . .∪Nk)′′). Pour
démontrer que H(N1, . . . , Nk) ⩾ H((N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′), nous pouvons remplacer chaque Nj par le Pj

correspondant, c’est-à-dire supposer que les Nj commutent deux à deux.
Soit maintenant Aj ⊂ Nj maximale abélienne dans Nj pour chaque j. Nous avons

H(N1, . . . , Nk) ⩾ H(A1, . . . , Ak) = H((A1 ∪ . . . ∪ Ak)′′).
Il nous suffit donc de vérifier que (A1 ∪ . . . ∪ Ak)′′ est maximale abélienne dans (N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′.
Pour ce faire, vérifions que tout produit de projections minimales ei de Ni, disons e = e1 . . . ek, est
une projection minimale de (N1 ∪ . . . ∪ Nk)′′.
Proposition 9 (Propriété (F)). H(N1, N2, . . . , Nk) ⩽ H(P1, . . . , Pk) +∑

j H(Nj | Pj), où

H(N | P ) = sup
x∈S1

∑
i

(τηEP (xi) − τηEN(xi)).

Démonstration. Immédiat d’après la définition 1.
Proposition 10 (Propriété (G)). H(N | Q) ⩽ H(N | P ) + H(P | Q).
Démonstration. Soit x ∈ S1, alors :∑

i (τηEQ(xi) − τηEN(xi))

= ∑
i (τηEQ(xi) − τηEP (xi)) +∑

i (τηEP (xi) − τηEN(xi)) ⩽ H(P | Q) + H(N | P ).

Proposition 11 (Propriété (H)). H(N | P ) est croissante en N et décroissante en P .
Démonstration. Même démonstration que pour la propriété A.
Proposition 12 (Propriété (I)). Soient N1 et N2 des sous-algèbres de von Neumann de dimension
finie commutant de R. Alors

H(N2 | N1) = H((N1 ∪ N2)′′ | N1) = H((N1 ∪ N2)′′) − H(N1).

Démonstration. On peut supposer que R = (N1 ∪ N2)′′. Alors C1 = Centre de N1 est contenu dans
le centre de R et il est facile de vérifier que :

H(N2 | N1) =
∑

c atome de C1

τ(c)H((N2)c | (N1)c),

H((N1 ∪ N2)′′ | N1) =
∑

c atome de C1

τ(c)H((N1 ∪ N2)′′
c | (N1)c),

H((N1 ∪ N2)′′) − H(N1) =
∑

c atome de C1

τ(c) (H((N1 ∪ N2)′′
c ) − H((N1)c)) ,

où dans chacun des termes comme H((N2)c | (N1)c), l’entropie est calculée dans Rc par rapport à
τ/τ(c).
Il s’ensuit que nous pouvons supposer N1 facteur, auquel cas les égalités découlent de la seconde
propriété de sous-additivité forte de Lieb-Ruskai ([6]) qui montre que

H((N1 ∪ N2)′′ | N1) ⩽ H(N2).
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3. Continuité de l’entropie relative dans la topologie forte
Soit R une algèbre de von Neumann finie donnée avec trace τ (∗). Si N, P sont des sous-algèbres
de von Neumann de R, nous écrirons (cf. [12]) N

δ∼ P pour δ > 0, si et seulement si :

∀x ∈ N, ∥x∥∞ ⩽ 1, ∃y ∈ P, ∥y∥∞ ⩽ 1, ∥x − y∥2 < δ,

où pour chaque p ∈ [1, ∞], et a ∈ R, ∥a∥p = τ(|a|p)1/p et ∥a∥∞ est la norme C∗ de a.

Théorème 13. Soient R et τ comme ci-dessus. Pour chaque entier n < ∞, et chaque ϵ > 0, il
existe un δ > 0 tel que pour toute paire de sous-algèbres de von Neumann N, P de R :

(dim N = n, N
δ∼ P ) ⇒ H(N | P ) < ϵ.

Première partie
Lemme 14. Pour chaque m > 0 et η > 0, il existe un δ = δm(η) tel que pour toute sous-algèbre
de von Neumann P de R, toute sous-algèbre de von Neumann abélienne A de R avec projections
minimales (ai)i=1,...,m, ∑m

i=1 ai = 1, on a

(A δ∼ P ) ⇒
(

∥ai − a′
i∥2 < ϵ, i = 1, . . . , m,

m∑
i=1

a′
i = 1

pour une certaine famille de projections a′
i ∈ P ).

Démonstration. Pour m = 1, le lemme est évident. Nous le supposons démontré pour m ≤ m0 et
nous le démontrons pour m = m0 + 1. Choisissons η1 tel que :

9(3η1)1/2 + η1 ≤ η.

Puis prenons δ inférieur à δm(η1) et à η1. Soient A et P donnés, avec A δ∼ P , et appelons B
la sous-algèbre de von Neumann abélienne de A dont la liste des projections minimales est b1 =
a1, . . . , bm0−1 = am0−1, bm0 = am0 +am0+1. Il existe par hypothèse des projections (b′

j)j=1,...,m0 , b′
j ∈ P

telles que
∥b′

j − bj∥2 ≤ η1, j = 1, . . . , m0.

Comme δ ≤ η1, il existe un x ∈ P+, ∥x∥∞ ≤ 1 tel que ∥x − am0∥2 ≤ η1.
Or b′

m0xb′
m0 est un élément positif de R+ tel que

∥b′
m0xb′

m0 − am0∥2 = ∥b′
m0xb′

m0 − bm0am0bm0∥2 ≤ 2∥b′
m0 − bm0∥2 + ∥x − am0∥2 ≤ 3η1.

D’après [3] Lemme 4 p. 273, il existe une projection spectrale a′
m0 de b′

m0xb′
m0 telle que :

∥a′
m0 − am0∥2 ≤ 9(3η1)1/2.

Nous avons a′
m0 ∈ P et a′

m0 ≤ b′
m0 , donc la famille (b′

1, . . . , b′
m0−1, a′

m0 , b′
m0 − a′

m0) de projections de
P satisfait les conditions requises.
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Lemme 15. Soit e une projection, e ∈ R, et soit y ∈ R tel que y∗y ⩽ e. Soit y = uρ la décomposition
polaire de y. Alors il existe une projection spectrale f de ρ telle que

∥f − e∥2 ⩽ 9∥y∗y − e∥1/2
2 , ∥uf − y∥2 ⩽ 8∥y∗y − e∥1/2

2 .

Démonstration. D’après [3] Lemme 4, p. 273, si l’on pose ϵ = ∥ρ − e∥1/2
2 et si l’on suppose ϵ < 1

2 ,
la projection spectrale f de ρ correspondant à [1 − ϵ, 1] satisfera la première des inégalités requises.
De plus, d’après [3], p. 274, nous avons ∥ρ − f∥2 ⩽ 8ϵ, donc ∥uf − uρ∥2 ⩽ 8ϵ.

Lemme 16. Soient n > 0 et ϵ > 0 donnés. Alors il existe un δ > 0 tel que pour toute paire de
sous-algèbres de von Neumann Q et P de R avec Q ⊂ P , dim Q = n, et tout système d’unités
matricielles (e(k)

ij )i,j=1,...,nk,k=1,...,s, avec ∑i,k e
(k)
ii = 1, de Q, il existe un système d’unités matricielles

(p(k)
ij )i,j=1,...,nk,k=1,...,s de P tel que

∥e
(k)
ij − p

(k)
ij ∥2 < ϵ ∀j, k.

Démonstration. Choisissons d’abord η > 0 tel que

3η + 9(7η)1/2 ⩽ ϵ/3
√

n.

Puis choisissons δ = δn(η) comme dans le Lemme 2 avec δ < η. Soient Q et P donnés, Q
δ∼ P , et

(e(k)
ij ) un système d’unités matricielles dans Q. Par le Lemme 2, nous pouvons trouver une famille

(b(k)
j )j=1,...,nk,k=1,...,s de projections de P avec ∑j,k b

(k)
j = 1 et ∥e

(k)
jj − b

(k)
j ∥2 ⩽ η, ∀j, k. Nous fixons

maintenant k et nous construisons un système nk × nk d’unités matricielles p
(k)
ij appartenant toutes

à P∑
j

b
(k)
j

. Soit j ∈ {1, . . . , nk}, et x ∈ P tel que ∥e
(k)
1j − x∥2 < η. Alors

∥b
(k)
j xb

(k)
j − e

(k)
1j ∥2 ⩽ ∥b

(k)
j − e

(k)
jj ∥2 + ∥x − e

(k)
1j ∥2 + η ⩽ 3η

et
∥(b(k)

j xb
(k)
j )∗(b(k)

j xb
(k)
j ) − b

(k)
j ∥2 ⩽ 7η.

Donc par le Lemme 3, il existe une isométrie partielle u
(k)
j ∈ P avec support initial f

(k)
j ⩽ b

(k)
j et

telle que :
u

(k)
j u

(k)∗
j ⩽ b

(k)
j , ∥u

(k)
j − e

(k)
1j ∥2 ⩽ 3η + 8(7η)1/2

et ∥b
(k)
j − f

(k)
j ∥2 ⩽ 9(7η)1/2.

Posons p
(k)
jj = ∧

j f
(k)
j . Alors τ(b(k)

j −p
(k)
jj ) ⩽ ∑

j τ(b(k)
j −f

(k)
j ), ce qui découle de la relation f −e∧f ∼

e ∨ f − e pour des projections e et f . Ainsi ∥b
(k)
j − p

(k)
jj ∥2 ⩽ ϵ/3, donc ∥e

(k)
jj − p

(k)
jj ∥2 ⩽ 2ϵ/3. Posons

également p
(k)
1j = u

(k)
j p

(k)
jj . Clairement les p

(k)
ij p

(k)∗
1j forment un système d’unités matricielles nk × nk,

et nous avons :

∥p
(k)
1j − e

(k)
1j ∥2 ⩽ ∥u

(k)
j − e

(k)
1j ∥2 + ∥p

(k)
jj − e

(k)
jj ∥2 ⩽ ϵ/3 + 2ϵ/3 = ϵ.
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Lemme 17. Soient n > 0 et α > 0 donnés. Alors il existe un δ > 0 tel que pour toute paire de
sous-algèbres de von Neumann N et P de R avec N ⊂ P , dim N = n, il existent une sous-algèbre
de von Neumann N̄ de P , dim N̄ ⩽ n + 1, une paire de projections f ∈ N ′, f̄ ∈ N̄ ′ et un unitaire
u ∈ R tels que

ufu∗ = f̄ , uN fu∗ = N̄ f̄ , (2) ∥f − 1∥2 ⩽ α, ∥f̄ − 1∥2 ⩽ α, (3) ∥u − 1∥2 ⩽ α.

Démonstration. Choisissons d’abord ϵ > 0 tel que

ϵ < α/8n, 14ϵ1/4 ⩽ α/8n.

Puis appliquons le Lemme 4 pour ce n et cet ϵ pour obtenir δ. Soient N et P donnés, N
δ∼ P ,

et (e(k)
ij ) un système d’unités matricielles dans N . Par le Lemme 4, il existe un système d’unités

matricielles (p(k)
ij ) de P tel que

∥e
(k)
ij − p

(k)
ij ∥2 < ϵ, ∀i, j, k.

Soit N̄ la sous-algèbre de von Neumann de P engendrée par les p
(k)
ij . Clairement dim N̄ ⩽ n + 1.

(Elle est égale à n + 1 si la somme des p
(k)
jj est différente de 1.)

La démonstration du Lemme 5 p. 274 de [3] n’utilise pas l’hypothèse "facteur". Par conséquent, nous
obtenons pour chaque k ∈ {1, . . . , s} une isométrie partielle wk telle que : w∗

kwk ⩽ e
(k)
11 , wkw∗

k ⩽ p
(k)
11 ,

∥wk −e
(k)
11 ∥2 ⩽ α/8n. Nous prenons w = ∑

k

∑
j p

(k)
j1 wke

(k)
1j . Les isométries partielles p

(k)
j1 wke

(k)
1j ont des

projections initiales deux à deux orthogonales et des projections finales deux à deux orthogonales.
Donc w est une isométrie partielle,

w∗w =
∑
j,k

e
(k)
jj w∗

kwke
(k)
jj , ww∗ =

∑
j,k

p
(k)
jj wkw∗

kp
(k)
jj .

Donc f = w∗w appartient à N ′ et f̄ = ww∗ appartient à (N̄)′. Pour chaque i, j, k, nous avons
we

(k)
ij w∗ = p

(k)
ij wke

(k)
ij e

(k)
ij w∗

kp
(k)
ij = p

(k)
ij wkw∗

kp
(k)
ij = f̄p

(k)
ij .

Soit u un unitaire dans R tel que uf = w. Alors

ufu∗ = ww∗ = f̄ , ufe
(k)
ij fu∗ = f̄p

(k)
ij f̄ ∀i, j, k.

Donc uN fu∗ = N̄ f̄ .
De plus,

∥w −
∑

k

∑
j

e
(k)
1j e

(k)
jj e

(k)
j1 ∥2 ⩽ nϵ + n

α

8n
⩽

α

4 ,

donc
∥w − 1∥2 ⩽

α

4 , ∥f − 1∥2 ⩽
α

2 , ∥f̄ − 1∥2 ⩽
α

2 ,

et
∥u − 1∥2 ⩽ ∥uf − 1∥2 + ∥u(1 − f)∥2 ⩽

α

4 + α

2 ⩽ α.

Lemme 18. Soient α > 0, u un unitaire dans R tel que ∥u − 1∥2 ⩽ α, alors il existe des unitaires
v et v′ tels que

∥v − 1∥∞ ⩽ α1/2, τ(Support(v′ − 1)) ⩽ α1/2 et vv′ = u.
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Démonstration. Soit e′ la projection spectrale de u telle que |u − 1|2e′ ⩾ αe′, |u − 1|2(1 − e′) ⩽
α(1 − e′). Prenons alors v = u(1 − e′) + e′, v′ = (1 − e′) + ue′ et utilisons l’inégalité τ(|u − 1|2e′) ⩽
∥u − 1∥2

2 ⩽ α2 pour obtenir τ(e′) ⩽ α.

Lemme 19. Pour chaque n ∈ N, il existe k(n) ∈ N tel que si N est une sous-algèbre de von
Neumann de R avec n = dim N , alors pour toute projection e ∈ R, il existe une projection E ∈
N ′ ∩ R telle que E ⩽ e et τ(1 − E) ⩽ k(n)τ(1 − e).

Démonstration. Considérons N comme plongée en blocs le long de la diagonale principale dans les
matrices n × n Mn. Mn est engendrée par le groupe H d’unitaires dont les coefficients sont 0, ±1.
Soit k(n) = card H. Si G = H ∩ N ′, alors (G)′ = N . Soit E = ∧

u∈G ueu∗.

Lemme 20. Soient n et ϵ′ > 0 donnés. Alors il existe un δ > 0 tel que, pour toute paire de sous-
algèbres de von Neumann de R, avec N ⊂ P et dim N = n, il existe un unitaire v, ∥v − 1∥∞ < ϵ′,
une projection E, τ(E) > 1 − ϵ′, et une sous-algèbre de von Neumann N̄ de P , dim N̄ ⩽ n + 1, tels
que :

E ∈ N ′, vEv∗ ∈ N̄ ′, et vNEv∗ = N̄ vEv∗
.

Démonstration. Choisissons α > 0 tel que si k(n) est comme dans le Lemme 8, alors

α1/2 ⩽ ϵ′, α1/2 + α2 ⩽ ϵ′/k(n).

Puis choisissons δ correspondant à n et α par le Lemme 6. Soit N ⊂ P et dim N = n. Alors soit
N̄ ⊂ P , u, f, f̄ satisfaisant les conditions du Lemme 6. Par le Lemme 7, il existe des unitaires
v, v′ ∈ R avec v′e = ev′ = e et e ≤ f . (Prenons e = f ∧ (1 − support(1 − v′)) de sorte que
τ(1 − e) ⩽ τ(1 − f) + τ(support(1 − v′)) ⩽ ∥1 − f∥2

2 + α1/2 ⩽ α2 + α1/2 ⩽ ϵ′/k(n).)
Soit E ∈ N ′ une projection telle que E ⩽ e, τ(1 − E) ⩽ k(n)τ(1 − e) ⩽ ϵ′ (Lemme 8). Comme
E ≤ f , nous avons (N ′)E = NE, (N̄)f̄uEu∗ = (uN ′u∗)uEu∗ = uNEu∗, et comme uEu∗ ⩽ f̄ ,
N̄uEu∗ = uNEu∗. De plus E ≤ e donc uEu∗ = vEv∗, et uNEu∗ = vNEv∗, d’où vNEv∗ = N̄ vEv∗ .

Deuxième partie
Lemme 21. Soient n > 0, ϵ > 0 donnés, alors il existe un ϵ′ > 0 tel que pour toute sous-algèbre
de von Neumann Q de R de dimension n, on ait :

H(Q | vQv∗) < ϵ, ∀v unitaire, ∥v − 1∥∞ < ϵ′.

Démonstration. Choisissons ϵ′ tel que pour toute famille de réels positifs αi, i = 1, . . . , n,
∑

αi = 1,
toutes familles λi, λ′

i > 0, i = 1, . . . , n,
∑

λi = ∑
λ′

i = 1,∑
|λi − λ′

i|αi < 2ϵ′ ⇒
∣∣∣∑(η(λi) − η(λ′

i))αi

∣∣∣ < ϵ.

Soient Q et v donnés. Soit x ∈ R+, τ(x) = 1. Nous avons EvQv∗(x) = vEQ(v∗xv)v∗, τηEvQv∗(x) =
τηEQ(v∗xv). Or X = EQ(x) et X ′ = EQ(v∗xv) appartiennent tous deux à Q+ et satisfont τ(X) =
τ(X ′) = 1, ∥X ′ − X∥1 ⩽ ∥v∗xv − x∥1 ⩽ 2ϵ′, puisque EQ est une contraction pour la norme ∥ · ∥1.
Soit q1, . . . , qs la liste des atomes du centre de Q, où Qqk est de type nk, et ∑n2

k = n, donc ∑nk ⩽ n.
Soit X = ∑

k,j λ
(k)
j e

(k)
j (resp. X ′ = ∑

k,j λ
′(k)
j e

′(k)
j ) la décomposition spectrale de X (resp. X ′), où
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pour chaque k, j, e
(k)
j et e

′(k)
j sont des projections minimales de Qqk

. Nous avons, pour un choix
convenable des décompositions [10, Théorème 5.6],∑

|λ(k)
j − λ

′(k)
j |τ(e(k)

j ) ⩽ 2ϵ′,

d’où
|τηEvQv∗(x) − τηEQ(x)| =

∣∣∣∑(η(λ(k)
j ) − η(λ′(k)

j ))τ(e(k)
j )

∣∣∣ ⩽ ϵ.

Nous avons montré que ∀x ∈ R+, |τηEvQv∗(x) − τηEQ(x)| ⩽ ϵτ(x) ; il s’ensuit facilement que
H(Q | vQv∗) < ϵ.

Lemme 22. Soit N une sous-algèbre de von Neumann de R de dimension ⩽ n, et E ∈ N ′ une
projection, alors

H(NE | N) ⩽ η(τ(E)) + η(1 − τ(E)),
H(N | NE) ⩽ η(τ(E)) + η(1 − τ(E)) + τ(1 − E) log n.

Démonstration. Soit Q l’algèbre de von Neumann engendrée par N et la sous-algèbre de von
Neumann abélienne A de N ′ engendrée par E. Nous avons (propriété I) H(Q | N) ⩽ H(A) =
ητ(E) + ητ(1 − E). Comme NE et N1−E commutent et engendrent Q, nous avons (propriété I)

H(Q | NE) ⩽ H(N1−E) ⩽ ητ(1 − E) + η(τ(E)) + τ(1 − E) log n.

Alors
H(N | NE) ⩽ H(Q | NE) ⩽ η(τ(1 − E)) + ητ(E) + τ(1 − E) log n

et
H(NE | N) ⩽ H(Q | N) ⩽ η(τ(E)) + η(τ(1 − E)).

Fin de la démonstration du Théorème 1
Choisissons d’abord ϵ′ tel que le Lemme 10 soit satisfait avec n + 1 et ϵ/2, et tel que, ϵ′ ⩽ 1/2,

2(η(ϵ′) + η(1 − ϵ′)) + ϵ′ log(n + 1) ⩽ ϵ/2.

Puis choisissons δ tel que le Lemme 9 soit satisfait pour n et ϵ′. Maintenant soient N et P donnés,
avec N

δ∼ P et dim N = n. Par le Lemme 9, nous trouvons E ∈ N ′, τ(E) > 1 − ϵ′, et Ñ , Ñ ⊂ P ,
dim Ñ ⩽ n + 1, v ∈ R, ∥v − 1∥∞ < ϵ′ avec vNEv∗ = Ñ vEv∗. Par le Lemme 11, nous avons :

H(N | NE) ⩽ η(1 − ϵ′) + η(ϵ′) + ϵ′ log(n + 1).

Par le Lemme 10, nous avons
H(NE | vNEv∗) ⩽ ϵ/2.

Par le Lemme 11, nous avons :

H(Ñ vEv∗ | N) ⩽ η(1 − ϵ′) + η(ϵ′).

Nous obtenons donc, en utilisant la propriété G et H(Ñ | P ) = 0,

H(N | P ) ⩽ 2(η(1 − ϵ′) + η(ϵ′)) + ϵ′ log(n + 1) + ϵ/2 ⩽ ϵ.
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4. Le théorème de Kolmogorov-Sinaï non abélien
Définition 23. Soit θ un automorphisme de l’algèbre de von Neumann finie R, préservant la trace
normale fidèle τ , τ(1) = 1, alors

(a) Pour toute sous-algèbre de von Neumann de dimension finie N de R, posons

H(N, θ) = lim
k→∞

1
k

H(N, θ(N), . . . , θk(N)).

(b) Posons
H(θ) = sup

N
H(N, θ).

Notons que dans (a) la limite existe en raison de la propriété B.

Théorème 24. Soit R une algèbre de von Neumann hyperfinie de type II1, et τ, θ comme ci-dessus.
Soit (Pq)q∈N une suite croissante de sous-algèbres de dimension finie de R avec (⋃∞

q=1 Pq)− = R
(fermeture faible), alors :

H(θ) = lim
q→∞

H(Pq, θ).

Démonstration. Soit N une sous-algèbre de von Neumann de dimension finie de R, et ϵ > 0.
Appliquons le Théorème 1 de la section 3 pour obtenir un q tel que H(N | Pq) < ϵ. Alors

H(N, θ) = lim
k→∞

1
k

H(N, θ(N), . . . , θk(N))

⩽ lim
k→∞

1
k

H(Pq, θ(Pq), . . . , θk(Pq)) + lim
k→∞

1
k

k∑
j=0

H(θj(N) | θj(Pq))

⩽ H(Pq, θ) + ϵ.

Théorème 25. Soit N0 une algèbre de von Neumann de dimension finie avec une trace norma-
lisée fidèle τ0. Posons (R, τ) = ⊗r∈Z(N0, τ0)r et soit S l’automorphisme de R correspondant à la
translation de 1 dans Z. Alors S préserve τ et :

H(S) = H(N0).

Démonstration. Soit πj l’homomorphisme de N0 dans R tel que

πj(x) = 1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ x ⊗ 1 ⊗ . . . ⊗ 1 ⊗ . . .

Nous avons par construction Sπj = πj+1.
Soit k ∈ N et Pk = (⋃|j|⩽k πj(N))′′. Clairement les Pk forment une suite croissante de sous-algèbres
de von Neumann de dimension finie de R et ⋃∞

k=1 Pk est dense faiblement dans R.
La propriété E montre que H(Pk, SPk, . . . , SrPk) = (2k + r + 1)H(N0), d’où le théorème 3 découle
du théorème 2.
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Nous étendons maintenant le Théorème 3 à une classe plus large d’automorphismes ergodiques du
facteur hyperfini R qui sont les analogues des décalages de Bernoulli. Rappelons que si Mn est le
facteur In avec trace Trn telle que Trn(1) = n, et ω est un état de Mn, alors ω(x) = Trn(hx), où h
est un opérateur positif de trace 1, alors la liste des valeurs propres de ω est le spectre {λ1, . . . , λn}
de h compté avec multiplicité. Si Rm est une algèbre de von Neumann et ϕm un état normal de Rm,
m ∈ Z, nous désignons comme précédemment par ⊗m(Rm, ϕm) l’algèbre de von Neumann obtenue à
partir de la représentation GNS de l’état ⊗ϕm sur le produit tensoriel des C∗-algèbres ⊗Rm. Si ϕ est
un état sur une algèbre de von Neumann M , son centralisateur est l’algèbre {x ∈ M : ϕ(xy −yx) =
0 ∀y ∈ M}. Le théorème suivant a également été noté par W. Krieger.

Théorème 26. Soit M0 les matrices n × n et ϕ0 un état fidèle sur M0 de liste de valeurs propres
{λ1, . . . , λn}. Pour m ∈ Z, soit Mm = M0 et ϕm = ϕ0. Soit M = ⊗m∈Z(Mm, ϕm). Alors :

(1) Si R est le centralisateur de l’état ⊗ϕm dans M , alors R est le facteur hyperfini de type II1.
(2) La restriction du décalage sur M à R est un automorphisme ergodique d’entropie −∑n

j=1 λj log λj.

Définition 27. L’automorphisme de R construit ci-dessus est le décalage de Bernoulli défini par
{λ1, . . . , λn}.

Démonstration. Soit ϕ l’état normal ⊗ϕm sur M . Il est bien connu que ϕ est fidèle et que M est un
facteur. Si p ≤ q sont des entiers, soit M q

p l’image de ⊗q
pMm dans M sous son plongement naturel.

Soit F q
p le centralisateur de ϕ | M q

p dans M q
p . Si p ≤ r ≤ s ≤ q, alors clairement F s

r ⊂ F q
p . Nous

affirmons que ⋃∞
r F q

p est fortement dense dans R.
Soit σt = σϕ

t l’automorphisme modulaire de M défini par ϕ, voir [15]. Puisque ϕ est un état produit,
pour chaque p ≤ q nous avons σt = σt | M q

p ⊗ σt | (M q
p )c, où (M q

p )c = (M q
p )′ ∩ M , et M est identifié

à M q
p ⊗ (M q

p )c. Soit Φ l’espérance conditionnelle fidèle fortement continue σ-invariante de M sur
R [4]. Alors Φ(M q

p ) = F q
p . Soit x ∈ R. Puisque ⋃∞

r M q
p est fortement dense dans M , il existe un

filet {xα} dans ⋃∞
r M q

p , convergeant fortement vers x. Ainsi x = Φ(x) = limite forte Φ(xα), avec
Φ(xα) ∈ ⋃∞

r F q
p . L’affirmation est démontrée.

Nous montrons que R est un facteur, donc par le paragraphe ci-dessus R est le facteur hyperfini de
type II1. Soit P le groupe des permutations finies sur Z et G le groupe des ∗-automorphismes de M
définis par l’action de P sur les facteurs dans le produit tensoriel infini. Puisque ϕ est G-invariant,
les automorphismes sont bien définis, et R est globalement invariant pour chaque g ∈ G. Si g ∈ G,
il existe des entiers p ≤ q tels que g soit un automorphisme de M q

p et l’identité sur (M q
p )c. Puisque

M q
p est un facteur de type I, g est un automorphisme intérieur de M , donc implémenté par un

opérateur unitaire ug ∈ M . Puisque ϕ est G-invariant, ug ∈ R. Les arguments dans [13] montrent
que la C∗-algèbre ⊗Mm est asymptotiquement abélienne par rapport à G et que ⊗ϕm est un état
invariant extrémal. Puisque ϕ est fidèle sur M , G agit ergodiquement sur M , voir [14]. Puisque
ug ∈ R pour tout g ∈ G, R est un facteur comme affirmé.
Pour démontrer la seconde partie du théorème, soit α l’automorphisme de M qui décale les facteurs
dans le produit tensoriel infini d’un facteur vers la droite, donc α(M q

p ) = M q+1
p+1 , et soit H le groupe

cyclique engendré par α. Comme ci-dessus, ϕ est H-invariant, l’automorphisme est bien défini,
et ⊗Mm est asymptotiquement abélienne par rapport à H. Puisque M est un facteur, ⊗ϕm est
ergodique [14], et H agit ergodiquement sur M [14]. Soit θ la restriction de α à R. Alors θ est un
automorphisme ergodique de R.
Par le Théorème 2, H(θ) = lim H(F p

−p, θ). Fixons p ; alors

H(F p
−p, θ(F p

−p), . . . , θk(F p
−p)) = H(F p

−p, F p+1
−p+1, . . . , F p+k

−p+k).
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Par la propriété C,
H(F p

−p, . . . , θk(F p
−p)) ⩽ H(F p+k

−p ).
Soit Ap

−p une sous-algèbre abélienne maximale de F p
−p telle que Ap

−p commute avec θj(Ap
−p) pour

tout j ∈ Z, et telle que A = (Ap
−p∪θ(Ap

−p)∪. . .∪θk(Ap
−p))′′ soit une sous-algèbre abélienne maximale

de F p+k
−p . Ce choix est possible puisque ϕ est un état produit. Ainsi, par les propriétés C, D, E avec

l’inégalité ci-dessus, nous avons

H(F p
−p, . . . , θk(F p

−p)) = H(A) = (2p + k)
(

−
n∑
1

λj log λj

)
.

La démonstration est achevée.

Remarque : Récemment, G. Emch a défini une entropie pour les automorphismes des algèbres de
von Neumann. Sa définition est différente de la nôtre, et dans la mesure où son entropie ne peut
pas être calculée dans les exemples ci-dessus en l’absence d’un théorème de Kolmogorov-Sinaï, nous
ne savons pas si les deux définitions coïncident dans le cas des décalages. En fait, sa définition de
H(N, θ) n’est même pas croissante en N , de sorte que nous ne croyons pas que l’analogue de notre
Théorème 2 puisse être démontré dans son contexte.

Remarque : Soit
Ha(θ) = sup H(θ | A),

où le sup est pris sur toutes les sous-algèbres de von Neumann abéliennes A de R avec θ(A) = A et
H(θ | A) est l’entropie de θ | A définie dans le cas abélien. Si θ est le décalage de Bernoulli défini
par {λ1, . . . , λn}, nous obtenons à nouveau Ha(θ) = −∑n

i=1 λi log λi. Cependant, cette définition
n’est pas satisfaisante en ce qu’il n’est pas clair s’il existe de grandes sous-algèbres de von Neumann
abéliennes invariantes pour un θ donné. Dans la remarque suivante (Remarque 6), nous montrons
comment calculer H(θk) à partir de H(θ) ; il est hautement improbable que la même formule soit
valable pour l’entropie abélienne Ha, car une sous-algèbre de von Neumann abélienne A ⊂ R glo-
balement invariante sous θk n’est pas nécessairement globalement invariante sous θ.

Remarque : Soit R une algèbre de von Neumann de type II1, et θ un automorphisme préservant
une trace normale fidèle τ satisfaisant τ(1) = 1. Nous montrons que si p est un entier, alors
|p|H(θ) ≥ H(θp), et si R est hyperfinie, alors |p|H(θ) = H(θp).
Le cas p = 0 est trivial ainsi que l’identité H(θ−1) = H(θ). Nous supposons donc p > 0. Soit ϵ > 0
et N une sous-algèbre de von Neumann de dimension finie de R et n0 ∈ N tels que

H(θp) <
1
r

H(N, θpN, . . . , θprN) + ϵ pour r ≥ n0.

Il est immédiat d’après les propriétés A et C que

H(N1, . . . , Nk) ⩽ H(N1, . . . , Nk, Nk+1)

pour des sous-algèbres de von Neumann de dimension finie N1, . . . , Nk+1 de R. Par conséquent,
pour n0 suffisamment grand, et r ≥ n0,

H(θ) + ϵ >
1
rp

H(N, θN, . . . , θrpN) ≥ 1
rp

H(N, θpN, . . . , θprN) >
1
p

H(θp) − ϵ/p.
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Ainsi pH(θ) ≥ H(θp).
Pour l’inégalité inverse, supposons R hyperfinie, donc il existe une suite croissante {Fj} de sous-
algèbres de von Neumann de dimension finie avec réunion dense faiblement dans R. Soit ϵ > 0. Par
le Théorème 2, il existe k, n0 ∈ N tels que∣∣∣∣H(θ) − 1

n
H(Fk, θFk, . . . , θnFk)

∣∣∣∣ < ϵ/p pour n ≥ n0. (1)

Soit m = dim Fk. Choisissons par le Théorème 1, δ > 0 si petit que pour N et P sous-algèbres de
von Neumann de dimension finie de R nous ayons

dim N = m, N
δ∼ P ⇒ H(N | P ) < ϵ/p. (2)

Puisque la suite {Fj} est croissante avec réunion dense dans R, il existe q ∈ N, q ≥ k, tel que
Fk, θFk, . . . , θp−1Fk ⊂ Fq. Choisissons r ∈ N si grand que

rp ≥ n0, (3)∣∣∣∣H(θp, Fq) − 1
r

H(Fq, θpFq, . . . , θprFq)
∣∣∣∣ < ϵ. (4)

Par la propriété C,

H(Fq, θpFq, . . . , θprFq) ≥ H(Fq, . . . , Fq, θpFq, . . . , θpFq, . . . , θ(r−1)pFq, . . . , θ(r−1)pFq, θprFq),

où toutes les répétitions se produisent p fois. En utilisant ceci avec la propriété F , nous obtenons
de (1)-(4),

H(θp, Fq) + ϵ >
1
r

H(Fq, θFq, . . . , θprFq)

≥ 1
r

H(Fk, θFk, . . . , θprFk) − 1
r

r−1∑
s=0

p−1∑
t=0

H(θsp+tFk | θspFq) − 1
r

H(θspFk | θspFq)

= p

rp
H(Fk, θFk, . . . , θprFk) − 1

r

p−1∑
t=0

H(θtFk | Fq) − 1
r

H(Fk | Fq)

> p(H(θ) − ϵ/p) −
(

p + 1
r

)
ϵ/p ≥ pH(θ) − 3ϵ.

Ainsi H(θp) ≥ pH(θ), comme affirmé.
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