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1. Introduction
La propriété T de Kazhdan pour les groupes [11] a d’abord été utilisée dans les algèbres de von
Neumann dans [3], où il a été montré que si Γ est un groupe discret dénombrable ayant la propriété
T (avec des classes de conjugaison infinies), le groupe fondamental de l’algèbre de von Neumann de
Γ est dénombrable. Dans [4], le premier auteur définit une propriété T pour les facteurs de type II1
et affirme qu’un groupe discret Γ a la propriété T si et seulement si son algèbre de von Neumann
a cette propriété. Le problème de rigidité est posé et quelques résultats sont mentionnés.

Dans cet article, nous définissons la propriété T d’une manière qui a un sens pour toute algèbre
de von Neumann et qui rend claire l’analogie avec la propriété de Kazhdan. Le concept clé est
celui de correspondance, qui joue le rôle d’une représentation d’un groupe. Alors que la théorie des
représentations d’un facteur de type II1 est simple (juste la constante de couplage), la structure de
ses correspondances est très riche. Il y a les notions de correspondance triviale et de coefficients,
ces derniers permettant de topologiser l’espace des correspondances. La propriété T signifie que la
correspondance triviale est isolée de celles qui ne la contiennent pas. Pour les facteurs de type II1,
la propriété est la même que celle de [4], mais tout facteur de type I a la propriété T.

Nous montrons que les facteurs de type II1 ayant la propriété T ne sont pas moyennables en un sens
fort : l’identité n’est jamais la limite d’une suite d’applications complètement positives, compactes,
décroissantes pour la trace. D’après le résultat de U. Haagerup dans [7], cela montre qu’un tel
facteur ne peut jamais être plongé dans l’algèbre de von Neumann d’un groupe libre.

Comme application de ce résultat, nous donnons une solution à un problème posé par C. Sutherland
dans [16]. Si Q est un groupe (discret dénombrable) et M est un facteur, un Q-noyau est un
homomorphisme θ : Q → Ext M ( = Aut M/Int M ). Dans [13], M. Nakamura et Z. Takeda
montrent comment associer une classe de cohomologie Ob(θ) ∈ H3(Q, π) qui est une obstruction
à l’existence d’un relèvement θ̂ : Q → Aut M . Dans [16], Sutherland montre que si Q est fini ou
si M est infini, alors Ob(θ) est la seule obstruction. Dans [15], A. Ocneanu montre que si Q et
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M sont moyennables, alors Ob(θ) est la seule obstruction. Nous montrons que si Γ est un groupe
discret infini quelconque ayant la propriété T et M est l’algèbre de von Neumann du groupe libre
à une infinité de générateurs, il existe un θ : Γ → Ext M avec Ob(θ) = 0 mais aucun relèvement
θ̂ : Γ → Aut M . Cela résout aussi certains problèmes apparentés que nous mentionnons. Les
problèmes restent ouverts pour des Γ plus généraux, par exemple Γ = Z ⊕ Z.

2. Propriété T
Soient M et N des algèbres de von Neumann. Par une correspondance de M vers N , nous entendons
un espace de Hilbert H qui est un M -module à gauche et un N -module à droite, avec des actions
normales qui commutent. Ainsi aξb a un sens pour a ∈ M , b ∈ N et ξ ∈ H.

Nous définissons une base de voisinages d’une correspondance donnée H comme suit : étant donné
ϵ > 0, ξ1, . . . , ξn ∈ H, x1, . . . , xp ∈ M et y1, . . . , yq ∈ N , soit U(ϵ, ξi, xj, yk) l’ensemble des correspon-
dances H ′ de M vers N telles qu’il existe η1, . . . , ηn ∈ H ′ avec |⟨xjηiyk · ηi⟩ − ⟨xjξiyk · ξi⟩| < ϵ pour
tous i, j, k. Les ensembles U forment la base d’une topologie sur tout ensemble de correspondances.
Les fonctionnelles bilinéaires de la forme x ⊗ y → ⟨xξy, η⟩ sont appelées les coefficients de la cor-
respondance. Les coefficients de la forme ⟨xξy, ξ⟩ définissent des fonctionnelles linéaires positives
sur le produit tensoriel algébrique M ⊗ Nopp.

Pour toute algèbre de von Neumann M , la représentation standard [6] est par construction un es-
pace de Hilbert qui est un M -bimodule. Nous l’appellerons la correspondance identité de M vers M .

Nous dirons que M a la propriété T s’il existe un voisinage U de la correspondance identité idM

tel que toute correspondance dans U contienne idM comme facteur direct.

Pour voir la signification de cette notion, supposons que M est un facteur de type II1. Alors dans la
représentation standard il existe un vecteur ξ0 ∈ H avec xξ0 = ξ0x pour tout x ∈ M , ∥ξ0∥ = 1. Ré-
ciproquement, si H est une correspondance de M vers M et ξ0 ∈ H, ∥ξ0∥ = 1, est un vecteur central
(c’est-à-dire ξ0x = xξ0 pour tout x ∈ M), on a ⟨xyξ0, ξ0⟩ = ⟨xξ0y, ξ0⟩ = ⟨xξ0, ξ0y

∗⟩ = ⟨yxξ0, ξ0⟩, de
sorte que ⟨xξ0, ξ0⟩ est la trace normalisée TrM(x). Le sous-espace fermé Mξ0 est un facteur direct de
H isomorphe à idM . Ainsi H contient un vecteur central si et seulement s’il contient idM . De plus,
si ξ ∈ H, ∥xξ −ξx∥ peut être contrôlé par les coefficients, et comme le noyau de TrM est l’enveloppe
linéaire des commutateurs [5], la “distance” de la fonctionnelle linéaire ⟨xξ, ξ⟩ à la trace peut être
contrôlée par des expressions de la forme ∥xξ −ξx∥. Avec ces commentaires, c’est un exercice simple
de montrer que M a la propriété T si et seulement si on peut trouver ϵ > 0, x1, . . . , xn ∈ M tels que
“Pour toute correspondance H de M vers M et tout vecteur ξ ∈ H, ∥ξ∥ = 1 avec ∥xiξ − ξxi∥ < ϵ,
il existe η ∈ H, η ̸= 0 qui est central : xη = ηx pour tout x ∈ M .”

Le résultat suivant nous permet de contrôler la distance d’un vecteur presque central aux vecteurs
centraux.

Proposition 1. Si M est un facteur de type II1 ayant la propriété T, alors Int M est ouvert et il
existe ϵ > 0, y1, . . . , ym ∈ M, K > 0 tels que pour tout δ ≤ ϵ et toute correspondance H de M vers
M avec un vecteur ξ ∈ H, ∥ξ∥ = 1, ∥yiξ −ξyi∥ < δ, il existe un vecteur central η avec ∥η −ξ∥ < Kδ.
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Démonstration. La preuve que Int M est ouvert est exactement comme dans [3]. Ainsi Int M est
fermé et, par la caractérisation des facteurs II1 pleins dans [2], il existe un ensemble fini u1, u2 . . . up

d’éléments unitaires dans M et c > 0 tel que ∥ξ∥2 < c
∑ ∥uiξ − ξui∥2 pour ξ ∈ L2(M), tr(ξ) = 0.

La même inégalité vaut si M agit sur une somme directe de copies de L2(M) (et tr est remplacé
par la projection sur les vecteurs centraux).

Soient ϵ > 0 et x1, . . . , xn comme dans la reformulation de la propriété T ci-dessus. Soit {yi} =
{xj} ∪ {uk}. Soit H une correspondance arbitraire et soit ξ ∈ H, ∥ξ∥ ⩽ 1 satisfaisant ∥yiξ − ξyi∥ ⩽
δ < ϵ. Décomposons H en H = H1 ⊕ H2 avec H1 un multiple de idM et H2 ne contenant aucun
vecteur central. Si ξ = ξ1 ⊕ ξ2, ∥ξ2∥ ⩽ δ/ϵ. Écrivons ξ1 = ξ′

1 + ξ′′
1 avec ξ′′

1 orthogonal aux vecteurs
centraux et ξ′

1 central. Alors ∥ξ′′
1 ∥2 ⩽ pcδ2. Au total

∥ξ − ξ′
1∥2 = ∥ξ′′

1 + ξ2∥2 < ((1/ϵ)2 + pc)δ2.

Soit maintenant Γ un groupe discret et µ : Γ × Γ → T un 2-cocycle (normalisé). La représentation
µ-régulière gauche de Γ sur ℓ2(Γ) est définie par

(λµ(g)f)(h) = µ(h−1, g)f(g−1h).

Alors λµ(g)λµ(h) = µ(g, h)λµ(gh). Cette représentation projective est déterminée, à équivalence
unitaire près, par la classe de cohomologie de µ et elle a la propriété que si g 7→ ug est une
représentation unitaire quelconque de Γ, alors g → λµ(g) ⊗ ug est une représentation projective
équivalente à une somme directe de copies de λµ. On peut supposer µ(g, g−1) = 1 pour tout g ∈ G.
Alors si Jf(g) = f(g−1), ℓ2(Γ) est une correspondance avec xξy = xJy∗Jξ.

Théorème 2. Soit Γ un groupe discret dénombrable. Supposons que λµ(Γ)′′ soit un facteur. Alors
λµ(Γ)′′ a la propriété T si et seulement si Γ a la propriété T de Kazhdan.

Démonstration. Supposons d’abord que Γ a la propriété T et que Γ est une correspondance. Alors
si π(g)ξ = λµ(g)ξλµ(g)−1, π est une représentation unitaire. Si ξ′ est un vecteur presque central
dans H, il est presque fixé par π, donc par la propriété de Kazhdan il existe un vecteur fixe ξ pour
π. Comme les λµ(g) engendrent λµ(Γ)′′, xξ = ξx pour tout x ∈ λ(Γ)′′.

Supposons maintenant que λµ(Γ)′′ a la propriété T. Nous utiliserons l’action duale de Rep(Γ) pour
associer des correspondances aux représentations de Γ. Soient y1, . . . , yn ∈ λµ(Γ)′′ et ϵ comme dans
la proposition 1. Nous pouvons supposer ∥yi∥2 = 1 pour chaque i. Écrivons yi = ∑

g∈Γ ci
gλµ(g), et

soit F un sous-ensemble fini de Γ tel que ∑
g /∈F |ci

g|2 < δ2. Soit g → π(g) une représentation unitaire
de Γ sur H et supposons qu’il existe ξ ∈ H, ∥ξ∥ = 1 avec ∥π(f)ξ − ξ∥ < δ pour tout f ∈ F .
Définissons alors la correspondance λµ(Γ)′′ − λµ(Γ)′′ ℓ2(Γ) ⊗ H par

λµ(g1)ξλµ(g2) = (λµ(g1) ⊗ π(g1))ξ(λµ(g2) ⊗ id).

Alors si ξ ∈ ℓ2(Γ, H) est défini par

ξ̂(g) =
{

ξ ifg = e
0 sinon ;
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nous avons

∥yiξ − ξyi∥2 =
∑
g∈Γ

|ci
g|2∥π(g)ξ − ξ∥2 ⩽ 4δ2 +

∑
f∈F

|ci
f |2∥π(f)ξ − ξ∥2 ⩽ 5δ2.

Donc pour δ petit, nous pouvons supposer qu’il existe un vecteur central η̂ ∈ ℓ2(Γ) ⊗ H avec
∥η̂ − ξ∥ ⩽

√
5Kδ. En considérant η̂ comme une fonction de Γ vers H, nous concluons que pour δ

suffisamment petit, η = η̂(e) ̸= 0. Mais comme η̂ est central, η est un vecteur fixe pour π. Ainsi Γ
a la propriété T de Kazhdan.

Remarque : en poursuivant l’analogie entre correspondances et représentations de groupes, on
vérifie facilement la caractérisation suivante des facteurs moyennables : M est moyennable si et
seulement si la correspondance identité est faiblement contenue dans la correspondance régulière.
(Ici la correspondance régulière désigne celle provenant de l’espace de Hilbert des opérateurs de
Hilbert-Schmidt sur la correspondance identité.)

Nous allons maintenant montrer une forte non-moyennabilité d’un facteur de type II1 ayant la
propriété T. Cela implique qu’il n’est contenu dans l’algèbre de von Neumann d’aucun groupe
libre.

Théorème 3. Soit M un facteur de type II1 ayant la propriété T. Alors il n’existe pas de suite Ψn

d’applications complètement positives avec Ψn(1) ⩽ 1, tr ◦Ψn ⩽ tr, Ψn(x) → x (dans L2) pour tout
x ∈ M , telle que Ψn soit un opérateur compact dans L2(M).

Démonstration. Par interpolation (voir [14]) Ψn définit une contraction dans tout espace Lp(M)
pour p ∈ [1, ∞]. (Nous n’avons besoin que de p = 2 et 4 et un argument simple permet d’éviter
l’interpolation.) Soit Hn l’espace de Hilbert associé à M ⊗ Mopp (produit tensoriel algébrique) et
à la forme sesquilinéaire positive ⟨a ⊗ b, c ⊗ d⟩ = Tr (Ψn(ac∗)bd∗). En faisant agir M à gauche et à
droite de la manière évidente, Hn devient une correspondance de M vers M et ξn = 1 ⊗ 1 ∈ Hn a
la propriété que

⟨xξny, ξn⟩ = tr (Ψn(x)y) x, y ∈ M.

Comme M a la propriété T, il existe par la proposition 1 une suite de vecteurs ηn ∈ Hn, ∥ηn−ξn∥ → 0
avec ηnx = xηn pour tout x ∈ M . Pour simplifier la notation, supposons Ψn(1) = 1, ∥ξn∥ = 1, et
∥ηn∥ = 1.

Estimons ∥xξn − xηn∥ pour tout x ∈ M . Nous avons

⟨xξn, xξn⟩ = tr (Ψn(x∗x)) ⩽ ⟨xηn, xηn⟩

de sorte que
∥xξn − xηn∥2 ⩽ 2⟨xηn, xηn⟩ − 2Re⟨xξn, xηn⟩

= 2Re⟨ηn − ξn, x∗xηn⟩ ⩽ 2∥ηn − ξn∥∥x∥2
4,

où ∥−∥4 est la norme dans L4(M). Ainsi ∥xξn −xηn∥ ⩽
√

2∥ηn −ξn∥ 1
2 ∥x∥4. De même ∥ξny−ηny∥ ⩽√

2∥ηn − ξn∥ 1
2 ∥y∥4 et ∥Ψn(x)ξn∥ ⩽ ∥x∥2 ⩽ ∥x∥4. Donc

|tr (Ψn(x)y) − tr (xy)| ⩽ |⟨Ψn(x)ξn, (ξn − ηn)y∗⟩| + |⟨Ψn(x)(ξn − ηn), ηny∗⟩|
⩽ 2

√
2∥ηn − ξn∥

1
2 ∥x∥4∥y∥4.
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Cela montre que pour tout ϵ > 0, ∥Ψn(x) − x∥2 < ϵ∥x∥4 pour n grand (rappelons que ∥Ψn(x)∥4 ⩽
∥x∥4).

Soit maintenant A = L∞((Z2)N) une sous-algèbre abélienne maximale de M , où ZN
2 est muni de la

mesure produit (1
2 , 1

2). Sur l’enveloppe linéaire L des fonctions

χi(x) = (−1)xi (x = (xi) ∈ (Z2)N)

l’inégalité de Khintchine [12] montre précisément qu’il existe C > 0 tel que ∥ξ∥4 ⩽ C∥ξ∥2 pour
tout ξ ∈ L (en fait on peut choisir C = 3 1

2 d’après [8]). Ainsi pour n grand et tout ξ ∈ L ⊆ L2(M)
nous avons ∥Ψn(ξ) − ξ∥2 ⩽ 1

2∥ξ∥2, ce qui contredit la compacité de Ψn.

Corollaire 4. Soit M un facteur de type II1 ayant la propriété T. Alors M n’est pas un sous-facteur
de λ(Fn)′′, où Fn est le groupe libre à n générateurs.

Démonstration. Dans [7], Haagerup montre que pour µ > 0 la fonction ϕ(w) = e−µlength(w) est une
fonction définie positive sur Fn. Il montre aussi que l’application Mϕ(λ(s)) = ϕ(s)λ(s) s’étend en
une application complètement positive Mϕ : C∗

1(Fn) → C∗
1(Fn). Mais sa preuve montre que Mϕ

s’étend en une application complètement positive de λ(Fn)′′ → λ(Fn)′′ qui est clairement compacte
sur ℓ2(Fn) = L2(λ(Fn)′′). Lorsque µ → 0, Mϕ → id dans ∥ − ∥2, et aussi tr ◦ Mϕ = tr. Si M était
contenu dans λ(Fn)′′, alors en composant Mϕ avec l’espérance conditionnelle sur M on obtiendrait
une suite contredisant le théorème 3. Notons que la conclusion du théorème est aussi valable pour
n = ∞.

3. Q-noyaux
Un Q-noyau est un homomorphisme θ : Q → Ext M (M un facteur). L’obstruction Ob(θ) ∈
H3(Q, T ) est définie comme suit. Pour chaque q ∈ Q, choisissons αq ∈ Aut M relevant θ(q).
Alors αqαr = Ad u(q, r)αqr pour des éléments unitaires u(q, r) ∈ M , et l’associativité implique
u(q, r)u(qr, s) = χ(q, r, s)αq(u(r, s))uq,rs pour un 3-cocycle χ(q, r, s). La classe de χ ne dépend pas
des choix effectués. La classe de χ est précisément l’obstruction à l’existence d’une extension N de
M avec une application v : Q → U(N) telle que v(q)Mv(q)∗ = M et Ad v(q)

∣∣∣
M

= αq mod Int M . La
classe de χ est aussi clairement une obstruction à l’existence d’un homomorphisme θ̂ : Q → Aut M
relevant θ. (Pour les détails, voir [16].)

Théorème 5. Il existe un facteur II1 séparable M , un groupe discret dénombrable Q et un Q-noyau
injectif θ : Q → Ext M avec Ob(θ) = 0 tel que θ n’admette pas de relèvement θ̂ : Q → Aut M .

Démonstration. Soit Q un groupe discret dénombrable infini quelconque ayant la propriété T (par
exemple SL(3,Z)). Choisissons une présentation 1 → F∞ → Fn → Q → 1 et une section ensembliste
q → q̂ pour π. Alors λ(F∞)′′ s’identifie à un sous-facteur de λ(Fn)′′ de manière évidente. De
plus, comme q̂r̂q̂r̂−1 ∈ F∞, il est clair que l’application q 7→ αq, αq(x) = λ(q̂)xλ(q̂)−1 définit un
homomorphisme θ : Q → Ext (λ(F∞)′′) qui est injectif puisque λ(F∞)′ ∩ λ(Fn)′′ = C. L’obstruction
Ob(θ) est nulle parce que l’extension existe par construction. Nous affirmons que q 7→ αq ne peut
pas être perturbé par des automorphismes intérieurs de façon à devenir une action. Car si cela était
possible, on pourrait trouver des éléments unitaires uq dans λ(F∞)′′ avec (Ad uqαq)(Ad uqαq) =
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Ad uqαq. Mais alors uqαq(ur) = µ(q, r)uqr pour un 2-cocycle µ : Q × Q → I, et les éléments
unitaires mutuellement orthogonaux uqλ(q̂) engendreraient une copie de λq(Q)′′ dans λ(Fn)′′. Avec
le théorème 2, cela contredit le corollaire 4.

Si N ⊆ M sont des facteurs II1 avec N ′ ∩ M = C et si le normalisateur unitaire N (N) engendre
M (c’est-à-dire que N est régulier), il est montré dans [1] que M se décompose comme une sorte
de produit croisé N ≈ G où G = N (N)/U(N) est discret. La question de savoir si ce produit
croisé tordu est nécessairement ordinaire est le problème 4 dans [9]. Il est clair, d’après la preuve
du théorème ci-dessus, que le sous-facteur λ(F∞)′′ ⊆ λ(Fn)′′ fournit un contre-exemple.

Il est bien connu que les automorphismes des facteurs sont presque toujours spatialement implé-
mentés. La seule exception est lorsqu’un facteur II∞ M agit avec un commutant de type II1. Ici,
un automorphisme est spatialement implémenté si et seulement s’il préserve la trace sur M (voir
[10]). On peut en outre se demander si un groupe d’automorphismes préservant la trace peut être
implémenté par une représentation unitaire du groupe. Le résultat suivant montre que la réponse
est non en général.

Corollaire 6. Il existe un facteur II∞ séparable M agissant sur un espace de Hilbert H avec M ′

de type II1 et une action préservant la trace d’un groupe discret dénombrable G sur M qui ne peut
pas être implémentée par une représentation unitaire de G sur H.

Démonstration. Soit G = Q comme dans le théorème 5. Comme [Fn : F∞] = ∞, λ(F∞)′ est de type
II∞ et q → Ad λ(q̂) définit une action de Q qui préserve la trace. Une implémentation unitaire de
cette action différerait de q → λ(q̂) par des éléments de λ(F∞)′′, donnant ainsi un plongement de
λ(G)′′ dans λ(Fn)′′ comme ci-dessus.

Le second auteur tient à exprimer sa dette envers Uffe Haagerup pour de nombreuses conversations
fructueuses.
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