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Résumé

Nous démontrons la convergence de Gromov—Hausdorff des espaces d’états, munis de la
fonction distance de Connes, des systémes d’opérateurs associés aux troncatures spectrales
pour les n-tores non commutatifs, n > 2. L’action du n-tore sur le n-tore non commutatif,
ainsi qu’un usage approprié des intégrales de Bochner, nous permettent de construire un
isomorphisme d’ordre approché C' qui établit la convergence. Le résultat de convergence
antérieur pour le cas classique des tores [20] en découle comme cas particulier de notre résultat.
Nous concluons en étudiant les C*-enveloppes et les nombres de propagation des systémes
d’opérateurs tronqués et montrons que les propriétés structurelles des systemes d’opérateurs
tronqués pour les tores persistent sous déformation.

1 Introduction

Connes et van Suijlekom [7] ont introduit la notion de troncatures spectrales en géométrie non
commutative, motivés par l'observation que, dans de nombreuses situations physiques, seule une
portion finie du spectre est accessible. On peut donc chercher & comprendre le systéme sous-jacent
en ne retenant que les données spectrales en dessous d’un seuil prescrit et en étudiant 'approxi-
mation de dimension finie qui en résulte. Les auteurs de [8] ont souligné que notre compréhension
de la géométrie de l'espace-temps est contrainte par la résolution de nos instruments de mesure;
par conséquent, nous ne pouvons déterminer I’espace métrique sous-jacent qu’a une résolution finie
pres. Cela conduit a la question directrice de savoir si, en considérant des procédures limites appro-
priées a mesure que la troncature est progressivement relachée, on peut récupérer de I'information
géométrique a partir de ces modeles tronqués.

Nous partons d’un triplet spectral (A, H, D) pour une C* algebre unifére o7 et obtenons les systémes
tronqués {(PyAPy, P\HPy, P\DPy)} x>0 par les projections spectrales Py, de D sur les espaces
propres de valeurs propres de module < A. Ces systémes tronqués sont des triplets spectraux
de systeémes d’opérateurs de dimension finie et sont appelés troncatures spectrales de (A, H, D).
Supposons que la fonction distance de Connes [5, 6], donnée par

da(¢, ) = Elelg{ld)(a) —¢(a)| : [D,a] <1},

induise la topologie faible x sur I'espace des états S(&7) ; de maniére équivalente, le triplet spectral
donné induit un espace métrique quantique compact au sens de Rieffel [24, 25]. Si ker([PyD Py, .])
ne consiste qu’en les scalaires pour tout A > 0, alors la dimension finie du systéme d’opérateurs

Référence : article arXiv https://arxiv.com/pdf/2610.01132.pdf
Traduction : Denise Vella-Chemla, octobre 2026.


https://arxiv.com/pdf/2610.01132.pdf

tronqué assure que la fonction distance de Connes correspondante, avec A remplacé par Py AP,
et D remplacé par PyDP,, induit la topologie faible * sur les espaces d’états S(Py</ Py) pour
tout A > 0. Avec cette formulation, le probleme de la troncature spectrale demande si la famille
{S(Pro? Py)}a converge vers S(f) en distance de Gromov—Hausdorff lorsque A — oo. Comme
mentionné dans [27], ce probléme est extrémement intéressant et important.

Bien que nous ayons mentionné le probleme de la troncature spectrale dans le cadre de Gromov—
Hausdorff, une autre approche possible consiste a considérer la distance de Gromov—Hausdorff
quantique [26, 1], comme souligné dans [20]. Nous notons que ces deux notions de convergence
ne sont pas équivalentes [15]. Cependant, dans le cas que nous considérons dans cet article, la
convergence de Gromov—Hausdorff implique encore la convergence de Gromov—Hausdorff quan-
tique, comme il découle de la Proposition 2.2.4 dans [16]. Nous notons la notion apparentée de
propinquité [17, 18], principalement formulée pour les C*-algebres. Des exemples de convergence de
troncatures spectrales incluent le cas classique du cercle, ou plus généralement, des n-tores [29, 20].
Voir aussi [28] pour un travail apparenté. Une variante du probleme de troncature spectrale, a savoir
la convergence des troncatures de Peter—Weyl, a été établie pour les groupes métriques compacts
[12] et les groupes quantiques compacts co-moyennables [19]. Voir aussi [27] pour un traitement
apparenté des troncatures de Fourier.

Sans doute I'un des exemples les plus fondamentaux et les plus étudiés de géométrie non commuta-
tive est le n-tore non commutatif (n > 2) Ag [23], ou © est une matrice n x n réelle antisymétrique,
avec l'opérateur de Dirac canonique provenant de 'action ergodique de T". Il est connu depuis les
premiers travaux de Rieffel [24] que le triplet spectral canonique (A@, L*(Ag, T)®C? el D) induit
une structure métrique quantique sur Ag (voir [21] pour le cas plus général des §-déformations).
Le probleme de la troncature spectrale a un sens dans ce cas, et nous établissons la convergence de
Gromov—Hausdorff des espaces d’états, lorsqu’ils sont munis de la fonction distance de Connes, des
systemes d’opérateurs associés aux troncatures spectrales pour Ag. La convergence est également
valable vis-a-vis de la distance de Gromov—Hausdorff quantique.

Un role crucial dans notre analyse est joué par I'action du tore T™ sur Ag et un usage approprié
des intégrales de Bochner. Cela nous permet de construire un C'-isomorphisme d’ordre approché
introduit dans [29], ce qui nous permet d’établir la convergence. Une conséquence agréable de notre
travail est que I'analyse reste valable dans le cas © = 0, qui est la situation classique du n-tore
C*°(T™). Ainsi, la machinerie d’analyse harmonique employée dans [20] peut étre évitée, car elle est
de toute facon spécifique au cadre commutatif. Il convient toutefois de noter que le travail fondateur
[20] a été le premier & dépasser la dimension un ; notre contribution étend cette perspective au-dela
du cadre classique au n-tore non commutatif, I'un des exemples fondamentaux de la géométrie non
commutative.

Nous concluons I'article par une analyse plus approfondie de la structure des systémes d’opérateurs
tronqués. Nous calculons la C*-enveloppe [2, 14] et le nombre de propagation [7] de chaque systéme
d’opérateurs tronqué et montrons que ceux-ci coincident, a isomorphisme pres des C*-enveloppes,
avec les structures correspondantes obtenues dans [20] pour le cas classique des tores. En d’autres
termes, les propriétés structurelles des systemes d’opérateurs tronqués pour les tores persistent
sous déformation. La structure des duaux pour les systemes d’opérateurs tronqués reste largement



inexplorée, malgré nos efforts, tout comme dans le cas classique des tores.

L’article est organisé comme suit. Dans la Section 2, nous rappelons les faits essentiels sur les
tores non commutatifs, les espaces métriques quantiques compacts, et les mesures vectorielles et
intégrales de Bochner. La Section 3 discute du candidat pour I'isomorphisme d’ordre approché C*.
La Section 4 est la section principale, ot nous démontrons la convergence. Enfin, dans la Section 5
nous étudions les C*-enveloppes et les nombres de propagation des systemes d’opérateurs tronqués.

2 Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons brievement la terminologie et les résultats nécessaires dont nous
avons besoin dans cet article. Des références appropriées sont fournies pour les lecteurs intéressés
a approfondir.

2.1 Tores non commutatifs et opérateurs de Dirac

Nous rappelons le n-tore non commutatif de [23]. Soit © une matrice n x n réelle antisymétrique.
Le n-tore non commutatif Tg est la C*-algebre universelle engendrée par n unitaires Uy, ..., U,
satisfaisant U,U, = e2™©xU,Uy, ou k,£ € {1,...,n}. Tout au long de cet article i désignera /—1.
Sur Tg, le groupe de Lie compact connexe T™ agit comme suit :

(21,-y20) . Uj=2U;; j=1,... n.
La sous-algebre dense lisse de Tg sous 'action ci-dessus est
Ag = {Zrezn a,U": (a,) € S(Z"), r = (r1,...,m) € Z”},

appelée le n-tore non commutatif lisse, ou U” := U* ... U, et S(Z") désigne l'espace vectoriel des
multisuites (a,) a décroissance rapide. Lorsque © = 0, nous avons Ty = C(T") et Ay = C°(T").

Pour k = (ki,...,k,) € Z", nous notons e := Ut" ... U Nous avons les faits suivants :
Lemme 2.1. Nous avons ce qui suit :
exer = w(k, )epre, w(k, ) := e Lgrcyn Orikilr ¢ St
e; = w(k,—k)e_y, exet = w\ —v,v)eny.
De plus,
wlk, 0+ 1) = w(k, Ow(k, '), wlk+ £, 0) =w(k, Ow(k',0), w(k,0) =w(0,k) =1,
et nous avons lidentité de cocycle w(k,)w(k + ;1) = w(l,r)w(k, L+ 7).

La fonctionnelle T( >k akek) := ag est une trace fidele sur Ag, invariante sous l'action, et la famille

{ex : k € Z™} est orthonormée pour le produit scalaire (a,b), := 7(a*b). L’espace de Hilbert GNS
L?*(Ag, T) est isomorphe & (%(Z") et nous avons la représentation fidele de Ag sur L?(Ag, 7) par la



représentation réguliere gauche 7w, (a)(b) := ab.

Si 'on suppose en outre que le réseau Ag engendré par les colonnes de © est tel que Ag + Z" est
dense dans R", la C*-algebre Tg devient simple [13, Page 537]. Mais dans notre cas, la simplicité
n’est pas nécessaire et nous ne requérons aucune hypothese sur © hormis 'antisymétrie.

Soit {v1, ..., v, } la base standard de I'algebre de Lie R"™ de T et les dérivations associées {4y, ..., d,, }.
Nous notons 4, simplement par ¢;. Ces dérivations sont données par

Sj ( >or arer) =), irjG€,. (2.1)

Ce sont des *dérivations et elles commutent. Notons N = 21"/2. Sur I’espace de Hilbert H :=
L*(Ae, 7) @ CN = £*(Z") ® CN, considérons 'opérateur non borné D = 37, §; ® 0, ot ; = —i 0
avec 0; défini en (2.1). Ici, 0y, ..., 0, sont les matrices gamma de Clifford dans My (C) satisfaisant
000+ 0xop = 200, pour £,k € {1,...,n}. Alors D est un opérateur non borné essentiellement auto-
adjoint agissant sur H de domaine Ae ® CV, et D a une résolvante compacte. Le tuple (Ae, H, D)
est un triplet spectral nt-sommable pour Tg. Pour le calcul différentiel pour ce triplet spectral,
nous renvoyons a [4]. Nous avons

[D,m(a)] = X1 7 (0u(a)) ® oy, (2.2)
et
D=y ely,  De®€) = ke @¢, (2.3)

pour tout £ € CV.

Par souci de brieveté notationnelle, tout au long de 'article, nous omettons le symbole de repré-
sentation 7 et considérons simplement Ag concrétement a l'intérieur de B<L2 (Ao, T) ® (CQWQJS

2.2 Espace métrique spectral et isomorphisme d’ordre approché (!

Nous rappelons brievement quelques préliminaires sur les espaces métriques quantiques compacts,
développés par Rieffel [24, 25|, motivés par Connes [5, 6]. Nous utiliserons la reformulation en
systemes d’opérateurs de la construction de Rieffel. Pour une discussion détaillée, nous renvoyons
a [16] (ou, voir [3] pour un apercu rapide).

Definition 2.2. Soit X un sous-espace fermé auto-adjoint unifére d’une C*-algebre unifére of ,
appelé systéme d’opérateurs complet unifére. Une semi-norme L : X — [0,00] est appelée Lip-
norme si elle satisfait les conditions suivantes :

1. L est x-invariante et L(x) = 0 si et seulement si x € C;
2. L’ensemble dom(L) := {x € X : L(x) < 0o} est dense dans X ;



3. La fonction suivante (métrique de Monge—Kantorovic)

d"(¢,9) = sup{lo(x) — ()| : L(x) < 1}

métrique la topologie faible x sur l’espace des états S(X).

Le couple (X, L) est appelé un espace métrique quantique compact et L est appelée une Lip-norme.

Un triplet spectral de systémes d’opérateurs (E, H, D) (voir Déf. 1.1 [20]) pour lequel (E, Lp) est
un espace métrique quantique compact, ou Lp(e) := [D, e], est appelé un espace métrique spectral,
ou triplet spectral métrique. Les tores non commutatifs sont des espaces métriques spectraux pour
le triplet spectral canonique discuté en Sec. 2.1 [24, Thm. 4.2].

Soient (X, Lx) et (Y, Ly) des espaces métriques quantiques compacts, et considérons les projections
coordonnées qx : X @Y — X et gy : X®Y — Y. Une Lip-norme L sur X @& Y est dite
admissible si dom(L) = dom(Ly) @ dom(Ly) et si les semi-normes quotients induites par L sur
les parties auto-adjointes X, et Y, coincident avec les restrictions de Ly et Ly, respectivement.
Etant donnée une telle L, les projections coordonnées induisent des plongements des espaces d’états
7% S(X) =>S(XdY)et g5 : S(Y) = S(X dY). La distance de Gromov-Hausdorff quantique
entre (X, Lx) et (Y, Ly) est définie par

dist, (X, Lx), (Y, Ly)) == inf {dist}; (¢4(S(X)), q5(S(Y))) : L admissible}

ou distﬁ est la distance de Hausdorff mesurée par rapport a d’. Cette définition coincide avec
la définition originale de Rieffel dans [26] appliquée aux espaces a unité d’ordre dom(Lx)s, et
dom(Ly)s,, voir [16, Lemma 2.2.2].

Il s’ensuit que distq<(X, Lx), (Y, Ly)> > distGH((S(X),dLX), (S(Y)7dLY)), ou distgy désigne la
distance de Gromov-Hausdorff classique. Cependant, ces deux métriques (formellement parlant,
sur les classes isométriques) ne sont pas équivalentes [15].

Definition 2.3 ([29]). Soient (E,H, D) et (Ex, Ha, Dy), pour tout A > 0, des triplets spectraux
de systémes d’opérateurs tels que les topologies sur les espaces d’états S(E) et S(Ey), pour chaque
A >0, définies par la fonction distance de Connes coincident avec les topologies faibles x sur ceux-
ci. Des applications linéaires py : E — Ej et op : Ex — E forment un isomorphisme d’ordre
approché C* si

1. pp et op sont uniferes et positives ;

2. pa et op sont Cl-contractantes, c’est-a-dire qu’elles sont contractantes d la fois par rapport
d la norme et par rapport a la semi-norme de Lipschitz ||[D, -]||, respectivement ||[Dy, ]|,
i.e.,

[[Da, pa(e)]ll < [[[Dse]l] (e € E),
[[D,oa(D)]|| < [[[Da, TNl (T € En).
3. nous avons ||le — ap o pa(e)|| < Yall[D,e]ll et |T — pa 0 oa(T)|| < Yal|[Da, T]|| pour un filet
(7a) a0 avec yo — 0 lorsque A — oo.

Nous appelons la collection de couples d’applications (pa,on) un isomorphisme d’ordre approché
Ct.



Le résultat suivant est un excellent dispositif pour démontrer la convergence des troncatures spec-
trales en distance de Gromov-Hausdorff. La convergence de Gromov—Hausdorff quantique s’ensuit
alors automatiquement de la Proposition 2.2.4 dans [16].

Théoréme 2.4 (Thm. 5, [29]). Supposons que (E, H, D) et {(Er, Hg, Dr)}r>0 soient des triplets
spectrauz de systémes d’opérateurs tels que les topologies sur les espaces d’états S(FEr) et S(F)
définies par les fonctions distance de Connes dg, et dg, respectivement, coincident avec les topo-
logies faibles * sur ceuz-ci. Si (pr,oRr) est un isomorphisme d’ordre approché C* pour (E, H, D)
et {(Er, Hg, DRr)}r>0, alors les espaces d’états {(S(ER),dgy)}r>0 convergent vers (S(E),dg) en
distance de Gromov-Hausdorff.

2.3 DMesure a valeurs vectorielles et intégrale de Bochner

Nous rappelons quelques résultats nécessaires sur les mesures a valeurs vectorielles et les intégrales
de Bochner dont nous avons besoin dans cet article. Pour les faits généraux, nous renvoyons a

[9, 10).

Lemme 2.5 (8.6.4, [9]). Soit X un espace de Banach et fi : [0,1] — X des fonctions continiment
différentiables telles que (1) > fx(to) converge dans X pour un certain ty € [0,1], et (i) >y fi(t)
converge uniformément sur [0, 1]. Alors >, fx(t) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction
Cl g, et g(t) =X, fi(t) pour tout t.

Théoréme 2.6 (Théoreme 2, Section 2.1, [10]). Soit (2,3, u) un espace mesuré fini et soit X un
espace de Banach complexe. Une fonction f:Q — X est u-mesurable si et seulement si

1. f est p-essentiellement a valeurs séparables, c’est-a-dire qu’il existe E € ¥ avec u(FE) =0 et
tel que f(2\ E) soit un sous-ensemble (pour la norme) séparable de X, et

2. f est faiblement p-mesurable.

Corollaire 2.7. Supposons que §2 soit un espace métrique compact et que X contienne la o-algébre
de Borel de 2. Si f : Q0 — X est continue, alors [ est pu-mesurable.

Démonstration. Pour tout z* € X*, la fonction z* o f : 2 — C est continue et donc p-mesurable.
Ainsi f est faiblement py-mesurable. Comme €2 est métrique compact, il est séparable, et par consé-
quent f(2) est séparable. Donc f est p-essentiellement a valeurs séparables en prenant F = &. Le
résultat découle du Théoreme 2.6. O

Théoréme 2.8 (Théoreme 2, Section 2.2, [10]). Une fonction p-mesurable f : Q@ — X est intégrable
au sens de Bochner si et seulement si [q || f|| dp < 0.

Lemme 2.9. 57 X est un espace de Banach et f : Q — X est continue sur un espace métrique
compact Q0 muni d’une mesure de Borel finie u, alors [ est intégrable au sens de Bochner.

Démonstration. Par le Corollaire 2.7, f est p-mesurable ; comme €2 est compact et f continue, || f]|
est bornée, donc [, || f|| du < u(Q2) supg || f|| < oo. Appliquer le Théoréeme 2.8. O



Théoréme 2.10 (Théoreme 9, Section 2.2,[10]). Soit f intégrable au sens de Bochner sur [0, 1] par
rapport a la mesure de Lebesque. Alors pour presque tout s € [0,1] on a

h—0

1 rst+h
timy [ 17(0) = £(5) e =0,

Par conséquent, pour presque tout s € [0,1] on a

. 1 rsth p
lim [ f)dt = f(s).
Pour le lemme suivant, pour chaque ¢ € [0, 1], la dérivée de g : R — X est une application linéaire
bornée ¢'(t) € B(R,X). 1l existe un isomorphisme isométrique canonique J : X — B(R, X),
défini par J(z)(s) := sz, d'inverse J!(f) := f(1). Sous cette identification, nous considérons ¢'(t)
comme le vecteur ¢'(t)(1) € X. Par conséquent, la continuité en norme de t — ¢'(t) € B(R, X) est
équivalente a la continuité en norme de t — ¢'(¢)(1) € X. De plus, comme ||¢'(¢)|| = ||¢'(t)(1)],
pour tout t € R, ¢’ est intégrable au sens de Bochner si et seulement si ¢/(+)(1) est intégrable au
sens de Bochner.

Lemme 2.11. Si g: R — X est telle que g’ est continue en norme, alors g est intégrable au sens
de Bochner sur [0,1] et g(1) — g(0) = [y ¢'(t) dt.

Démonstration. Définissons é(t) := [f ¢'(s) ds. Par le Théoreme 2.10, ¢ est différentiable et ¢/(t)

g'(t). Donc (g — @) = 0, donc g — ¢ est constante. Par conséquent, g(1) — g(0) = ¢(1) — ¢(0)
1

0 g'(t)dt.

ool

Remarque 2.12. Si nous supprimons l'identification énoncée ci-dessus, alors si g : R — X avec
t — ¢'(t) € B(R, X) continue en norme, alors sur [0,1], ¢ — ¢'(¢)(1) € X est intégrable au sens
de Bochner et g(1) — g(0) = [y ¢'(t)(1) dt. Cela reste démontrable en prenant ¢(t) := fi ¢/(s)(1) ds,
alors & nouveau /(1) = /(1) € B(R, X), car [[6(t+h) —6(8) — () (1) /] < supy,_ycy I(5)(1)—
¢'(t)(1)||. Pour une justification appropriée, voir [9, Page 335].

Lemme 2.13 (Théoreéme 4, Section 2.2, [10]). Pour f : Q — X intégrable au sens de Bochner,
| fo £ ]| < Jo 1 £1] dp.

Théoréme 2.14 (Théoreme 3, Section 2.2, [10]). Soit (2, X, 1) un espace mesuré fini et soit
(fn) une suite de fonctions X-valuées intégrables au sens de Bochner sur €. Silim, .o f, =

f en p-mesure, i.e., limnﬁoou<{w e Q: fu—1Ff > 5}) = 0 pour toute > 0, et s’il existe
une fonction réelle g intégrable au sens de Lebesgque (p-) sur Q avec f, < g p-presque partout,
alors f est intégrable au sens de Bochner et lim,, o [ fndi = [5 fdp pour tout E € . En fait,

iy o0 foy f — fodpt = 0.

Corollaire 2.15. Dans le méme cadre que le Théoréeme 2.1/, si f, — f uniformément sur €,
chaque f, étant intégrable au sens de Bochner, alors f est intégrable au sens de Bochner et

Jo fadp — Jq f dp.

Démonstration. Comme f, converge vers f uniformément, la convergence en p-mesure s’ensuit. De
plus, il existe N € N tel que [|f,(w) — fy(w)]| < 1 pour tout n > N et w € Q. Soit g : 2 — R
définie par g(w) := 1+ > <p<n || fu(w)]]. Comme chaque f;, est intégrable au sens de Bochner, || fi||
est p intégrable. Donc, g est u intégrable. De plus || f,.|| < g pour tout n € N. 0



Théoréme 2.16 (Théoreme 6, Section 2.2, [10]). Soit T un opérateur linéaire fermé défini dans
X et a valeurs dans un espace de Banach Y. Si f et T'f sont intégrables au sens de Bochner par

rapport a [, alors
()= 1
E E

Lemme 2.17. Si f, : Q@ — X avec ||fe(2)|]| < My pour tout x € Q et ) My, < oo, alors Yy, fr
converge uniformément sur €.

pour tout £ € X.

Démonstration. Mot pour mot a partir du test M de Weierstrass réel ou complexe, en utilisant la
complétude de X et le critere de Cauchy pour la convergence uniforme. U

3 Un candidat pour I’isomorphisme d’ordre approché C'

3.1 Les applications oy, pr et la structure métrique quantique sur les
systemes d’opérateurs tronqués

Considérons le triplet spectral canonique (Ag, L*(Ag,T) ® c2 , D) pour le tore non commutatif
décrit en Section 2.1. Pour R > 0 posons Ag := {k € Z" : ||k|| < R}, et N := #Ag. La projection
spectrale de D sur [—R, R] est

Pr = Ep([-R, R]) = Ep:2(]0, R?]) = EZ?:l 52([0, R?]) @ Iyins2) = P}% ® Iyins2) (3.1)

J

olt P} est la projection orthogonale sur span{ey : k € Ag} C L?(Ae, 7). Nous avons rank(P3) = Ng
et Hp = Pp(L2(Ae,7) ® C*™) = PYI2(Ae,7) ® C*™ = HY @ C2"'* . Par conséquent,
dim(Hg) = rank(Pg) = 21"2I Ny et dim(HY) = Ng. De toute évidence, chaque Pr commute avec
D.

Notons Er := Pym,(Ae)Py C B(HY) = My, (C). Pour T € B(HY), définissons T, := (ey,Te,),
A, v € Ag. Nous écrivons Dy := PrDPg, et par conséquent pour le triplet spectral de systemes
d’opérateurs (Eg, Hg, D), nous avons mg : Fr — B(Hpg) défini par mr(T) := T & Iyn2. Nous
réservons ces notations tout au long de l'article :

Eg = PYm.(Ae)PY, Hg = PYL2(Ae,7) ® C2"* = HY @ C2"'* | Dy := PrDPp (3.2)

oll Pr = P} ® Iyn/2) comme en (3.1).

Motivés par le cas classique des tores [20], nous définissons les applications pg : Ao — Er C B(HY)
et or : B(HY) — Ag par

pR(a’) = P}%WT(Q)P}%v UR(T) = NLR Z)\,VGAR T)\V 6,\6;- (33)

Observons que g o pr(a) = PraPg pour tout a € Ag.
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Lemme 3.1. Pour a =Y, axer € Ao, si pr(a) :=T, alors
Ty, = ay_,wA—1v,v), A\vEAg.
Démonstration. Nous avons
Ty, = (ex, T (a)e,) = T(erae,) = X apt(esere,) = S apw(k, v)T(exersy),

ce qui montre que T(eXexir) = Ox kv, forcant k = X\ — v. U

Maintenant, nous présentons un résultat général. Pour des espaces de Hilbert H, K et un vecteur
unitaire £ € K, application V; : H - H® K, donnée par V¢(n) := n®¢, est une isométrie linéaire.
Pour T € B(H) et S € B(K),

VAT ® )V = (SE, ) T.

Lemme 3.2. Soient n > 2 et K un espace de Hilbert. Considérons X =377 X; ® 0; € B(K ®

(CQWQJ) pour certains Xi,...,X, € B(K), et oy,...,0, € B (CQWQJ> sont des matrices auto-
adjointes satisfaisant O‘Z =1 etoyo, + 0,0, =0 pour u # v.

Pour p=1,...,n, soit {&+ 1< j <2271 e {¢h= 1 < j < 221} des bases orthonormées
des espaces propres pour les valeurs propres +1 et —1 de o, respectivement. Soient Vlf’i K —
K ® C2"™™ les isométries N n®EE et définissons

j% )
1 gln/2]—-1 ' ' ' .
ou(T) = g 2. (VI TVt — (vim )y Tvio).
Alors
¢, (X)=X,, et donc || X,| <|IX], w=1...,n.
Démonstration. Fixonsun p € {1,...,n}. Comme n > 2, choisissons v # u. La relation d’anticom-

mutation implique que o, envoie unitairement 1’espace propre pour +1 de o, sur ’espace propre
o
pour —1 de o,. Donc ces espaces propres ont la méme dimension, a savoir 2ln/2]-1,

EpY e
Comme 0,&™ = +£7=, nous avons

n

(VI XVIE =3 (0,87 €75 X,

v=1
Pour v # p, en utilisant la relation d’anticommutation, nous obtenons 0,0, = —0,0, et donc
Ity — it JE
0,(0,87) = —0,0,8" = Fo 7.

Ainsi al,/ff;i appartient a ’espace propre pour F1 de o, tandis que ffji appartient a I’espace propre
pour £1. Comme o, est auto-adjointe, ces espaces propres sont orthogonaux. D’otu

(0,E05,6%) =0,  v#u



D’autre part, (0,857, &0%) = 1 et (0,87,87) = —1. Par conséquent, (V7)*XVI+ = X, et
(V™) XV}~ = —X,,. Par conséquent,

1 oln/2]-1
CI)M(X) = 9[n/2] Z XM - (_X,u))
j=1
1
:2mm2lm?ﬂxpzxp

Enfin, comme V™ est une isométrie, ||(V7*)*TV/*| < ||T||. D’ou

12 N o
19,01 < 5y X IV TVIH | + v TV~
J:
1 ol
< WQL /2 12||T|| = ||77[-
En prenant 7' = X, on obtient ||X,| = |®,(X)| < ||X]. O

Sur HY = span{ey : A = (\1,...,\,) € Ar}, définissons

Ley = ey, c’est-a-dire L, = P}é, P}, (3.4)

pour p = 1,...,n. Ainsi, L, est la restriction de la dérivation d, a I'espace tronqué. Observons
aussi que les L, commutent entre elles, étant des matrices diagonales.

Lemme 3.3. Nous avons Dg = 3_7_; L; ® 0;, et par conséquent, pour T' € Er C B(HY),

[DR,T® ]2Ln/2J] = Z[LjaT] ® oy,

j=1
avec [L,, Tla = (A — v,)Tow. De plus, nous avons ||[L,, T)|| < ||[[Dr, T & Iyins]]-

Démonstration. Comme Pr = P,%@IQLn/gJ, nous avons D = Z?:l L;®0;. Comme L, est diagonale
avec Lyex = Ayey, si T = [Tyy|aveny, alors (L, 1)y, = AT et (T'L,)y = Tyv,. Do, [L,, Ty, =
(A — vu)Th, et Pexpression souhaitée du commutateur s’ensuit. Enfin, en appliquant le Lemme
3.2 avec K = HY, I'inégalité requise s’ensuit. O

Proposition 3.4. (Eg, Lr) sont des espaces métriques quantiques compacts pour tout R > 0, ot
Lr(T) := ||[Dr, T ® Lyins2]||, pour T € Eg.

Démonstration. De toute évidence Lgr(T) = Lgr(T*), et nous montrons que ker(Lg) = C.Iy,.
Supposons [Dg, T'®Iyins2)] = 0. Par Lemma 3.3, nous obtenons [L,,T] = 0 pour p = 1,...,n, ce qui
implique en outre que [L,, T]x, = (A, —v,)Th, = 0 pour tous A\, v € Ag. Donc lorsque A # v, nous
avons Ty, = 0, et siT = pgr(a) € ER, alors pour tout A € Ag, nous avons Ty, = ay_\xw(A—\, \) = ag
par Lemma 3.1. Cela implique que 7" = agly,,, et par conséquent 1" est scalaire. La réciproque est
évidente. Par conséquent, L induit une norme sur Er/C. Iy, et en raison de la dimension finie
elle est équivalente & la norme quotient |.||,. Par [24, Theorem 1.8}, la métrique induite par Lg sur
Iespace des états S(Er) métrique la topologie faible % sur celui-ci. U
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3.2 Compositions et C'-contractivité de pr et op

ot « : L. . or 0 PR
Dans cette sous-section, nous obtenons les expressions précises pour les compositions o et
pr o og. Ceci est suivi par la démonstration de la C'-contractivité des applications pr et ox.

Rappelons le résultat suivant de [20].

Lemme 3.5. Pour k € Z", soit Np(Agr,k) == #{(\,v) € A% : X —v = k} et mg(k) =

NL(AR, k)/Nr, alors
1. mg(k) € [0,1].
2. m ()—082]€¢AR—AR
3. mR(kz) = mR(—k).
4. De plus définissons L(k) := B(0,R) N B(k,R) NZ", et N;(R,k) = #L(k). Alors mg(k) =

5. Pour k € Z™ fixé, mgr(k) — 1 lorsque R — oc.

Démonstration. Pour (i), de toute évidence pour chaque v € Ag, il y a au plus un A € Ag tel que
A—v = k. Les parties (i4) et (i) sont faciles. Pour (iv), soit A(k) := {(\,v) € A% : A—v = k}. Alors
¢ : A(k) — L(k) définie par ¢((A\,v)) := A, est une bijection bien définie d'inverse A — (A, A — k).
La partie (v) découle de [20, Lemma 3.7]. O

Proposition 3.6. Nous avons

R0 pr = Fp, ou FmR(Zk akek) = Y mg(k)aer, (3.5)

et
PrO 0Rr = Sy, sur Eg, ou (SmR(T))/\ =mpr(A —v)Th,. (3.6)

v

Démonstration. Soit a = Y, arex. Alors

1
orpr(a) = 5 Y (pr(@)rere;
R MVEAR
Par le Lemme 3.1 et 2.1, nous obtenons (pr(a))r, = ax—, w(A )et exel =wA—v,v)ex,
Nous avons
1 1
orpr(a) = — ay_yw(A—v,v) - wA—1v,v)ex, = A)—pEr_p

La phase s’annule exactement, pour tout ©. En regroupant par k = A — v (il y a exactement
Np(Ag, k) tels couples), on obtient orpr(a) = > mr(k)arer = Fr,p,(a), ce qui prouve (3.5).
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Pour (3.6), soit T' = [T\,]r, € Er C B(HY), T = pr(a), de sorte que Ty, = ay_,w(A — v,v). Par
(3.3), or(T) = F,.,(a), avec coefficients de Fourier (o0g(T))r = mg(k)ai. Donc, par Lemma 3.1
LOUS avons

(,OR(O'R(T))),\,, = (O'R<T)))\,,,w()\ — U, V) = mR()\ — V)a,\,,,w()\ — U, V) = mR()\ — I/)T/\,,.
D’ou pROO'R(T) = SmR<T) 0]
Nous passons maintenant a la démonstration de la C'-contractivité de (pr, o). Rappelons que pour

toute projection P € B(H) et m une *-représentation unifere de A sur H, 'application a — Pw(a)P
est compléetement positive et contractante, i.e.

|Pm(a)P]| < ||w(a)||, ou, plus généralement, ||PXP| < || X]|, (3.7)

pour tout X € B(H).

Proposition 3.7. Pour chaque R > 0, lapplication pr est unifére, complétement positive, C*-
contractante.

Démonstration. L’unitalité, la complete positivité et la contractivité en norme (||pr(a)|| < ||7-(a)|| =
la]|) découlent de (3.7), puisque pr est une compression par la projection P3 de la *-représentation
7,. Comme Pg commute avec D, nous obtenons de (3.2) ce qui suit :

[DR, WRpR(CL)] = DRPRGPR - PRGPRDR = PR[D7(I]PR,

et donc par (3.7), nous obtenons ||[Dg, mrpr(a)]l| < ||[D,d]. O

Pour prouver la méme chose pour 'application og, rappelons le résultat suivant.

Théoréme 3.8 (Théoreme 3.14, [22]). Soient B une C*-algébre et ¢ : M,(C) — B une applica-
tion linéaire. Supposons que {E; ;}7,-, désignent les unités matricielles standard pour M,(C). Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

1. ¢ est completement positive.
2. ¢ est n-positive.

3. (gzﬁ(E”))n_l est positive dans M, (B).

1]
Lemme 3.9. Pour chaque R > 0, lapplication or : B(H%) — Ae est unifére et complétement

positive. Par conséquent, or est complétement contractante.

Démonstration. Pour voir que og est unifere, observons que og(l) = NLR Yo Eerey = NLR Yl =1,
puisque chaque ey est unitaire.

Pour prouver la compléte positivité, nous utilisons (i7i) du Théoreme 3.8. Fixons une énumération
Ap = {1, ..., ANy} et soit By € My, (C) les unités matricielles standard. Comme My, (C) est

s-isomorphe a B(Hp) via E;j — Ej,»,, ot By, (ex,) := 0jren, avec d;; le delta de Kronecker. Alors
1 N
or(Eij) = y-exe},. Doy,

i,7=1

(rnE) o, = - enei ]



Soit

€\ 0 0
ex, 0 - 0
Y = : - : € My, (.A@)
e, 0O --- 0
Alors YY* = [6 e }NR et donc (0 (E-'))NR = -=YY* > 0. Ainsi, par le Théoréme 3.8, o
i Aj i,jzl’ R ij ij=1 Nr = Y. y P -0, VR
est completement positive. [

Remarque 3.10. Dans [20], la complete positivité de 'application o dans le cas des tores clas-
siques était automatique puisque I'image était une C*-algebre commutative. Dans notre cas, nous
avons exploité le fait que le domaine est M, (C).

Proposition 3.11. Pour tout T € Er C B(HY), nous avons
[D, O‘R(T) (024 IQ\_n/2J] = (UR ® idMﬂn/zj ((C)) ([DRa WR(T)])v

ot Dp = PrDPg est considéré comme agissant sur B(H%) @ Myn/2 (C) = B(Hg) (7r(T) par (3.2)
est T ® Iyins2) ), €l UR®idM2W2J ) est Uamplification matricielle seconde de l'application og. Ainsi,
nous avons

1D, 0r(T) @ Lyt ]|l < [[[Dr, mr(T)]]]-

Démonstration. Par Lemma 3.3, nous obtenons
[Dr,7r(T)] = [Dr, T ® Ly ] = )4 [L;, T ® 0 € B(Hg) @ Many2 (C),

et [L,,T]n, = (A, —v,)T\, pour g = 1,...,n. La seconde amplification de l'application o :
B(HY) — Ae, i.e., or ® idn,, 0 () B(HY) @ Myns2) (C) = Ag @ Myns2) (C), nous donne ce qui
suit :
(08 ®idar,, o @) ([Dr: T @ Lny]) = (0r ®@iday, >( il T ® Uj)
= ¥ X Do — ) Duese) ® 0.

Comme og(T) = NLR >oar Thwexe;,, observons que

dulene;) = ou(w(X — v v)exy) = (A — vp)w(A — v v)(exn) = (A — vu)ene;

v

pour = 1,...,n. D’ou, par linéarité nous obtenons
1 1
du(or(T)) = Vo > Ty du(ene)) = N > (A —v)Thwere,, pour p=1,...,n.
R AV R AV

Par conséquent,

n

(0r ®@idnr, . ©)([Dr, T @ Lynsa]) = Y 0;(0r(T)) @ 0.

Jj=1

D’autre part,
n

(D, 0r(T) @ Iyin/2] = Z 0j(or(T)) ® 0j,

J=1

13



ce qui prouve la premiere équation.

Pour la seconde équation, comme nous le savons de Lemma 3.9 que op : B(H%) — Ag est com-
pletement contractante, nous obtenons que [|[D, or(T) ® Ly ]|l = [[(or ® idn,,, ) @) ([Dr, T ®
L) | < |[Dr, T @ Iyins2]|- -

4 Convergence de Gromov—Hausdorff

4.1 Action de R"” et bon noyau

Pour le tore non commutatif Ag, nous avons I’action de T™ = R"/(27Z)" sur la C*-algebre Tg pour
laquelle Ag est la sous-algebre des éléments lisses. L’application de revétement R” — T donnée
par (si,...,8,) — (€',..., e"") nous permet de tirer en arriere action de T" vers R", et nous
avons le fait suivant :
Lemme 4.1. Pour x € R", considérons l’application a,(ey) = e*%e), pour ey € Ag. De plus, elle
s’étend en un x-automorphisme de Ag et ||a,(a)| = ||a|| pour tout a € Ae.
Lemme 4.2. Pour a € Ag fizé et x = (z1,...,x,) € R", la courbe g(t) := au.(a) est de classe C*
en norme (en fait, C*), et
g'(t) = izzzl Ty, iz (0, (a)).
Démonstration. Ecrivons g(t) = Yy fu(t), ot fu(t) == are™ e, € Ag. Chaque fj, est C' avec
fi(t) = i(k - x)are™ey. Alors g(tg) = 3 fe(to) converge en utilisant ||ex|| = 1 et la décroissance
rapide de (ay). Pour la série des dérivées, || fi(t)]] = |k - z||ar| < [|z||||k]||ax|, et Xk ||k]llax] < oo
par décroissance rapide, donnant ainsi une borne indépendante de t. Par le Lemme 2.17, >, f/.(t)
converge uniformément sur R. Par conséquent, nous pouvons appliquer le Lemme 2.5 pour obtenir
ce qui suit :
gt) = Zifilt) = Zearni(C)oy kuru)e™ ey
= Y (Zzzl xue”k'xkuakek)

= i Xhoy Tu X el age
= Zzzl T,y ( >k k‘uakek))
— i Spmaulbula))
= 1 =1 Tutua(0u(a)),
ce qui conclut la preuve 0]

Lemme 4.3. Pour tout a € Ag et x € R,
1
a—ag(a) = —i/ D=1 Ty Qg (0y0) d.
0

Démonstration. Par le Lemme 4.2, g(t) = oy(a) est C' et sa dérivée ¢'(t) = i3, z,0u,(0,a) est
continue en norme en ¢ (pour chaque p = 1,...,n, la fonction ¢ — ay,(d,(a)) est donnée par une
série de Fourier uniformément convergente en t, par le méme argument que le Lemme 4.2 appliqué
a 6,0 € Ao ala place de a). En appliquant le Lemme 2.11, nous obtenons g(1) — g(0) = [y ¢'(¢) dt,
ce qui montre que a,(a) —a = [y ¢'(t)dt. O
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Nous consignons un corollaire du Lemme 3.2 qui sera utile.
Corollaire 4.4. Poura € Ao et p=1,...,n, ||d.(a)| <||[D,dlll.

Démonstration. En appliquant le Lemme 3.2 avec K = L*(Ag, 7). Nous avons
X =[D,a] = ZZ:1 7 (0u(a)) ® oy
Cela nous donne |[9,,(a)|| = [[7-(0,(a))]| < [[D; d]ll u

Proposition 4.5. Soient & € T" = R"/(27Z)" et x € R™ un représentant quelconque de T. Pour
Paction de T" az(ex) := ag(ex), ot o, est comme dans Lemma 4.1, sur Ag, nous avons

la —az(a)|| < v/n U(2) [[D, a]ll,
ot 1(Z) := infregn ||z + 27k]|.

Démonstration. Comme o, = g 9., pour tout k& € Z", nous avons le caractere bien défini de
I'action de T". Maintenant, en appliquant Lemma 4.3, Lemma 2.13, Lemma 4.1 et Corollary 4.4
dans cet ordre, nous obtenons ce qui suit :

o= as@l = lla - @l = | =i Shorzyanda)df

fOI H Z,u xuatz((sua) dt
S o |zl (,a) 1 dt
> lzulll0uall

(|z1] + ... + |z D|[D, ]|
Vi llz|[ [[D, al|.

En prenant I'infimum sur tous les représentants de & dans la derniere inégalité, on prouve I’assertion.
0

IAIA I IAIA

Rappelons que Ag :={k € Z" : ||k|| < R} pour R > 0.

Definition 4.6. Pour tout & € T" = R"/(2rZ)", définissons

Z ei)\'x

AEAR

5 1
KR(.Z‘) = NiR

Y

ou x € R" est un représentant quelconque de . Le caractere bien défini découle de la définition de
Ag.

Lemme 4.7. Nous avons Kg(Z) > 0, Jrn Kr(%)dZ = 1, et Kp(Z) = X mp(k)e®™®, ot mg(k) est
comme défini dans Lemma 3.5.

Démonstration. Pour observer [;. Kr(Z)dz = 1, utiliser la mesure de Haar probabilisée normali-
sée sur T = R"/(27Z)". Nous avons Kr(Z) = J\i E/\,veAR /A1) et en regroupant les mémes
puissances par k = A — v on obtient K(%) = 3, mp(k)e**. O
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Lemme 4.8. Nous avons pour tout a € Ag

Fo(a) = / Kr(#) az(a) di,

n

ot F,,, est comme défini en Proposition 5.5.

Démonstration. Soit Sg(Z) = 3|4 <k ace’ "es. Par la décroissance rapide de (ag) et [lell| = 1,
nous avons ||Sk(Z) — az(a)|| < Xjgsn lael, qui tend vers 0 uniformément en . Chaque Sy est
une application continue de T" vers Ag, et donc intégrable au sens de Bochner par le Lemme
2.9. Comme Sj — ay(a) uniformément et Ky est bornée sur 'espace compact T", nous avons
Kpg - Si — Kg - a,(a) uniformément. Par le Corollaire 2.15,

/ Kr(#)Sk(#)di —s [ Kg(#)as(a)ds lorsque k — co.
T T
D’autre part, par Lemma 4.7 nous obtenons

[ Kn(@)si@di = > ( /T KR(;%)eM'xdfz) wee= Y mp(—0) ages.

o<k " 1¢l| <k

Comme F,,(a) = >y mg ({) asey, en utilisant mp(—¢) = mg(¢) et en faisant tendre k — oo, nous
concluons la preuve. 0

Les résultats principaux de cette sous-section sont les suivants.

Proposition 4.9. Pour tout a € Ag, nous avons

a—oropr(a) :/ KR(it)(a—a@(a)) dz,

n

et
la—orepr(@l| SR Dall. =i [ Kn@®I()dz,

Démonstration. Par Proposition 3.6 et le Lemme 4.8, nous avons ogpr(a) = Fi,,(a) = [ Kr(Z)az(a) dZ.
Comme [ Kg = 1, nous pouvons prendre a = [ Kg(Z)a dZ, et cela donne la premiére équation. Pour
la seconde équation, en utilisant Lemma 2.13 et Proposition 4.5 nous avons

la = onpn(@)ll < [ Kn(@)lla = asla)|di < v [ Kn(@)i(@)dz ) (D, all.

Proposition 4.10. Pour tout € > 0, soit B.(0) = {z € T" : [(Z) < €}, alors

/ Kr(#)di — 0
T"\Bc(0)
lorsque R — oo. Par conséquent,
YR = \/ﬁ/ Kr(z)l(Z)dz — 0 lorsque R — oo.
Tn
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Démonstration. Fixons e, > 0 quelconques. Choisissons une fonction continue f : T™ — [0, 1] avec
f(0) =0et f =1 en dehors de B.(0) (par ex. f() = min{1,1(z)/e}). Par le théoreme de Stone—
Weierstrass, choisissons un polynome trigonométrique p(¥) = > x<m e avee ||f — pllee < -
Comme Kr > 0 et [ Kgr =1, nous avons ‘fw Kr(f —p)‘ <|If = plloo < n. Aussi,

/ Krp= > amg(k) — > ¢, =p(0) lorsque R — oo,
Tn

[[kll<M lIkll<M
par le Lemme 3.5. Observons que comme f(0) = 0, nous avons |p(0)| = | f(0)—p(0)] < ||f—plle < 7.
D’ou,

lim sup
R—o0

L. KRP| + ) |, Kn(s —p>\) < 2.

Comme 7 > 0 était arbitraire, nous obtenons [, Kgf — 0. Comme f > x1n\p.(0) et Kr > 0, nous
avons an\ B.(0) Kr < J Kgrf qui tend vers 0 lorsque R — oco. Cela prouve la premiere assertion.

/ KRf‘ < 1imsup<

R—o0

Pour la seconde partie, soit M := supn [(Z) < oo. Pour € > 0, nous obtenons

A \/ﬁ/ Kr(#)I(Z)dF + v Kr(@)(F)dF < Ve +vaM Kn,
B:(0) T\ Be(0) T™\ B¢ (0)

en utilisant [ Kz = 1 et I(Z) < € pour le premier terme. Par le Lemme 4.10, lim supp vg < /ne.
Comme ¢ > 0 est arbitraire, nous obtenons que yg — 0 lorsque R — o0. 0]

Remarque 4.11. Les lecteurs peuvent consulter la sous-section 3.3 de [20]. K était la transformée
de Fourier inverse de {mg(k)}rezn ; en utilisant ceci et quelques autres faits d’analyse harmonique,
les auteurs de [20] ont prouvé que K est un bon noyau dans la Proposition 3.8.

4.2 Isomorphisme d’ordre approché C! et convergence

Nous commencons par fixer la notation suivante.
Notation 4.12. Pour z = (z1,...,x,) € R", soit

(s wul)”

L) e B(HY)

W, = /O umr uln) >

m>0

ou les L, sont comme définis en (3.4). En utilisant le fait que les L, commutent entre elles,
nous obtenons que Wyex = e*%ey. Nous voyons aussi que Wy, = Waiomk, car Wyex = e
eN@2mh) o — W, omren, pour tout X € Ap.

i)vze)\ —

Définissons (,(T) := W,TW} pour T € B(HY) et x € R". Clairement ||3.(T)| = ||T|| et
Bz(pr(a)) = pr(az(a)), pour tout a € Ag et z € R™.

Lemme 4.13. Pour tout T € B(HY) et x € R", l'application R — B(HY) donnée par t — B, (T)
est de classe C' en norme et

& 501 = 1 (S L 7). (4.1
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Démonstration. Définissons x - L := 370 x,L,, qui est auto-adjointe, et observons que Wy, =

e@L) commute avec x - L. La régle du produit nous donne ce qui suit :

L(WuTWs) = ilw LYW TWy, — Wi, TW, iz - L)
= Wiy [x L, T] Wi
- Zﬁm([l’ : L7 T])7

ce qui conclut la preuve. 0]

Pour z € T", avec un représentant € R", définissons l'application Sz(T") := (.(T"), pour tout 7' €
B(HY). Alors, nous avons une action bien définie 3 de T™ sur B(HY%). Observons que ||3:(T)|| = ||T]
et Bz(pr(a)) = pr(az(a)), pour tout a € Ag et € T".

Proposition 4.14. Pour tout T € Er C B(HY) et x € R", nous avons
1
T = Bu(T) = =i [ Bu( Sy tul L T1) dt, T = B0 < Vi 1D, T @ Ly
Par conséquent, pour tout T € T",

1T = Ba(T)Il < Vi WD) [Dr, T @ Lynsai]|l.

Démonstration. Par le Lemme 4.13, Papplication ¢t — Bi,(T) est de classe C' en norme. Par
conséquent, le théoreme fondamental du calcul intégral pour les intégrales de Bochner nous donne

1d
(1) =T = [ —pu(T)dt.
o dt
Ainsi,
1
T — Bu(T) = —i /0 Bio(Sy wulLy, T)) di.
Comme ||3.(T)|| = ||T||, en utilisant Lemma 2.13 nous obtenons ce qui suit :
IT =BT < o || ey @l L, T
< = |l T
Par Lemma 3.3, nous avons ||[L,, T]|| < ||[Dg, T ® Lynz || pour p=1,...,n.
D’ou,

1T = B(T)| < (i [2u) I1DR, T © yiasa ]|
< Vol [[Dr, T @ Ly ]|

Comme (z(T) := ,(T), en prenant I'infimum sur tous les représentants de Z, on obtient 1'inégalité
souhaitée. 0

Lemme 4.15. Pour T € Exr C B(HY) et & € T", nous avons (Bz(T))x, = /ATy, et
[ Knl@)8:(T) di = Sy, (T),
0l Sy, (T) est comme défini en (3.6).
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Démonstration. La premiére équation découle immeédiatement de Wpey = e*?ey. Maintenant,

observons que pr © Fy,, = Sy © pr, et soit T" = pgr(a) pour un certain a € Ag. Alors, par
Lemma 4.8 nous obtenons
Sual®) = palFug(@)
= pr (Jro Kr(T)az(a) d7) .
Comme pg est une application linéaire bornée, en utilisant le Théoreme 2.16 nous obtenons ce qui
suit :

S (T) = /T Kr(@)pr(os(a)) di = /T  Kn(#)B:(T) d.

Proposition 4.16. Pour T € Exr C B(HY), nous avons
T - prow(T) = [ Kn(@)(T = 8:(1)) dz, T = prow(T)|| < vallDi. T © L.

Démonstration. Par le Lemme 4.15 et Proposition 3.6, nous avons [1. Kr(Z)5z(T) dZ = Spm,(T) =
pror(T). En soustrayant de T' = [, Kg(Z)T d on obtient la premiére équation. Pour la seconde
équation, par Lemma 2.13 nous avons

IT — pror(T)|| < Jpu Kr(2)||T — B:(T)| dz
< ﬁ( Jro Kr(2)1(Z) df) [[Dr, T @ Lyin/2i | = vrIDR, T @ Lyins2i],

ou la seconde inégalité découle de Proposition 4.14. O

Remarque 4.17. Dans le cas classique du tore, le fait que proog soit une identité approchée de Fr
était obtenu via une variante du résultat de Bozejko et Fendler, voir [20, Lemma 3.5]. L’argument
de ce lemme repose fortement sur la commutativité de C'(T?) pour passer de la norme complétement
bornée a la norme d’opérateur usuelle, et ne s’applique donc pas dans notre cadre non commutatif.

Le résultat principal de I'article est le suivant.

Théoréme 4.18. Les espaces d’états (S(ER),dg,) convergent vers (S(Ag),da,) en distance de
Gromov—Hausdorff lorsque R — oc.

Démonstration. Nous avons les applications pr(a) = Ppr,(a) Py et or(T) = ﬁR doavern Dwexe;, de
la Section 3. Par le Lemme 3.7 et 3.9, nous avons 'unitalité, la complete positivité et la contractivité
en norme des applications pg et og, respectivement, pour chaque R > 0. La contractivité de
Lipschitz de pr découle de Proposition 3.7, et celle de or découle de Proposition 3.11. Enfin,
Proposition 4.9 et Proposition 4.16 avec le yg — 0 commun (voir Proposition 4.10) établissent
(pr,or) comme un isomorphisme d’ordre approché C! entre (Ae, H, D) et les espaces tronqués
spectralement {(Eg, Hgr, Dg)}r>0. Par conséquent, par Theorem 2.4 le résultat s’ensuit. O

Comme nous ’avons mentionné précédemment, la convergence de Gromov-Hausdorff quantique
des systemes d’opérateurs tronqués vers le tore non commutatif découle du résultat ci-dessus, en
appliquant la Proposition 2.2.4 dans [16].

Toute notre analyse subsiste dans le cas © = 0. Par conséquent, nous retrouvons le résultat principal
de [20] comme cas particulier.

Corollaire 4.19. Les espaces d’états des troncatures spectrales pour les tores convergent vers l’es-
pace d’états des tores en distance de Gromov—-Hausdorff.
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5 Analyse de structure : C*-enveloppe et nombre de pro-
pagation

La C*-enveloppe et le nombre de propagation déterminent d’autres structures des systeémes d’opéra-
teurs tronqués. Nous ne rappelons pas leurs définitions et propriétés ici, mais renvoyons a [7, 11, 20]
pour tous les détails.

Cette section découle principalement de [20, Section 4.1], & quelques changements nécessaires pres
dus aux cocycles non triviaux, et nous la faisons donc bréve.

Rappelons L(s), pour s € Z", du Lemme 3.5. Pour k,{ € Ag, soit By, € B(HY) = My, (C) l'unité
matricielle standard. Soit p € Z", et définissons T, € B(HY) = My, (C) par T, := pr(e_,). Alors
Lemma 3.1 implique que (7},)x, = (e_p)r—pw(X — 1, 1), ot (e_p)a—p est le (A — pu)®™°-coefficient du

développement de Fourier de e_,, qui vaut 1 si et seulement si A — yu = —p. Donc (7)), est non
nul si et seulement si A — p = —p, et dans ce cas (7)), = w(—p, ). Cela prouve ce qui suit :
T,= > w(—p,s)Esps. (5.1)
s€L(p)

Du raisonnement ci-dessus, il est aussi évident que 7, = 0si p ¢ Ag — Ag, car p ¢ Agp — Ag si et
seulement si L(p) = &. Le support de la matrice T}, est {(s —p,s) : s € L(p)}. De plus, il est facile
de voir que {7}, : p € Ag — Ar} est une base de Eg. Enfin,

T,0,.0 = Z E,, = idH%.

SEAR

Lemme 5.1. Soient p,q € Ar — Ar. Alors nous avons

1,1, = w(—p, —q) Z w(—(p+ q), S)Esfpfqﬁ'
s€L(p+q) N L(q)

Démonstration. Soient T, = 3,cpp) W(=p,M)En_pm et Ty = Yicpgw(—q,8)Es_qs. Alors la
preuve est mot pour mot celle de [20], mais cette fois nous avons des facteurs supplémentaires, i.e.,

T,T, = > w(—p,s — qQ)w(—¢q, $)Es_p_q.s-
s€L(q) N L(p+q)

En utilisant les identités de cocycle, nous obtenons que

w(=p,s — QJw(—q, s) = w(=p, s)w(-p, —q)w(—q,s) = w(-p, —q)w(—(p + q),s)
ce qui acheve la preuve. U
Comme cas particulier, pour ¢,k € A — AR tels que £+ k € Agr — AR, nous obtenons, pour p = —k

et q=0+Fk,
Tk T = w(k, (€ + k) Xecrwynrierry w(—4,8) Es_gs. (5.2)

Définissons maintenant, pour r > 0, K, := co(A,) € R™ (I'enveloppe convexe fermée de A,). Clai-
rement, K, C B(0,7), K, NZ" = A,, et Ext(K,) C A,.
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Lemme 5.2. Fizons p,q € Ag, et définissons { .= q—p € Agp — Agr. Alors il existe m € Ext(Kg)
tel que
Kig) 0 (Kr —m+q) = {q}.

Posons k :=p—m € Ag — Ag. Alors { + k € Ag — Ag, et L) N L({ + k) N Ky = {q}. Par
conséquent,
se LONL(U+k), s#q = sl >l

Démonstration. Ceci découle mot pour mot de [20]. O

Avec p,q € A fixés et £, k comme dans le Lemme 5.2, définissons
cre(s) == w(k,—(l + k))w(—4,s) € S* pour tout s.
Alors, a partir de (5.2), nous obtenons que

T Tk = Xsernwnrrr) Cre(s)Eses
= YscL(t)n Ltttk Cht () Ests + Xacr(o) NL(E+R)KS,, Che(8)Es—rs
= Cho(qQ) Epg + Yscrn@ n k) Cre(8) Es_ps.

llsl1>lqll

Par conséquent,
Cre(5)

s€L(£) N L(E+k) ck,e(q)
lIsll>lall

Epq = cro(q) " TorTysr —

ES—Z,S' (53)

De plus, en répétant ce processus pour chaque sy, apparaissant dans la somme, on aboutit, en
un nombre fini d’itérations, a une combinaison linéaire finie de produits de la forme (5.2) pour E, .

Théoreme 5.3. Pour chaque R > 1, la C*-enveloppe et le nombre de propagation de [’espace
tronqué Eg sont donnés par C¥(Egr) = B(HY) = My, (C) et prop(Eg) = 2.

Démonstration. Le fait que B(H%) soit une C*-extension de Ex est maintenant immédiat, car par
l'argument ci-dessus, toute unité matricielle standard E, , appartient a span{7_;Ty.y : {,k,(+k €
Ar — Ag}. De plus, nous obtenons que la C*-enveloppe de Er est aussi B(H%) = My, (C) par
la simplicité, et 'argument ci-dessus montre aussi que prop(Er) < 2. Maintenant, pour montrer
que prop(ER) > 1, observons que pour tout 7" = p (X yezn anex) € Eg, les entrées de la diagonale
principale sont toutes les mémes, i.e., T\ = ag, pour tout A € Ag. Ainsi Eyo ¢ Eg, ce qui conclut
la preuve. 0

Cela montre que la structure plus profonde des systemes d’opérateurs tronqués pour les tores survit

aux déformations. Malgré nos efforts, la structure du dual pour les systemes d’opérateurs tronqués
reste largement inexplorée, tout comme dans le cas classique des tores.
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