
Traduction par l’ia deepseek d’un article récemment paru sur la plateforme arXiv.

Convergence de Gromov–Hausdorff des troncatures spectrales
pour les tores non commutatifs
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Résumé

Nous démontrons la convergence de Gromov–Hausdorff des espaces d’états, munis de la
fonction distance de Connes, des systèmes d’opérateurs associés aux troncatures spectrales
pour les n-tores non commutatifs, n ≥ 2. L’action du n-tore sur le n-tore non commutatif,
ainsi qu’un usage approprié des intégrales de Bochner, nous permettent de construire un
isomorphisme d’ordre approché C1 qui établit la convergence. Le résultat de convergence
antérieur pour le cas classique des tores [20] en découle comme cas particulier de notre résultat.
Nous concluons en étudiant les C∗-enveloppes et les nombres de propagation des systèmes
d’opérateurs tronqués et montrons que les propriétés structurelles des systèmes d’opérateurs
tronqués pour les tores persistent sous déformation.

1 Introduction
Connes et van Suijlekom [7] ont introduit la notion de troncatures spectrales en géométrie non
commutative, motivés par l’observation que, dans de nombreuses situations physiques, seule une
portion finie du spectre est accessible. On peut donc chercher à comprendre le système sous-jacent
en ne retenant que les données spectrales en dessous d’un seuil prescrit et en étudiant l’approxi-
mation de dimension finie qui en résulte. Les auteurs de [8] ont souligné que notre compréhension
de la géométrie de l’espace-temps est contrainte par la résolution de nos instruments de mesure ;
par conséquent, nous ne pouvons déterminer l’espace métrique sous-jacent qu’à une résolution finie
près. Cela conduit à la question directrice de savoir si, en considérant des procédures limites appro-
priées à mesure que la troncature est progressivement relâchée, on peut récupérer de l’information
géométrique à partir de ces modèles tronqués.

Nous partons d’un triplet spectral (A,H,D) pour une C∗ algèbre unifère A et obtenons les systèmes
tronqués {(PΛAPΛ, PΛHPΛ, PΛDPΛ)}Λ≥0 par les projections spectrales PΛ de D sur les espaces
propres de valeurs propres de module ≤ Λ. Ces systèmes tronqués sont des triplets spectraux
de systèmes d’opérateurs de dimension finie et sont appelés troncatures spectrales de (A,H,D).
Supposons que la fonction distance de Connes [5, 6], donnée par

dA(ϕ, ψ) := sup
a∈A

{|ϕ(a) − ψ(a)| : [D, a] ≤ 1},

induise la topologie faible ∗ sur l’espace des états S(A ) ; de manière équivalente, le triplet spectral
donné induit un espace métrique quantique compact au sens de Rieffel [24, 25]. Si ker([PΛDPΛ, . ])
ne consiste qu’en les scalaires pour tout Λ ≥ 0, alors la dimension finie du système d’opérateurs
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tronqué assure que la fonction distance de Connes correspondante, avec A remplacé par PΛAPΛ
et D remplacé par PΛDPΛ, induit la topologie faible ∗ sur les espaces d’états S(PΛA PΛ) pour
tout Λ ≥ 0. Avec cette formulation, le problème de la troncature spectrale demande si la famille
{S(PΛA PΛ)}Λ converge vers S(A ) en distance de Gromov–Hausdorff lorsque Λ → ∞. Comme
mentionné dans [27], ce problème est extrêmement intéressant et important.

Bien que nous ayons mentionné le problème de la troncature spectrale dans le cadre de Gromov–
Hausdorff, une autre approche possible consiste à considérer la distance de Gromov–Hausdorff
quantique [26, 1], comme souligné dans [20]. Nous notons que ces deux notions de convergence
ne sont pas équivalentes [15]. Cependant, dans le cas que nous considérons dans cet article, la
convergence de Gromov–Hausdorff implique encore la convergence de Gromov–Hausdorff quan-
tique, comme il découle de la Proposition 2.2.4 dans [16]. Nous notons la notion apparentée de
propinquité [17, 18], principalement formulée pour les C∗-algèbres. Des exemples de convergence de
troncatures spectrales incluent le cas classique du cercle, ou plus généralement, des n-tores [29, 20].
Voir aussi [28] pour un travail apparenté. Une variante du problème de troncature spectrale, à savoir
la convergence des troncatures de Peter–Weyl, a été établie pour les groupes métriques compacts
[12] et les groupes quantiques compacts co-moyennables [19]. Voir aussi [27] pour un traitement
apparenté des troncatures de Fourier.

Sans doute l’un des exemples les plus fondamentaux et les plus étudiés de géométrie non commuta-
tive est le n-tore non commutatif (n ≥ 2) AΘ [23], où Θ est une matrice n×n réelle antisymétrique,
avec l’opérateur de Dirac canonique provenant de l’action ergodique de Tn. Il est connu depuis les
premiers travaux de Rieffel [24] que le triplet spectral canonique

(
AΘ, L

2(AΘ, τ)⊗C2⌊n/2⌋
, D

)
induit

une structure métrique quantique sur AΘ (voir [21] pour le cas plus général des θ-déformations).
Le problème de la troncature spectrale a un sens dans ce cas, et nous établissons la convergence de
Gromov–Hausdorff des espaces d’états, lorsqu’ils sont munis de la fonction distance de Connes, des
systèmes d’opérateurs associés aux troncatures spectrales pour AΘ. La convergence est également
valable vis-à-vis de la distance de Gromov–Hausdorff quantique.

Un rôle crucial dans notre analyse est joué par l’action du tore Tn sur AΘ et un usage approprié
des intégrales de Bochner. Cela nous permet de construire un C1-isomorphisme d’ordre approché
introduit dans [29], ce qui nous permet d’établir la convergence. Une conséquence agréable de notre
travail est que l’analyse reste valable dans le cas Θ = 0, qui est la situation classique du n-tore
C∞(Tn). Ainsi, la machinerie d’analyse harmonique employée dans [20] peut être évitée, car elle est
de toute façon spécifique au cadre commutatif. Il convient toutefois de noter que le travail fondateur
[20] a été le premier à dépasser la dimension un ; notre contribution étend cette perspective au-delà
du cadre classique au n-tore non commutatif, l’un des exemples fondamentaux de la géométrie non
commutative.

Nous concluons l’article par une analyse plus approfondie de la structure des systèmes d’opérateurs
tronqués. Nous calculons la C∗-enveloppe [2, 14] et le nombre de propagation [7] de chaque système
d’opérateurs tronqué et montrons que ceux-ci coïncident, à isomorphisme près des C∗-enveloppes,
avec les structures correspondantes obtenues dans [20] pour le cas classique des tores. En d’autres
termes, les propriétés structurelles des systèmes d’opérateurs tronqués pour les tores persistent
sous déformation. La structure des duaux pour les systèmes d’opérateurs tronqués reste largement
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inexplorée, malgré nos efforts, tout comme dans le cas classique des tores.

L’article est organisé comme suit. Dans la Section 2, nous rappelons les faits essentiels sur les
tores non commutatifs, les espaces métriques quantiques compacts, et les mesures vectorielles et
intégrales de Bochner. La Section 3 discute du candidat pour l’isomorphisme d’ordre approché C1.
La Section 4 est la section principale, où nous démontrons la convergence. Enfin, dans la Section 5
nous étudions les C∗-enveloppes et les nombres de propagation des systèmes d’opérateurs tronqués.

2 Préliminaires
Dans cette section, nous rappelons brièvement la terminologie et les résultats nécessaires dont nous
avons besoin dans cet article. Des références appropriées sont fournies pour les lecteurs intéressés
à approfondir.

2.1 Tores non commutatifs et opérateurs de Dirac
Nous rappelons le n-tore non commutatif de [23]. Soit Θ une matrice n × n réelle antisymétrique.
Le n-tore non commutatif TΘ est la C∗-algèbre universelle engendrée par n unitaires U1, . . . , Un

satisfaisant UkUℓ = e2πiΘkℓUℓUk, où k, ℓ ∈ {1, . . . , n}. Tout au long de cet article i désignera
√

−1.
Sur TΘ, le groupe de Lie compact connexe Tn agit comme suit :

(z1, . . . , zn) . Uj = zjUj ; j = 1, . . . , n.

La sous-algèbre dense lisse de TΘ sous l’action ci-dessus est

AΘ :=
{ ∑

r∈Zn arU
r : (ar) ∈ S(Zn), r = (r1, . . . , rn) ∈ Zn

}
,

appelée le n-tore non commutatif lisse, où U r := U r1
1 . . . U rn

n , et S(Zn) désigne l’espace vectoriel des
multisuites (ar) à décroissance rapide. Lorsque Θ = 0, nous avons T0 = C(Tn) et A0 = C∞(Tn).

Pour k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn, nous notons ek := Uk1
1 . . . Ukn

n . Nous avons les faits suivants :

Lemme 2.1. Nous avons ce qui suit :

ekeℓ = ω(k, ℓ)ek+ℓ , ω(k, ℓ) := e
−2πi

∑
1≤r<j≤n

Θrjkjℓr ∈ S1;

e∗
k = ω(k,−k) e−k , eλe

∗
ν = ω(λ− ν, ν) eλ−ν .

De plus,

ω(k, ℓ+ ℓ′) = ω(k, ℓ)ω(k, ℓ′) , ω(k + k′, ℓ) = ω(k, ℓ)ω(k′, ℓ) , ω(k, 0) = ω(0, k) = 1,

et nous avons l’identité de cocycle ω(k, ℓ)ω(k + ℓ, r) = ω(ℓ, r)ω(k, ℓ+ r).

La fonctionnelle τ
( ∑

k akek

)
:= a0 est une trace fidèle sur AΘ, invariante sous l’action, et la famille

{ek : k ∈ Zn} est orthonormée pour le produit scalaire ⟨a, b⟩τ := τ(a∗b). L’espace de Hilbert GNS
L2(AΘ, τ) est isomorphe à ℓ2(Zn) et nous avons la représentation fidèle de AΘ sur L2(AΘ, τ) par la
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représentation régulière gauche πτ (a)(b) := ab.

Si l’on suppose en outre que le réseau ΛΘ engendré par les colonnes de Θ est tel que ΛΘ + Zn est
dense dans Rn, la C∗-algèbre TΘ devient simple [13, Page 537]. Mais dans notre cas, la simplicité
n’est pas nécessaire et nous ne requérons aucune hypothèse sur Θ hormis l’antisymétrie.

Soit {ν1, . . . , νn} la base standard de l’algèbre de Lie Rn de Tn et les dérivations associées {δν1 , . . . , δνn}.
Nous notons δνj

simplement par δ̃j. Ces dérivations sont données par

δ̃j

( ∑
r arer

)
= ∑

r irjarer. (2.1)

Ce sont des ∗-dérivations et elles commutent. Notons N = 2⌊n/2⌋. Sur l’espace de Hilbert H :=
L2(AΘ, τ) ⊗CN ∼= ℓ2(Zn) ⊗CN , considérons l’opérateur non borné D = ∑n

j=1 δj ⊗ σj, où δj = −i δ̃j

avec δ̃j défini en (2.1). Ici, σ1, . . . , σn sont les matrices gamma de Clifford dans MN(C) satisfaisant
σℓσk +σkσℓ = 2δℓk pour ℓ, k ∈ {1, . . . , n}. Alors D est un opérateur non borné essentiellement auto-
adjoint agissant sur H de domaine AΘ ⊗CN , et D a une résolvante compacte. Le tuple (AΘ, H,D)
est un triplet spectral n+-sommable pour TΘ. Pour le calcul différentiel pour ce triplet spectral,
nous renvoyons à [4]. Nous avons

[D, π(a)] = ∑n
µ=1 πτ (δµ(a)) ⊗ σµ, (2.2)

et
D2 = ∑n

µ=1 δ
2
µ ⊗ IN , D2(ek ⊗ ξ) = ∥k∥2ek ⊗ ξ, (2.3)

pour tout ξ ∈ CN .

Par souci de brièveté notationnelle, tout au long de l’article, nous omettons le symbole de repré-
sentation π et considérons simplement AΘ concrètement à l’intérieur de B

(
L2(AΘ, τ) ⊗ C2⌊n/2⌋

)
.

2.2 Espace métrique spectral et isomorphisme d’ordre approché C1

Nous rappelons brièvement quelques préliminaires sur les espaces métriques quantiques compacts,
développés par Rieffel [24, 25], motivés par Connes [5, 6]. Nous utiliserons la reformulation en
systèmes d’opérateurs de la construction de Rieffel. Pour une discussion détaillée, nous renvoyons
à [16] (ou, voir [3] pour un aperçu rapide).

Definition 2.2. Soit X un sous-espace fermé auto-adjoint unifère d’une C∗-algèbre unifère A ,
appelé système d’opérateurs complet unifère. Une semi-norme L : X → [0,∞] est appelée Lip-
norme si elle satisfait les conditions suivantes :

1. L est ∗-invariante et L(x) = 0 si et seulement si x ∈ C ;
2. L’ensemble dom(L) := {x ∈ X : L(x) < ∞} est dense dans X ;
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3. La fonction suivante (métrique de Monge–Kantorovič)

dL(ϕ, ψ) := sup{|ϕ(x) − ψ(x)| : L(x) ≤ 1}

métrique la topologie faible ∗ sur l’espace des états S(X).
Le couple (X,L) est appelé un espace métrique quantique compact et L est appelée une Lip-norme.

Un triplet spectral de systèmes d’opérateurs (E,H,D) (voir Déf. 1.1 [20]) pour lequel (E,LD) est
un espace métrique quantique compact, où LD(e) := [D, e], est appelé un espace métrique spectral,
ou triplet spectral métrique. Les tores non commutatifs sont des espaces métriques spectraux pour
le triplet spectral canonique discuté en Sec. 2.1 [24, Thm. 4.2].

Soient (X,LX) et (Y, LY ) des espaces métriques quantiques compacts, et considérons les projections
coordonnées qX : X ⊕ Y → X et qY : X ⊕ Y → Y . Une Lip-norme L sur X ⊕ Y est dite
admissible si dom(L) = dom(LX) ⊕ dom(LY ) et si les semi-normes quotients induites par L sur
les parties auto-adjointes Xsa et Ysa coïncident avec les restrictions de LX et LY , respectivement.
Étant donnée une telle L, les projections coordonnées induisent des plongements des espaces d’états
q∗

X : S(X) ↪→ S(X ⊕ Y ) et q∗
Y : S(Y ) ↪→ S(X ⊕ Y ). La distance de Gromov–Hausdorff quantique

entre (X,LX) et (Y, LY ) est définie par

distq

(
(X,LX), (Y, LY )

)
:= inf

{
distL

H

(
q∗

A(S(X)), q∗
B(S(Y ))

)
: L admissible

}
où distL

H est la distance de Hausdorff mesurée par rapport à dL. Cette définition coïncide avec
la définition originale de Rieffel dans [26] appliquée aux espaces à unité d’ordre dom(LX)sa et
dom(LY )sa, voir [16, Lemma 2.2.2].

Il s’ensuit que distq

(
(X,LX), (Y, LY )

)
≥ distGH

(
(S(X), dLX ), (S(Y ), dLY )

)
, où distGH désigne la

distance de Gromov–Hausdorff classique. Cependant, ces deux métriques (formellement parlant,
sur les classes isométriques) ne sont pas équivalentes [15].

Definition 2.3 ([29]). Soient (E,H,D) et (EΛ, HΛ, DΛ), pour tout Λ ≥ 0, des triplets spectraux
de systèmes d’opérateurs tels que les topologies sur les espaces d’états S(E) et S(EΛ), pour chaque
Λ ≥ 0, définies par la fonction distance de Connes coïncident avec les topologies faibles ∗ sur ceux-
ci. Des applications linéaires ρΛ : E → EΛ et σΛ : EΛ → E forment un isomorphisme d’ordre
approché C1 si

1. ρΛ et σΛ sont unifères et positives ;
2. ρΛ et σΛ sont C1-contractantes, c’est-à-dire qu’elles sont contractantes à la fois par rapport

à la norme et par rapport à la semi-norme de Lipschitz ∥[D, · ]∥, respectivement ∥[DΛ, · ]∥,
i.e.,

∥[DΛ, ρΛ(e)]∥ ≤ ∥[D, e]∥ (e ∈ E),
∥[D, σΛ(T )]∥ ≤ ∥[DΛ, T ]∥ (T ∈ EΛ).

3. nous avons ∥e − σΛ ◦ ρΛ(e)∥ ≤ γΛ∥[D, e]∥ et ∥T − ρΛ ◦ σΛ(T )∥ ≤ γΛ∥[DΛ, T ]∥ pour un filet
(γΛ)Λ≥0 avec γΛ → 0 lorsque Λ → ∞.

Nous appelons la collection de couples d’applications (ρΛ, σΛ) un isomorphisme d’ordre approché
C1.
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Le résultat suivant est un excellent dispositif pour démontrer la convergence des troncatures spec-
trales en distance de Gromov–Hausdorff. La convergence de Gromov–Hausdorff quantique s’ensuit
alors automatiquement de la Proposition 2.2.4 dans [16].

Théorème 2.4 (Thm. 5, [29]). Supposons que (E,H,D) et {(ER, HR, DR)}R≥0 soient des triplets
spectraux de systèmes d’opérateurs tels que les topologies sur les espaces d’états S(ER) et S(E)
définies par les fonctions distance de Connes dER

et dE, respectivement, coïncident avec les topo-
logies faibles ∗ sur ceux-ci. Si (ρR, σR) est un isomorphisme d’ordre approché C1 pour (E,H,D)
et {(ER, HR, DR)}R≥0, alors les espaces d’états {(S(ER), dER

)}R≥0 convergent vers (S(E), dE) en
distance de Gromov–Hausdorff.

2.3 Mesure à valeurs vectorielles et intégrale de Bochner
Nous rappelons quelques résultats nécessaires sur les mesures à valeurs vectorielles et les intégrales
de Bochner dont nous avons besoin dans cet article. Pour les faits généraux, nous renvoyons à
[9, 10].

Lemme 2.5 (8.6.4, [9]). Soit X un espace de Banach et fk : [0, 1] → X des fonctions continûment
différentiables telles que (i) ∑

k fk(t0) converge dans X pour un certain t0 ∈ [0, 1], et (ii) ∑
k f

′
k(t)

converge uniformément sur [0, 1]. Alors ∑
k fk(t) converge uniformément sur [0, 1] vers une fonction

C1 g, et g′(t) = ∑
k f

′
k(t) pour tout t.

Théorème 2.6 (Théorème 2, Section 2.1, [10]). Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré fini et soit X un
espace de Banach complexe. Une fonction f : Ω → X est µ-mesurable si et seulement si

1. f est µ-essentiellement à valeurs séparables, c’est-à-dire qu’il existe E ∈ Σ avec µ(E) = 0 et
tel que f(Ω \ E) soit un sous-ensemble (pour la norme) séparable de X, et

2. f est faiblement µ-mesurable.

Corollaire 2.7. Supposons que Ω soit un espace métrique compact et que Σ contienne la σ-algèbre
de Borel de Ω. Si f : Ω → X est continue, alors f est µ-mesurable.

Démonstration. Pour tout x∗ ∈ X∗, la fonction x∗ ◦ f : Ω → C est continue et donc µ-mesurable.
Ainsi f est faiblement µ-mesurable. Comme Ω est métrique compact, il est séparable, et par consé-
quent f(Ω) est séparable. Donc f est µ-essentiellement à valeurs séparables en prenant E = ∅. Le
résultat découle du Théorème 2.6. □

Théorème 2.8 (Théorème 2, Section 2.2, [10]). Une fonction µ-mesurable f : Ω → X est intégrable
au sens de Bochner si et seulement si

∫
Ω ∥f∥ dµ < ∞.

Lemme 2.9. Si X est un espace de Banach et f : Ω → X est continue sur un espace métrique
compact Ω muni d’une mesure de Borel finie µ, alors f est intégrable au sens de Bochner.

Démonstration. Par le Corollaire 2.7, f est µ-mesurable ; comme Ω est compact et f continue, ∥f∥
est bornée, donc

∫
Ω ∥f∥ dµ ≤ µ(Ω) supΩ ∥f∥ < ∞. Appliquer le Théorème 2.8. □
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Théorème 2.10 (Théorème 9, Section 2.2,[10]). Soit f intégrable au sens de Bochner sur [0, 1] par
rapport à la mesure de Lebesgue. Alors pour presque tout s ∈ [0, 1] on a

lim
h→0

1
h

∫ s+h

s
∥f(t) − f(s)∥ dt = 0.

Par conséquent, pour presque tout s ∈ [0, 1] on a

lim
h→0

1
h

∫ s+h

s
f(t) dt = f(s).

Pour le lemme suivant, pour chaque t ∈ [0, 1], la dérivée de g : R → X est une application linéaire
bornée g′(t) ∈ B(R, X). Il existe un isomorphisme isométrique canonique J : X → B(R, X),
défini par J(x)(s) := sx, d’inverse J−1(f) := f(1). Sous cette identification, nous considérons g′(t)
comme le vecteur g′(t)(1) ∈ X. Par conséquent, la continuité en norme de t 7→ g′(t) ∈ B(R, X) est
équivalente à la continuité en norme de t 7→ g′(t)(1) ∈ X. De plus, comme ∥g′(t)∥ = ∥g′(t)(1)∥,
pour tout t ∈ R, g′ est intégrable au sens de Bochner si et seulement si g′(·)(1) est intégrable au
sens de Bochner.

Lemme 2.11. Si g : R → X est telle que g′ est continue en norme, alors g′ est intégrable au sens
de Bochner sur [0, 1] et g(1) − g(0) =

∫ 1
0 g

′(t) dt.

Démonstration. Définissons ϕ(t) :=
∫ t

0 g
′(s) ds. Par le Théorème 2.10, ϕ est différentiable et ϕ′(t) =

g′(t). Donc (g − ϕ)′ = 0, donc g − ϕ est constante. Par conséquent, g(1) − g(0) = ϕ(1) − ϕ(0) =∫ 1
0 g

′(t) dt. □

Remarque 2.12. Si nous supprimons l’identification énoncée ci-dessus, alors si g : R → X avec
t → g′(t) ∈ B(R, X) continue en norme, alors sur [0, 1], t → g′(t)(1) ∈ X est intégrable au sens
de Bochner et g(1) − g(0) =

∫ 1
0 g

′(t)(1) dt. Cela reste démontrable en prenant ϕ(t) :=
∫ t

0 g
′(s)(1) ds,

alors à nouveau ϕ′(t) = g′(t) ∈ B(R, X), car ∥ϕ(t+h)−ϕ(t)−g′(t)(h)∥/|h| ≤ sup|s−t|≤|h| ∥g′(s)(1)−
g′(t)(1)∥. Pour une justification appropriée, voir [9, Page 335].

Lemme 2.13 (Théorème 4, Section 2.2, [10]). Pour f : Ω → X intégrable au sens de Bochner,∥∥∥ ∫
Ω f dµ

∥∥∥ ≤
∫

Ω ∥f∥ dµ.

Théorème 2.14 (Théorème 3, Section 2.2, [10]). Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré fini et soit
(fn) une suite de fonctions X-valuées intégrables au sens de Bochner sur Ω. Si limn→∞ fn =
f en µ-mesure, i.e., limn→∞ µ

(
{ω ∈ Ω : fn − f > ε}

)
= 0 pour tout ε > 0, et s’il existe

une fonction réelle g intégrable au sens de Lebesgue (µ-) sur Ω avec fn ≤ g µ-presque partout,
alors f est intégrable au sens de Bochner et limn→∞

∫
E fn dµ =

∫
E f dµ pour tout E ∈ Σ. En fait,

limn→∞
∫

Ω f − fn dµ = 0.

Corollaire 2.15. Dans le même cadre que le Théorème 2.14, si fn → f uniformément sur Ω,
chaque fn étant intégrable au sens de Bochner, alors f est intégrable au sens de Bochner et∫

Ω fn dµ →
∫

Ω f dµ.

Démonstration. Comme fn converge vers f uniformément, la convergence en µ-mesure s’ensuit. De
plus, il existe N ∈ N tel que ∥fn(ω) − fN(ω)∥ ≤ 1 pour tout n ≥ N et ω ∈ Ω. Soit g : Ω → R
définie par g(ω) := 1 + ∑

1≤k≤N ∥fk(ω)∥. Comme chaque fk est intégrable au sens de Bochner, ∥fk∥
est µ intégrable. Donc, g est µ intégrable. De plus ∥fn∥ ≤ g pour tout n ∈ N. □

7



Théorème 2.16 (Théorème 6, Section 2.2, [10]). Soit T un opérateur linéaire fermé défini dans
X et à valeurs dans un espace de Banach Y . Si f et Tf sont intégrables au sens de Bochner par
rapport à µ, alors

T
(∫

E
f dµ

)
=

∫
E
Tf dµ

pour tout E ∈ Σ.

Lemme 2.17. Si fk : Ω → X avec ∥fk(x)∥ ≤ Mk pour tout x ∈ Ω et ∑
k Mk < ∞, alors ∑

k fk

converge uniformément sur Ω.

Démonstration. Mot pour mot à partir du test M de Weierstrass réel ou complexe, en utilisant la
complétude de X et le critère de Cauchy pour la convergence uniforme. □

3 Un candidat pour l’isomorphisme d’ordre approché C1

3.1 Les applications σR, ρR et la structure métrique quantique sur les
systèmes d’opérateurs tronqués

Considérons le triplet spectral canonique (AΘ, L
2(AΘ, τ) ⊗C2⌊n/2⌋

, D) pour le tore non commutatif
décrit en Section 2.1. Pour R ≥ 0 posons ΛR := {k ∈ Zn : ∥k∥ ≤ R}, et NR := #ΛR. La projection
spectrale de D sur [−R,R] est

PR = ED([−R,R]) = ED2([0, R2]) = E∑n

j=1 δ2
j
([0, R2]) ⊗ I2⌊n/2⌋ = P 0

R ⊗ I2⌊n/2⌋ (3.1)

où P 0
R est la projection orthogonale sur span{ek : k ∈ ΛR} ⊆ L2(AΘ, τ). Nous avons rank(P 0

R) = NR

et HR := PR(L2(AΘ, τ) ⊗ C2⌊n/2⌋) ∼= P 0
R L

2(AΘ, τ) ⊗ C2⌊n/2⌋ =: H0
R ⊗ C2⌊n/2⌋ . Par conséquent,

dim(HR) = rank(PR) = 2⌊n/2⌋NR et dim(H0
R) = NR. De toute évidence, chaque PR commute avec

D.

Notons ER := P 0
Rπτ (AΘ)P 0

R ⊆ B(H0
R) ∼= MNR

(C). Pour T ∈ B(H0
R), définissons Tλν := ⟨eλ, T eν⟩,

λ, ν ∈ ΛR. Nous écrivons DR := PRDPR, et par conséquent pour le triplet spectral de systèmes
d’opérateurs (ER, HR, DR), nous avons πR : ER → B(HR) défini par πR(T ) := T ⊗ I2⌊n/2⌋ . Nous
réservons ces notations tout au long de l’article :

ER := P 0
Rπτ (AΘ)P 0

R , HR := P 0
R L

2(AΘ, τ) ⊗ C2⌊n/2⌋ = H0
R ⊗ C2⌊n/2⌋

, DR := PRDPR (3.2)

où PR = P 0
R ⊗ I2⌊n/2⌋ comme en (3.1).

Motivés par le cas classique des tores [20], nous définissons les applications ρR : AΘ → ER ⊆ B(H0
R)

et σR : B(H0
R) → AΘ par

ρR(a) := P 0
Rπτ (a)P 0

R , σR(T ) := 1
NR

∑
λ,ν∈ΛR

Tλν eλe
∗
ν . (3.3)

Observons que πR ◦ ρR(a) = PRaPR pour tout a ∈ AΘ.

8



Lemme 3.1. Pour a = ∑
k akek ∈ AΘ, si ρR(a) := T , alors

Tλν = aλ−ν ω(λ− ν, ν), λ, ν ∈ ΛR.

Démonstration. Nous avons

Tλν = ⟨eλ, πτ (a)eν⟩ = τ(e∗
λaeν) = ∑

k akτ(e∗
λekeν) = ∑

k akω(k, ν)τ(e∗
λek+ν),

ce qui montre que τ(e∗
λek+ν) = δλ,k+ν , forçant k = λ− ν. □

Maintenant, nous présentons un résultat général. Pour des espaces de Hilbert H,K et un vecteur
unitaire ξ ∈ K, l’application Vξ : H → H⊗K, donnée par Vξ(η) := η⊗ξ, est une isométrie linéaire.
Pour T ∈ B(H) et S ∈ B(K),

V ∗
ξ (T ⊗ S)Vξ = ⟨Sξ , ξ⟩T.

Lemme 3.2. Soient n ≥ 2 et K un espace de Hilbert. Considérons X = ∑n
j=1 Xj ⊗ σj ∈ B

(
K ⊗

C2⌊n/2⌋
)

pour certains X1, . . . , Xn ∈ B(K), et σ1, . . . , σn ∈ B
(
C2⌊n/2⌋

)
sont des matrices auto-

adjointes satisfaisant σ2
µ = I et σµσν + σνσµ = 0 pour µ ̸= ν.

Pour µ = 1, . . . , n, soit {ξj,+
µ : 1 ≤ j ≤ 2⌊n/2⌋−1} et {ξj,−

µ : 1 ≤ j ≤ 2⌊n/2⌋−1} des bases orthonormées
des espaces propres pour les valeurs propres +1 et −1 de σµ, respectivement. Soient V j,±

µ : K →
K ⊗ C2⌊n/2⌋ les isométries η 7→ η ⊗ ξj,±

µ , et définissons

Φµ(T ) := 1
2⌊n/2⌋

2⌊n/2⌋−1∑
j=1

(
(V j,+

µ )∗TV j,+
µ − (V j,−

µ )∗TV j,−
µ

)
.

Alors
Φµ(X) = Xµ, et donc ∥Xµ∥ ≤ ∥X∥, µ = 1, . . . , n.

Démonstration. Fixons un µ ∈ {1, . . . , n}. Comme n ≥ 2, choisissons ν ̸= µ. La relation d’anticom-
mutation implique que σν envoie unitairement l’espace propre pour +1 de σµ sur l’espace propre
pour −1 de σµ. Donc ces espaces propres ont la même dimension, à savoir 2⌊n/2⌋−1.

Comme σµξ
j,±
µ = ±ξj,±

µ , nous avons

(V j,±
µ )∗XV j,±

µ =
n∑

ν=1
⟨σνξ

j,±
µ , ξj,±

µ ⟩Xν .

Pour ν ̸= µ, en utilisant la relation d’anticommutation, nous obtenons σµσν = −σνσµ et donc

σµ(σνξ
j,±
µ ) = −σνσµξ

j,±
µ = ∓σνξ

j,±
µ .

Ainsi σνξ
j,±
µ appartient à l’espace propre pour ∓1 de σµ, tandis que ξj,±

µ appartient à l’espace propre
pour ±1. Comme σµ est auto-adjointe, ces espaces propres sont orthogonaux. D’où

⟨σνξ
j,±
µ , ξj,±

µ ⟩ = 0, ν ̸= µ.
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D’autre part, ⟨σµξ
j,+
µ , ξj,+

µ ⟩ = 1 et ⟨σµξ
j,−
µ , ξj,−

µ ⟩ = −1. Par conséquent, (V j,+
µ )∗XV j,+

µ = Xµ et
(V j,−

µ )∗XV j,−
µ = −Xµ. Par conséquent,

Φµ(X) = 1
2⌊n/2⌋

2⌊n/2⌋−1∑
j=1

(
Xµ − (−Xµ)

)
= 1

2⌊n/2⌋ 2⌊n/2⌋−1 2Xµ = Xµ.

Enfin, comme V j,±
µ est une isométrie, ∥(V j,±

µ )∗TV j,±
µ ∥ ≤ ∥T∥. D’où

∥Φµ(T )∥ ≤ 1
2⌊n/2⌋

2⌊n/2⌋−1∑
j=1

(
∥(V j,+

µ )∗TV j,+
µ ∥ + ∥(V j,−

µ )∗TV j,−
µ ∥

)
≤ 1

2⌊n/2⌋ 2⌊n/2⌋−1 2∥T∥ = ∥T∥.

En prenant T = X, on obtient ∥Xµ∥ = ∥Φµ(X)∥ ≤ ∥X∥. □

Sur H0
R = span{eλ : λ = (λ1, . . . , λn) ∈ ΛR}, définissons

Lµeλ := λµeλ, c’est-à-dire Lµ := P 0
R δµ P

0
R, (3.4)

pour µ = 1, . . . , n. Ainsi, Lµ est la restriction de la dérivation δµ à l’espace tronqué. Observons
aussi que les Lµ commutent entre elles, étant des matrices diagonales.

Lemme 3.3. Nous avons DR = ∑n
j=1 Lj ⊗ σj, et par conséquent, pour T ∈ ER ⊆ B(H0

R),

[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ] =
n∑

j=1
[Lj, T ] ⊗ σj,

avec [Lµ, T ]λν = (λµ − νµ)Tλν. De plus, nous avons ∥[Lµ, T ]∥ ≤ ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥.

Démonstration. Comme PR = P 0
R ⊗I2⌊n/2⌋ , nous avons DR = ∑n

j=1 Lj ⊗σj. Comme Lµ est diagonale
avec Lµeλ = λµeλ, si T = [Tλν ]λ,ν∈ΛR

, alors (LµT )λν = λµTλν et (TLµ)λν = Tλννµ. D’où, [Lµ, T ]λν =
(λµ − νµ)Tλν , et l’expression souhaitée du commutateur s’ensuit. Enfin, en appliquant le Lemme
3.2 avec K = H0

R, l’inégalité requise s’ensuit. □

Proposition 3.4. (ER, LR) sont des espaces métriques quantiques compacts pour tout R ≥ 0, où
LR(T ) := ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥, pour T ∈ ER.

Démonstration. De toute évidence LR(T ) = LR(T ∗), et nous montrons que ker(LR) = C. INR
.

Supposons [DR, T⊗I2⌊n/2⌋ ] = 0. Par Lemma 3.3, nous obtenons [Lµ, T ] = 0 pour µ = 1, . . . , n, ce qui
implique en outre que [Lµ, T ]λν = (λµ − νµ)Tλν = 0 pour tous λ, ν ∈ ΛR. Donc lorsque λ ̸= ν, nous
avons Tλν = 0, et si T = ρR(a) ∈ ER, alors pour tout λ ∈ ΛR, nous avons Tλλ = aλ−λw(λ−λ, λ) = a0
par Lemma 3.1. Cela implique que T = a0INR

, et par conséquent T est scalaire. La réciproque est
évidente. Par conséquent, LR induit une norme sur ER/C. INR

, et en raison de la dimension finie
elle est équivalente à la norme quotient ∥.∥q. Par [24, Theorem 1.8], la métrique induite par LR sur
l’espace des états S(ER) métrique la topologie faible ∗ sur celui-ci. □
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3.2 Compositions et C1-contractivité de ρR et σR

Dans cette sous-section, nous obtenons les expressions précises pour les compositions σR ◦ ρR et
ρR ◦ σR. Ceci est suivi par la démonstration de la C1-contractivité des applications ρR et σR.

Rappelons le résultat suivant de [20].

Lemme 3.5. Pour k ∈ Zn, soit NL(ΛR, k) := #{(λ, ν) ∈ Λ2
R : λ − ν = k} et mR(k) :=

NL(ΛR, k)/NR, alors
1. mR(k) ∈ [0, 1].
2. mR(k) = 0 si k /∈ ΛR − ΛR.
3. mR(k) = mR(−k).
4. De plus définissons L(k) := B(0, R) ∩ B(k,R) ∩ Zn, et N ′

L(R, k) = #L(k). Alors mR(k) =
N ′

L(R, k)/NR.
5. Pour k ∈ Zn fixé, mR(k) → 1 lorsque R → ∞.

Démonstration. Pour (i), de toute évidence pour chaque ν ∈ ΛR, il y a au plus un λ ∈ ΛR tel que
λ−ν = k. Les parties (ii) et (iii) sont faciles. Pour (iv), soit A(k) := {(λ, ν) ∈ Λ2

R : λ−ν = k}. Alors
ϕ : A(k) → L(k) définie par ϕ((λ, ν)) := λ, est une bijection bien définie d’inverse λ 7→ (λ, λ− k).
La partie (v) découle de [20, Lemma 3.7]. □

Proposition 3.6. Nous avons

σR ◦ ρR = FmR
, où FmR

( ∑
k akek

)
:= ∑

k mR(k)akek, (3.5)

et
ρR ◦ σR = SmR

sur ER, où
(
SmR

(T )
)

λν
:= mR(λ− ν)Tλν . (3.6)

Démonstration. Soit a = ∑
k akek. Alors

σRρR(a) = 1
NR

∑
λ,ν∈ΛR

(ρR(a))λνeλe
∗
ν .

Par le Lemme 3.1 et 2.1, nous obtenons (ρR(a))λν = aλ−ν ω(λ− ν, ν) et eλe
∗
ν = ω(λ− ν, ν) eλ−ν .

Nous avons

σRρR(a) = 1
NR

∑
λ,ν∈ΛR

aλ−νω(λ− ν, ν) · ω(λ− ν, ν) eλ−ν = 1
NR

∑
λ,ν∈ΛR

aλ−νeλ−ν .

La phase s’annule exactement, pour tout Θ. En regroupant par k = λ − ν (il y a exactement
NL(ΛR, k) tels couples), on obtient σRρR(a) = ∑

k mR(k)akek = FmR
(a), ce qui prouve (3.5).
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Pour (3.6), soit T = [Tλν ]λ,ν ∈ ER ⊆ B(H0
R), T = ρR(a), de sorte que Tλν = aλ−νω(λ − ν, ν). Par

(3.3), σR(T ) = FmR
(a), avec coefficients de Fourier (σR(T ))k = mR(k)ak. Donc, par Lemma 3.1

nous avons

(ρR(σR(T )))λν = (σR(T ))λ−ν ω(λ− ν, ν) = mR(λ− ν)aλ−ν ω(λ− ν, ν) = mR(λ− ν)Tλν .

D’où ρR ◦ σR(T ) = SmR
(T ). □

Nous passons maintenant à la démonstration de la C1-contractivité de (ρR, σR). Rappelons que pour
toute projection P ∈ B(H) et π une ∗-représentation unifère de A sur H, l’application a 7→ Pπ(a)P
est complètement positive et contractante, i.e.

∥Pπ(a)P∥ ≤ ∥π(a)∥, ou, plus généralement, ∥PXP∥ ≤ ∥X∥, (3.7)

pour tout X ∈ B(H).

Proposition 3.7. Pour chaque R ≥ 0, l’application ρR est unifère, complètement positive, C1-
contractante.

Démonstration. L’unitalité, la complète positivité et la contractivité en norme (∥ρR(a)∥ ≤ ∥πτ (a)∥ =
∥a∥) découlent de (3.7), puisque ρR est une compression par la projection P 0

R de la ∗-représentation
πτ . Comme PR commute avec D, nous obtenons de (3.2) ce qui suit :

[DR , πRρR(a)] = DRPRaPR − PRaPRDR = PR[D, a]PR,

et donc par (3.7), nous obtenons ∥[DR, πRρR(a)]∥ ≤ ∥[D, a]∥. □

Pour prouver la même chose pour l’application σR, rappelons le résultat suivant.

Théorème 3.8 (Théorème 3.14, [22]). Soient B une C∗-algèbre et ϕ : Mn(C) → B une applica-
tion linéaire. Supposons que {Ei,j}n

i,j=1 désignent les unités matricielles standard pour Mn(C). Les
assertions suivantes sont équivalentes :

1. ϕ est complètement positive.
2. ϕ est n-positive.
3.

(
ϕ(Ei,j)

)n

i,j=1
est positive dans Mn(B).

Lemme 3.9. Pour chaque R ≥ 0, l’application σR : B(H0
R) → AΘ est unifère et complètement

positive. Par conséquent, σR est complètement contractante.

Démonstration. Pour voir que σR est unifère, observons que σR(I) = 1
NR

∑
λ eλe

∗
λ = 1

NR

∑
λ 1 = 1,

puisque chaque eλ est unitaire.

Pour prouver la complète positivité, nous utilisons (iii) du Théorème 3.8. Fixons une énumération
ΛR = {λ1, . . . , λNR

} et soit Eij ∈ MNR
(C) les unités matricielles standard. Comme MNR

(C) est
∗-isomorphe à B(H0

R) via Eij 7→ Ẽλiλj
, où Ẽλiλj

(eλk
) := δjkeλi

avec δjk le delta de Kronecker. Alors
σR(Eij) = 1

NR
eλi
e∗

λj
. D’où, (

σR(Eij)
)NR

i,j=1
= 1
NR

[
eλi
e∗

λj

]NR

i,j=1
.
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Soit

Y =


eλ1 0 · · · 0
eλ2 0 · · · 0
... ... . . . ...

eλNR
0 · · · 0

 ∈ MNR
(AΘ).

Alors Y Y ∗ =
[
eλi
e∗

λj

]NR

i,j=1
, et donc

(
σR(Eij)

)NR

i,j=1
= 1

NR
Y Y ∗ ≥ 0. Ainsi, par le Théorème 3.8, σR

est complètement positive. □

Remarque 3.10. Dans [20], la complète positivité de l’application σR dans le cas des tores clas-
siques était automatique puisque l’image était une C∗-algèbre commutative. Dans notre cas, nous
avons exploité le fait que le domaine est Mn(C).

Proposition 3.11. Pour tout T ∈ ER ⊆ B(H0
R), nous avons

[D, σR(T ) ⊗ I2⌊n/2⌋ ] = (σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ (C))
(
[DR, πR(T )]

)
,

où DR = PRDPR est considéré comme agissant sur B(H0
R) ⊗M2⌊n/2⌋(C) ∼= B(HR) (πR(T ) par (3.2)

est T ⊗I2⌊n/2⌋), et σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ (C) est l’amplification matricielle seconde de l’application σR. Ainsi,
nous avons

∥[D, σR(T ) ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥ ≤ ∥[DR, πR(T )]∥.

Démonstration. Par Lemma 3.3, nous obtenons

[DR, πR(T )] = [DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ] = ∑n
j=1[Lj, T ] ⊗ σj ∈ B(H0

R) ⊗M2⌊n/2⌋(C),

et [Lµ, T ]λν = (λµ − νµ)Tλν pour µ = 1, . . . , n. La seconde amplification de l’application σR :
B(H0

R) → AΘ, i.e., σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ (C) : B(H0
R) ⊗ M2⌊n/2⌋(C) → AΘ ⊗ M2⌊n/2⌋(C), nous donne ce qui

suit :
(σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ (C))([DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]) = (σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ )

( ∑n
j=1[Lj, T ] ⊗ σj

)
= 1

NR

∑n
j=1

∑
λ,ν(λj − νj)Tλνeλe

∗
ν ⊗ σj.

Comme σR(T ) = 1
NR

∑
λ,ν Tλνeλe

∗
ν , observons que

δµ(eλe
∗
ν) = δµ(ω(λ− ν, ν)eλ−ν) = (λµ − νµ)ω(λ− ν, ν)(eλ−ν) = (λµ − νµ)eλe

∗
ν

pour µ = 1, . . . , n. D’où, par linéarité nous obtenons

δµ(σR(T )) = 1
NR

∑
λ,ν

Tλν δµ(eλe
∗
ν) = 1

NR

∑
λ,ν

(λµ − νµ)Tλν eλe
∗
ν , pour µ = 1, . . . , n.

Par conséquent,

(σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ (C))([DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]) =
n∑

j=1
δj(σR(T )) ⊗ σj.

D’autre part,
[D, σR(T ) ⊗ I2⌊n/2⌋ ] =

n∑
j=1

δj(σR(T )) ⊗ σj,
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ce qui prouve la première équation.

Pour la seconde équation, comme nous le savons de Lemma 3.9 que σR : B(H0
R) → AΘ est com-

plètement contractante, nous obtenons que ∥[D, σR(T ) ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥ = ∥(σR ⊗ idM2⌊n/2⌋ (C))([DR, T ⊗
I2⌊n/2⌋ ])∥ ≤ ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥. □

4 Convergence de Gromov–Hausdorff

4.1 Action de Rn et bon noyau
Pour le tore non commutatif AΘ, nous avons l’action de Tn = Rn/(2πZ)n sur la C∗-algèbre TΘ pour
laquelle AΘ est la sous-algèbre des éléments lisses. L’application de revêtement Rn → Tn donnée
par (s1, . . . , sn) 7→ (eis1 , . . . , eisn) nous permet de tirer en arrière l’action de Tn vers Rn, et nous
avons le fait suivant :
Lemme 4.1. Pour x ∈ Rn, considérons l’application αx(ek) := eik·xek pour ek ∈ AΘ. De plus, elle
s’étend en un ∗-automorphisme de AΘ et ∥αx(a)∥ = ∥a∥ pour tout a ∈ AΘ.
Lemme 4.2. Pour a ∈ AΘ fixé et x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, la courbe g(t) := αtx(a) est de classe C1

en norme (en fait, C∞), et
g′(t) = i

∑n
µ=1 xµ αtx(δµ(a)).

Démonstration. Écrivons g(t) = ∑
k fk(t), où fk(t) := ake

itk·xek ∈ AΘ. Chaque fk est C1 avec
f ′

k(t) = i(k · x)ake
itk·xek. Alors g(t0) = ∑

k fk(t0) converge en utilisant ∥ek∥ = 1 et la décroissance
rapide de (ak). Pour la série des dérivées, ∥f ′

k(t)∥ = |k · x||ak| ≤ ∥x∥∥k∥|ak|, et ∑
k ∥k∥|ak| < ∞

par décroissance rapide, donnant ainsi une borne indépendante de t. Par le Lemme 2.17, ∑
k f

′
k(t)

converge uniformément sur R. Par conséquent, nous pouvons appliquer le Lemme 2.5 pour obtenir
ce qui suit :

g′(t) = ∑
k f

′
k(t) = ∑

k ak i(
∑n

µ=1 kµxµ)eitk·xek

= i
∑

k

(∑n
µ=1 xµe

itk·xkµakek

)
= i

( ∑n
µ=1 xµ

∑
k e

itk·xkµakek

)
= i

( ∑n
µ=1 xµαtx

( ∑
k kµakek

))
= i

( ∑n
µ xµαtx(δµ(a))

)
= i

∑n
µ=1 xµαtx(δµ(a)),

ce qui conclut la preuve □

Lemme 4.3. Pour tout a ∈ AΘ et x ∈ Rn,

a− αx(a) = −i
∫ 1

0

∑n
µ=1 xµ αtx(δµa) dt.

Démonstration. Par le Lemme 4.2, g(t) = αtx(a) est C1 et sa dérivée g′(t) = i
∑

µ xµαtx(δµa) est
continue en norme en t (pour chaque µ = 1, . . . , n, la fonction t 7→ αtx(δµ(a)) est donnée par une
série de Fourier uniformément convergente en t, par le même argument que le Lemme 4.2 appliqué
à δµa ∈ AΘ à la place de a). En appliquant le Lemme 2.11, nous obtenons g(1) − g(0) =

∫ 1
0 g

′(t) dt,
ce qui montre que αx(a) − a =

∫ 1
0 g

′(t) dt. □
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Nous consignons un corollaire du Lemme 3.2 qui sera utile.

Corollaire 4.4. Pour a ∈ AΘ et µ = 1, . . . , n, ∥δµ(a)∥ ≤ ∥[D, a]∥.

Démonstration. En appliquant le Lemme 3.2 avec K = L2(AΘ, τ). Nous avons

X = [D, a] = ∑n
µ=1 πτ (δµ(a)) ⊗ σµ.

Cela nous donne ∥δµ(a)∥ = ∥πτ (δµ(a))∥ ≤ ∥[D, a]∥. □

Proposition 4.5. Soient x̃ ∈ Tn = Rn/(2πZ)n et x ∈ Rn un représentant quelconque de x̃. Pour
l’action de Tn αx̃(ek) := αx(ek), où αx est comme dans Lemma 4.1, sur AΘ, nous avons

∥a− αx̃(a)∥ ≤
√
n l(x̃) ∥[D, a]∥,

où l(x̃) := infk∈Zn ∥x+ 2πk∥.

Démonstration. Comme αx = αx+2πk pour tout k ∈ Zn, nous avons le caractère bien défini de
l’action de Tn. Maintenant, en appliquant Lemma 4.3, Lemma 2.13, Lemma 4.1 et Corollary 4.4
dans cet ordre, nous obtenons ce qui suit :

∥a− αx̃(a)∥ = ∥a− αx(a)∥ =
∥∥∥∥ − i

∫ 1
0

∑n
µ=1 xµ αtx(δµa) dt

∥∥∥∥
≤

∫ 1
0

∥∥∥ ∑
µ xµαtx(δµa)

∥∥∥dt
≤ ∑

µ

∫ 1
0 |xµ|∥αtx(δµa)∥dt

= ∑
µ |xµ|∥δµa∥

≤ (|x1| + . . .+ |xn|)∥[D, a]∥
≤

√
n ∥x∥ ∥[D, a]∥.

En prenant l’infimum sur tous les représentants de x̃ dans la dernière inégalité, on prouve l’assertion.
□

Rappelons que ΛR := {k ∈ Zn : ∥k∥ ≤ R} pour R ≥ 0.

Definition 4.6. Pour tout x̃ ∈ Tn = Rn/(2πZ)n, définissons

KR(x̃) := 1
NR

∣∣∣∣ ∑
λ∈ΛR

eiλ · x

∣∣∣∣2,
où x ∈ Rn est un représentant quelconque de x̃. Le caractère bien défini découle de la définition de
ΛR.

Lemme 4.7. Nous avons KR(x̃) ≥ 0,
∫
Tn KR(x̃) dx̃ = 1, et KR(x̃) = ∑

k mR(k)eik·x, où mR(k) est
comme défini dans Lemma 3.5.

Démonstration. Pour observer
∫
Tn KR(x̃) dx̃ = 1, utiliser la mesure de Haar probabilisée normali-

sée sur Tn = Rn/(2πZ)n. Nous avons KR(x̃) = 1
NR

∑
λ,ν∈ΛR

ei(λ−ν)·x, et en regroupant les mêmes
puissances par k = λ− ν on obtient KR(x̃) = ∑

k mR(k)eik·x. □
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Lemme 4.8. Nous avons pour tout a ∈ AΘ

FmR
(a) =

∫
Tn
KR(x̃)αx̃(a) dx̃,

où FmR
est comme défini en Proposition 3.5.

Démonstration. Soit Sk(x̃) := ∑
∥ℓ∥≤k aℓe

iℓ·xeℓ. Par la décroissance rapide de (aℓ) et ∥eℓ∥ = 1,
nous avons ∥Sk(x̃) − αx̃(a)∥ ≤ ∑

∥ℓ∥>n |aℓ|, qui tend vers 0 uniformément en x̃. Chaque Sk est
une application continue de Tn vers AΘ, et donc intégrable au sens de Bochner par le Lemme
2.9. Comme Sk → α⋆(a) uniformément et KR est bornée sur l’espace compact Tn, nous avons
KR · Sk → KR · α⋆(a) uniformément. Par le Corollaire 2.15,∫

Tn
KR(x̃)Sk(x̃) dx̃ −→

∫
Tn
KR(x̃)αx̃(a) dx̃ lorsque k → ∞.

D’autre part, par Lemma 4.7 nous obtenons∫
Tn
KR(x̃)Sk(x̃) dx̃ =

∑
∥ℓ∥≤k

(∫
Tn
KR(x̃)eiℓ·xdx̃

)
aℓeℓ =

∑
∥ℓ∥≤k

mR (−ℓ) aℓeℓ.

Comme FmR
(a) = ∑

ℓ mR (ℓ) aℓeℓ, en utilisant mR(−ℓ) = mR(ℓ) et en faisant tendre k → ∞, nous
concluons la preuve. □

Les résultats principaux de cette sous-section sont les suivants.

Proposition 4.9. Pour tout a ∈ AΘ, nous avons

a− σR ◦ ρR(a) =
∫
Tn
KR(x̃)

(
a− αx̃(a)

)
dx̃,

et
∥a− σR ◦ ρR(a)∥ ≤ γR ∥[D, a]∥, γR :=

√
n

∫
Tn
KR(x̃)l(x̃) dx̃.

Démonstration. Par Proposition 3.6 et le Lemme 4.8, nous avons σRρR(a) = FmR
(a) =

∫
KR(x̃)αx̃(a) dx̃.

Comme
∫
KR = 1, nous pouvons prendre a =

∫
KR(x̃)a dx̃, et cela donne la première équation. Pour

la seconde équation, en utilisant Lemma 2.13 et Proposition 4.5 nous avons

∥a− σRρR(a)∥ ≤
∫
Tn
KR(x̃)∥a− αx̃(a)∥ dx̃ ≤

√
n

( ∫
Tn
KR(x̃)l(x̃) dx̃

)
∥[D, a]∥.

□

Proposition 4.10. Pour tout ε > 0, soit Bε(0) = {x̃ ∈ Tn : l(x̃) < ε}, alors∫
Tn\Bε(0)

KR(x̃) dx̃ −→ 0

lorsque R → ∞. Par conséquent,

γR :=
√
n

∫
Tn
KR(x̃)l(x̃) dx̃ −→ 0 lorsque R → ∞.
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Démonstration. Fixons ε, η > 0 quelconques. Choisissons une fonction continue f : Tn → [0, 1] avec
f(0) = 0 et f ≡ 1 en dehors de Bε(0) (par ex. f(x̃) = min {1, l(x̃)/ε}). Par le théorème de Stone–
Weierstrass, choisissons un polynôme trigonométrique p(x̃) = ∑

∥k∥≤M cke
ik·x avec ∥f − p∥∞ < η.

Comme KR ≥ 0 et
∫
KR = 1, nous avons

∣∣∣ ∫
Tn KR(f − p)

∣∣∣ ≤ ∥f − p∥∞ ≤ η. Aussi,∫
Tn
KR p =

∑
∥k∥≤M

ckmR(k) −→
∑

∥k∥≤M

ck = p(0) lorsque R → ∞,

par le Lemme 3.5. Observons que comme f(0) = 0, nous avons |p(0)| = |f(0)−p(0)| ≤ ∥f−p∥∞ ≤ η.
D’où,

lim sup
R→∞

∣∣∣∣∫
Tn
KRf

∣∣∣∣ ≤ lim sup
R→∞

(∣∣∣∣∫
Tn
KRp

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∫

Tn
KR(f − p)

∣∣∣∣) ≤ 2η.

Comme η > 0 était arbitraire, nous obtenons
∫
Tn KRf → 0. Comme f ≥ χTn\Bε(0) et KR ≥ 0, nous

avons
∫
Tn\Bε(0) KR ≤

∫
KRf qui tend vers 0 lorsque R → ∞. Cela prouve la première assertion.

Pour la seconde partie, soit M := supTn l(x̃) < ∞. Pour ε > 0, nous obtenons

γR =
√
n

∫
Bε(0)

KR(x̃)l(x̃) dx̃+
√
n

∫
Tn\Bε(0)

KR(x̃)l(x̃) dx̃ ≤
√
n ε+

√
nM

∫
Tn\Bε(0)

KR,

en utilisant
∫
KR = 1 et l(x̃) < ϵ pour le premier terme. Par le Lemme 4.10, lim supR γR ≤

√
nε.

Comme ε > 0 est arbitraire, nous obtenons que γR → 0 lorsque R → ∞. □

Remarque 4.11. Les lecteurs peuvent consulter la sous-section 3.3 de [20]. KR était la transformée
de Fourier inverse de {mR(k)}k∈Zn ; en utilisant ceci et quelques autres faits d’analyse harmonique,
les auteurs de [20] ont prouvé que KR est un bon noyau dans la Proposition 3.8.

4.2 Isomorphisme d’ordre approché C1 et convergence
Nous commençons par fixer la notation suivante.

Notation 4.12. Pour x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, soit

Wx := ei(
∑n

µ=1 xµLµ) =
∑
m≥0

(
i(∑n

µ=1 xµLµ)
)m

m! ∈ B(H0
R)

où les Lµ sont comme définis en (3.4). En utilisant le fait que les Lµ commutent entre elles,
nous obtenons que Wxeλ = eiλ·xeλ. Nous voyons aussi que Wx = Wx+2πk, car Wxeλ = eiλ·xeλ =
eiλ·(x+2πk)eλ = Wx+2πkeλ, pour tout λ ∈ ΛR.

Définissons βx(T ) := WxTW
∗
x pour T ∈ B(H0

R) et x ∈ Rn. Clairement ∥βx(T )∥ = ∥T∥ et
βx(ρR(a)) = ρR(αx(a)), pour tout a ∈ AΘ et x ∈ Rn.

Lemme 4.13. Pour tout T ∈ B(H0
R) et x ∈ Rn, l’application R → B(H0

R) donnée par t 7−→ βtx(T )
est de classe C1 en norme et

d

dt
βtx(T ) = i βtx

(∑n
µ=1 xµ[Lµ, T ]

)
. (4.1)
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Démonstration. Définissons x · L := ∑n
µ=1 xµLµ, qui est auto-adjointe, et observons que Wtx =

eit(x·L) commute avec x · L. La règle du produit nous donne ce qui suit :
d
dt

(
WtxTW

∗
tx

)
= i(x · L)WtxTW

∗
tx −WtxTW

∗
tx i(x · L)

= iWtx

[
x · L , T

]
W ∗

tx

= iβtx

(
[x · L , T ]

)
,

ce qui conclut la preuve. □

Pour x̃ ∈ Tn, avec un représentant x ∈ Rn, définissons l’application βx̃(T ) := βx(T ), pour tout T ∈
B(H0

R). Alors, nous avons une action bien définie β de Tn sur B(H0
R). Observons que ∥βx̃(T )∥ = ∥T∥

et βx̃(ρR(a)) = ρR(αx̃(a)), pour tout a ∈ AΘ et x̃ ∈ Tn.

Proposition 4.14. Pour tout T ∈ ER ⊆ B(H0
R) et x ∈ Rn, nous avons

T − βx(T ) = −i
∫ 1

0
βtx

( ∑n
µ=1 xµ[Lµ, T ]

)
dt , ∥T − βx(T )∥ ≤

√
n ∥x∥ ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥.

Par conséquent, pour tout x̃ ∈ Tn,

∥T − βx̃(T )∥ ≤
√
n l(x̃)∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥.

Démonstration. Par le Lemme 4.13, l’application t 7−→ βtx(T ) est de classe C1 en norme. Par
conséquent, le théorème fondamental du calcul intégral pour les intégrales de Bochner nous donne

βx(T ) − T =
∫ 1

0

d

dt
βtx(T ) dt.

Ainsi,
T − βx(T ) = −i

∫ 1

0
βtx

(∑n
µ=1 xµ[Lµ, T ]

)
dt.

Comme ∥βx(T )∥ = ∥T∥, en utilisant Lemma 2.13 nous obtenons ce qui suit :

∥T − βx(T )∥ ≤
∫ 1

0

∥∥∥ ∑n
µ=1 xµ[Lµ, T ]

∥∥∥ dt
≤ ∑n

µ=1 |xµ|∥[Lµ, T ]∥.

Par Lemma 3.3, nous avons ∥[Lµ, T ]∥ ≤ ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥ pour µ = 1, . . . , n.

D’où,
∥T − βx(T )∥ ≤ (∑n

µ=1 |xµ|) ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥
≤

√
n ∥x∥ ∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥.

Comme βx̃(T ) := βx(T ), en prenant l’infimum sur tous les représentants de x̃, on obtient l’inégalité
souhaitée. □

Lemme 4.15. Pour T ∈ ER ⊆ B(H0
R) et x̃ ∈ Tn, nous avons (βx̃(T ))λν = ei(λ−ν)·xTλν, et∫

Tn
KR(x̃)βx̃(T ) dx̃ = SmR

(T ),

où SmR
(T ) est comme défini en (3.6).
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Démonstration. La première équation découle immédiatement de Wxeλ = eiλ·xeλ. Maintenant,
observons que ρR ◦ FmR

= SmR
◦ ρR, et soit T = ρR(a) pour un certain a ∈ AΘ. Alors, par

Lemma 4.8 nous obtenons
SmR

(T ) = ρR(FmR
(a))

= ρR (
∫
Tn KR(x̃)αx̃(a) dx̃) .

Comme ρR est une application linéaire bornée, en utilisant le Théorème 2.16 nous obtenons ce qui
suit :

SmR
(T ) =

∫
Tn
KR(x̃)ρR(αx̃(a)) dx̃ =

∫
Tn
KR(x̃)βx̃(T ) dx̃.

□

Proposition 4.16. Pour T ∈ ER ⊆ B(H0
R), nous avons

T − ρRσR(T ) =
∫
Tn
KR(x̃)

(
T − βx̃(T )

)
dx̃ , ∥T − ρRσR(T )∥ ≤ γR∥[DR, T ⊗ I2]∥.

Démonstration. Par le Lemme 4.15 et Proposition 3.6, nous avons
∫
Tn KR(x̃)βx̃(T ) dx̃ = SmR

(T ) =
ρRσR(T ). En soustrayant de T =

∫
Tn KR(x̃)T dx̃ on obtient la première équation. Pour la seconde

équation, par Lemma 2.13 nous avons
∥T − ρRσR(T )∥ ≤

∫
Tn KR(x̃)∥T − βx̃(T )∥ dx̃

≤
√
n

( ∫
Tn KR(x̃)l(x̃) dx̃

)
∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥ = γR∥[DR, T ⊗ I2⌊n/2⌋ ]∥,

où la seconde inégalité découle de Proposition 4.14. □

Remarque 4.17. Dans le cas classique du tore, le fait que ρR◦σR soit une identité approchée de ER

était obtenu via une variante du résultat de Bożejko et Fendler, voir [20, Lemma 3.5]. L’argument
de ce lemme repose fortement sur la commutativité de C(Td) pour passer de la norme complètement
bornée à la norme d’opérateur usuelle, et ne s’applique donc pas dans notre cadre non commutatif.
Le résultat principal de l’article est le suivant.
Théorème 4.18. Les espaces d’états (S(ER), dER

) convergent vers (S(AΘ), dAΘ) en distance de
Gromov–Hausdorff lorsque R → ∞.
Démonstration. Nous avons les applications ρR(a) = P 0

Rπτ (a)P 0
R et σR(T ) = 1

NR

∑
λ,ν∈ΛR

Tλνeλe
∗
ν de

la Section 3. Par le Lemme 3.7 et 3.9, nous avons l’unitalité, la complète positivité et la contractivité
en norme des applications ρR et σR, respectivement, pour chaque R ≥ 0. La contractivité de
Lipschitz de ρR découle de Proposition 3.7, et celle de σR découle de Proposition 3.11. Enfin,
Proposition 4.9 et Proposition 4.16 avec le γR → 0 commun (voir Proposition 4.10) établissent
(ρR, σR) comme un isomorphisme d’ordre approché C1 entre (AΘ, H,D) et les espaces tronqués
spectralement {(ER, HR, DR)}R≥0. Par conséquent, par Theorem 2.4 le résultat s’ensuit. □

Comme nous l’avons mentionné précédemment, la convergence de Gromov–Hausdorff quantique
des systèmes d’opérateurs tronqués vers le tore non commutatif découle du résultat ci-dessus, en
appliquant la Proposition 2.2.4 dans [16].

Toute notre analyse subsiste dans le cas Θ = 0. Par conséquent, nous retrouvons le résultat principal
de [20] comme cas particulier.
Corollaire 4.19. Les espaces d’états des troncatures spectrales pour les tores convergent vers l’es-
pace d’états des tores en distance de Gromov–Hausdorff.
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5 Analyse de structure : C∗-enveloppe et nombre de pro-
pagation

La C∗-enveloppe et le nombre de propagation déterminent d’autres structures des systèmes d’opéra-
teurs tronqués. Nous ne rappelons pas leurs définitions et propriétés ici, mais renvoyons à [7, 11, 20]
pour tous les détails.

Cette section découle principalement de [20, Section 4.1], à quelques changements nécessaires près
dus aux cocycles non triviaux, et nous la faisons donc brève.

Rappelons L(s), pour s ∈ Zn, du Lemme 3.5. Pour k, ℓ ∈ ΛR, soit Ek,ℓ ∈ B(H0
R) ∼= MNR

(C) l’unité
matricielle standard. Soit p ∈ Zn, et définissons Tp ∈ B(H0

R) ∼= MNR
(C) par Tp := ρR(e−p). Alors

Lemma 3.1 implique que (Tp)λµ = (e−p)λ−µw(λ− µ, µ), où (e−p)λ−µ est le (λ− µ)ième-coefficient du
développement de Fourier de e−p, qui vaut 1 si et seulement si λ − µ = −p. Donc (Tp)λµ est non
nul si et seulement si λ− µ = −p, et dans ce cas (Tp)λµ = w(−p, µ). Cela prouve ce qui suit :

Tp =
∑

s∈L(p)
w(−p, s)Es−p,s. (5.1)

Du raisonnement ci-dessus, il est aussi évident que Tp = 0 si p /∈ ΛR − ΛR, car p /∈ ΛR − ΛR si et
seulement si L(p) = ∅. Le support de la matrice Tp est {(s− p, s) : s ∈ L(p)}. De plus, il est facile
de voir que {Tp : p ∈ ΛR − ΛR} est une base de ER. Enfin,

T(0,0,...,0) =
∑

s∈ΛR

Es,s = idH0
R
.

Lemme 5.1. Soient p, q ∈ ΛR − ΛR. Alors nous avons

TpTq = w(−p,−q)
∑

s∈L(p+q) ∩ L(q)
w(−(p+ q), s)Es−p−q,s.

Démonstration. Soient Tp = ∑
m∈L(p) w(−p,m)Em−p,m et Tq = ∑

s∈L(q) w(−q, s)Es−q,s. Alors la
preuve est mot pour mot celle de [20], mais cette fois nous avons des facteurs supplémentaires, i.e.,

TpTq =
∑

s∈L(q) ∩ L(p+q)
w(−p, s− q)w(−q, s)Es−p−q,s.

En utilisant les identités de cocycle, nous obtenons que

w(−p, s− q)w(−q, s) = w(−p, s)w(−p,−q)w(−q, s) = w(−p,−q)w(−(p+ q), s)

ce qui achève la preuve. □

Comme cas particulier, pour ℓ, k ∈ ΛR − ΛR tels que ℓ+ k ∈ ΛR − ΛR, nous obtenons, pour p = −k
et q = ℓ+ k,

T−kTℓ+k = w(k,−(ℓ+ k)) ∑
s∈L(ℓ) ∩ L(ℓ+k) w(−ℓ, s)Es−ℓ,s. (5.2)

Définissons maintenant, pour r ≥ 0, Kr := co(Λr) ⊆ Rn (l’enveloppe convexe fermée de Λr). Clai-
rement, Kr ⊆ B(0, r), Kr ∩ Zn = Λr, et Ext(Kr) ⊆ Λr.
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Lemme 5.2. Fixons p, q ∈ ΛR, et définissons ℓ := q − p ∈ ΛR − ΛR. Alors il existe m ∈ Ext(KR)
tel que

K∥q∥ ∩ (KR −m+ q) = {q}.

Posons k := p − m ∈ ΛR − ΛR. Alors ℓ + k ∈ ΛR − ΛR, et L(ℓ) ∩ L(ℓ + k) ∩ K∥q∥ = {q}. Par
conséquent,

s ∈ L(ℓ) ∩ L(ℓ+ k), s ̸= q =⇒ ∥s∥ > ∥q∥.

Démonstration. Ceci découle mot pour mot de [20]. □

Avec p, q ∈ ΛR fixés et ℓ, k comme dans le Lemme 5.2, définissons

ck,ℓ(s) := w(k,−(ℓ+ k))w(−ℓ, s) ∈ S1 pour tout s.

Alors, à partir de (5.2), nous obtenons que

T−kTℓ+k = ∑
s∈L(ℓ) ∩ L(ℓ+k) ck,ℓ(s)Es−ℓ,s

= ∑
s∈L(ℓ) ∩ L(ℓ+k)∩K∥q∥

ck,ℓ(s)Es−ℓ,s + ∑
s∈L(ℓ) ∩ L(ℓ+k)∩Kc

∥q∥
ck,ℓ(s)Es−ℓ,s

= ck,ℓ(q)Ep,q + ∑
s∈L(ℓ) ∩ L(ℓ+k)

∥s∥>∥q∥
ck,ℓ(s)Es−ℓ,s.

Par conséquent,
Ep,q = ck,ℓ(q)−1T−kTℓ+k −

∑
s∈L(ℓ) ∩ L(ℓ+k)

∥s∥>∥q∥

ck,ℓ(s)
ck,ℓ(q)

Es−ℓ,s. (5.3)

De plus, en répétant ce processus pour chaque Es−ℓ,s apparaissant dans la somme, on aboutit, en
un nombre fini d’itérations, à une combinaison linéaire finie de produits de la forme (5.2) pour Ep,q.

Théorème 5.3. Pour chaque R ≥ 1, la C∗-enveloppe et le nombre de propagation de l’espace
tronqué ER sont donnés par C∗

e (ER) = B(H0
R) ∼= MNR

(C) et prop(ER) = 2.

Démonstration. Le fait que B(H0
R) soit une C∗-extension de ER est maintenant immédiat, car par

l’argument ci-dessus, toute unité matricielle standard Ep,q appartient à span{T−kTℓ+k : ℓ, k, ℓ+ k ∈
ΛR − ΛR}. De plus, nous obtenons que la C∗-enveloppe de ER est aussi B(H0

R) ∼= MNR
(C) par

la simplicité, et l’argument ci-dessus montre aussi que prop(ER) ≤ 2. Maintenant, pour montrer
que prop(ER) > 1, observons que pour tout T = ρ (∑

λ∈Zn aλeλ) ∈ ER, les entrées de la diagonale
principale sont toutes les mêmes, i.e., Tλλ = a0, pour tout λ ∈ ΛR. Ainsi E0,0 /∈ ER, ce qui conclut
la preuve. □

Cela montre que la structure plus profonde des systèmes d’opérateurs tronqués pour les tores survit
aux déformations. Malgré nos efforts, la structure du dual pour les systèmes d’opérateurs tronqués
reste largement inexplorée, tout comme dans le cas classique des tores.
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