Entropie pour les automorphismes des algébres de von Neumann de type II;
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Résumé / Introduction : Dans cet article, nous étudions le probléme suivant : prouver que pour
n # m, le n-décalage du facteur hyperfini de type II; n’est pas conjugué au m-décalage. Pour
chaque n, le n-décalage est I'automorphisme correspondant a la translation de 1 dans le produit
tensoriel infini Ry = ®,¢z(N,7), ou N est 'algebre des matrices n X n et 7 la trace normalisée sur
N. Comme le R; ci-dessus ne dépend pas de n (& isomorphisme pres), car c¢’est 'unique facteur
hyperfini de type II;, le probléeme ci-dessus a un sens.

Il existe une analogie évidente entre ce probleme et le probleme de la conjugaison des décalages de
Bernoulli en théorie ergodique. En fait, les deux sont des cas particuliers du probléeme de conju-
gaison pour les automorphismes correspondant a la translation de 1 dans ®,¢z (N, 7), ol T est une
trace normalisée sur ’algebre de von Neumann de dimension finie N.

Il est donc naturel d’essayer d’étendre la notion d’entropie de la théorie ergodique au cadre non
commutatif. Il est connu depuis longtemps qu’étant donnée une algebre de von Neumann M munie
d’une trace normale fideéle semi-finie 7, et en considérant un état ¢ sur M, avec ¢ = 7(p-), la
quantité S(¢) = 7(n(p)) ou n(z) = —xrlogax mesure la quantité de 1 (aléatoire) dans ¢ pour les

besoins de la mécanique quantique. De méme, Wigner et Yanase ont défini la notion purement non
commutative d’information biaisée entre p et une observable auto-adjointe K :

1 1
_ = /2 772
I:I:(paK)_27—([p 7K] )
Dyson a étendu cette définition et a introduit, pour 0 < p < 1,
1 _ _
L(p, K) = 57 ([0, K][p' 7. K]) = 7(p" PKpPK) = 7(pK*),

IIs ont conjecturé que I, était une fonction concave de p pour chaque K fixé. Cette conjecture a
été démontrée par E. Lieb avec K non nécessairement auto-adjoint et I,(p, K) = 7(p* PK*pPK) —
T(pK*K).

En fait, il découle facilement du théoréeme de Lieb, qui a été démontré pour les facteurs de type I,
mais dont la démonstration s’étend également aux algebres de von Neumann finies, que

1 .
est une fonction concave de p pour chaque K [5].

G. Lindblad définit dans [7] entropie relative d’un état p; par rapport a un état p, par la formule :

S(pilp2) = 7(p1(log p1 — log p2)).

Voir Poriginal ici https://denisevellachemla.eu/AC-biblio28.pdf ou sur le site d’Alain Connes.
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II a prouvé [7, Théoreme 1], [8] que S est une fonction conjointement convexe de p; et po, un fait
qui découle également de 1'égalité :

S(pilp2) = —1 ([%1 /?2] ’ [? 81) '

En raison de tels progrés dans la théorie de I'information non commutative, il était raisonnable
d’espérer obtenir une définition correcte de ’entropie des automorphismes dans le cadre non abé-
lien.

La principale difficulté provient du fait que deux sous-algebres de dimension finie d’une algebre de
von Neumann non abélienne peuvent ne pas engendrer une algebre de dimension finie (les abéliennes
le font, voir par ex. [1, Théoreme 3(ii)]). Ainsi, il n’y a pas d’analogue immédiat pour I'opération
PV @ entre partitions d’algebres de von Neumann abéliennes. Nous avons donc cherché un rem-
placement, non pas du V ci-dessus, mais de la quantité H(P,V P,V ---V P,).

Nous construisons pour chaque n une fonction H(Pi,..., P,), ou les P; sont des sous-algebres de
von Neumann de dimension finie arbitraires d’une algebre de von Neumann R donnée munie d’'une
trace finie 7, et H est symétrique par rapport a ses arguments.

Cette fonction satisfera aux exigences suivantes :

(A) H(Ny,...,Ny) <H(Py,...,P) lorsque N; C Py, j=1,...,k.

(B) H(Ni,..., Niy Niy1, ..., N,) < H(Ny, ..., Ni) + H( Ny, - .., Np).

(C) P,...,P,CP = H(P\,...,Py,Pop1s.., Pn) < H(P,Ppi1,..., ).
(D)

D) Pour toute famille de projections minimales de N, (e, )acr telle que Y e, =1, on a H(N) =

Yaer 1(7(ea)).
(E) Si (N1U---UNy)" est engendrée par des sous-algebres de von Neumann P; de N commutant
deux a deux, alors H(Ny,...,Ni) = H((Ny U---UN)").

Les autres propriétés de H la relient a une fonction d’entropie relative H(NN|P) analogue a I’entropie
relative de la théorie ergodique :

(F) H(Ny,...,Ny) < H(Py, ..., F) + > H(Nj|F;).

(G) H(N|Q) < H(N|P) + H(P|Q).

(H) H(N|P) est croissante en N et décroissante en P.

(I) Soient N; et Ny commutant, alors H(Ny|Ny) = H((N1UNs)"|Ny) = H((N1UN,)") — H(Ny).

De plus, nous prouverons que H est fortement continue ; plus précisément, étant donnés n et € > 0,
on trouve § > 0 tel que :

(dimN =n, N c® P) = H(N|P) <.

Munis d’une telle fonction H, il est alors facile de définir, pour un automorphisme 6 du couple
(R, T) préservant 7, les quantités :

H(N,0) = lim ;H(N, O(N),0%(N),...,08(N))



H@)= sup H(N,0).

N dim. finie
De plus, le théoreme de Kolmogoroff-Sinai est vrai, pourvu que R soit hyperfini (il ne peut méme
pas étre énoncé autrement) et prend la forme suivante :

Théoréme 1. Soit (Ny) une suite croissante de sous-algébres de von Neumann de dimension finie
de R avec Ny faiblement dense dans R, alors H(0) = sup,en H (N, 0) pour tout 6 préservant 7.

En utilisant la propriété D et la propriété E, on obtient :
Théoréme 2. Soit S, le n-décalage du facteur hyperfini de type 11y, alors H(S,) = logn.

Ceci prouve en particulier que ces décalages ne sont pas conjugués pour des n différents. Nous
généraliserons dans le théoreme 4 le théoreme 2 aux décalages de Bernoulli de R définis par des
nombres positifs A, ..., A, de somme 1. Pour un tel §, H(0) = — > A, log \;.

1. Prémisses

Ici, nous fixons nos notations et rappelons au lecteur quelques faits connus de la théorie de I'in-
formation non commutative, puis nous prouvons une inéquation importante ((8)) qui sera utilisée
plus loin. Tout au long des développements, R sera une algebre de von Neumann finie munie d’une
trace normale finie fidele 7. Lorsqu’en est une sous-algebre de von Neumann de R, nous notons Ey
I'unique espérance conditionnelle normale fidele de R sur N qui préserve 7.
La lettre n désigne la fonction = € [0, +00[— —z logx. Nous rappelons que :

- log est une fonction a croissance opératorielle sur [0, +oo[ ([11] Prop. 2.5.8).
- 1 est une fonction opérateur-concave sur [0, +oo[ [9].
- n(zy) = n(z)y + xn(y) pour des opérateurs commutant x, y.

Nous posons, pour z,y € Ry, x < Ay pour un certain A > 0,

S(zly) = 7(z(logz — logy)),

et il s’ensuit, comme montré dans l'introduction, que S(x|y) est une fonction conjointement convexe

de (z,y).
Cela implique en particulier I'inégalité bien connue de Peierls-Bogoliubov :

7(x)(log 7(x) —log7(y)) < 7(x(logz — logy)).

Notons aussi que :
S(A\x|\y) = AS(z]y), A >0.

En utilisant (4) et (6), I'inégalité suivante est alors facile & démontrer :

Yiowi € Ry, ys <y, > wi=1 = > 7(y;(loga; —logy;)) < <Zyz>

=1 =1 =1



(car Y, S(yilai) > S (z ”

Sai) = = (St w)

Nous déduisons maintenant de (7) une inégalité qui jouera un role fondamental dans la suite, et
qui est utilisée dans la démonstration de la propriété C.

Soient I, J deux ensembles finis, (z;)ier jes une famille d’éléments de Ry telle que ;. ;@i = 1,

alors :
domn(zy) <> o)+ 777(553)
1,3 i J

ol zj = X xij et 17 =3, x4,

Pour prouver (8), il suffit de montrer que :

S ri(ey) = Sorn(a?) = 3wy (loga? — log )

1,3
et d’appliquer ensuite (7). Mais 1’égalité ci-dessus découle de :
> (w5 log :L'jQ) = —777(1?) pour tout j € J.
2. Définition de H et démonstration des propriétés (A) a
(I) de ’entropie conjointe

Soient R et 7 comme dans la section 1. Pour chaque k € N, soit Sy 'ensemble de toutes les familles
(xil,i27,,,7ik)ijeN d’éléments positifs de R, nuls sauf pour un nombre fini d’indices, et satisfaisant :

E Liyin, i, — 1.

L
xil - Z xila--wik'

ULy 8= 1580415050k

Définition 3. Soient Ny, ..., Ny des sous-algebres de von Neumann de dimension finie de R, alors :

H(Ny,...,Ng) = sup | Z NT( Ty, i) — Z ZTT}ENJ(%)

Il est clair que H est positive et symétrique, mais il n’est pas évident qu’elle prenne une valeur
finie. Cela découlera en fait des propriétés (B) et (D).
Propriété (A). H(Ni,...,Ny) < H(P,...,FP) lorsque N; C P;, Vj.

Démonstration. Pour tout y € Ry et j € {1,...,k}, nous avons par l'inégalité de Jensen, qui
découle de (2) et [2] :
n(En,(y)) = n(En,Ep,(y)) = Exn(Ep,(y)).

D’ou mnEy,(y) > TmEp,(y), ce qui rend la preuve évidente. ]
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Propriété (B). H(Ny,...,Np,Nisr,....N,) < H(Ny,...,Ny) + H(Nigs, ... N,).

Démonstration. Soit x € S, et définissons z’ € Sy, 2" € S, par :

/ p— . .
L yein - Zlk-s-h ip Tit,ips
" _ '
J1yerdp—k 2117 PRRLZ SIS ST
Nous avons z}. = @} pour I € {1,...,k}, et 2 =2’ pour I € {1,...,p — k}. Il nous reste donc

simplement a prouver que :

Z 777'<'Ti1,“., < Z TIT 11, i )+ Z 7]7—( Lj,.. Jp— k)

11 5ee0slp U1 5eenslg J1seerdp—k

Pour ce faire, soit m la mesure de Lebesgue sur [0, 1], D une partition de [0, 1] dont ’atome générique
Qiy,...i, & pour mesure 7(x;,, ;). Soient D’ (resp. D”) la partition dont les atomes sont des unions
d’atomes de D avec les k premiers indices fixés (resp. les p — k derniers). Il est alors clair que
I'inégalité ci-dessus découle de h(D"V D”) < h(D') + h(D"), ou h est l'entropie classique de la
théorie ergodique. O

Propriété (C). Pi,...,P, CP = H(P,,...,Py,Poi1,....Pn) < HP,Poi1,...,Pp).

Démonstration. En utilisant la propriété A, nous pouvons supposer que P; = P pour j = 1,...,n.
Soit x € S,,. Nous construisons alors un X € S,,_,41 tel que, en posant E; = Ep, pour | €
{1,...,m}, nous ayons :

2777_(-1'1‘1,..., ZZTUEZ < 2777— J1seesJm— n+1 - ZZTW(EZ+71*1(XJZ'1))
L g

Pour obtenir X, soit ¢ une bijection de N sur N et posons :

X dment1 = LH(j1)1500 (1) 25w sim—nt1°
Clairement, pour [ > 1, le»l = x;-‘fl_l et de plus :
1 _ 0
X = D ToeadG)nidzredmontt = T()rmd(i)n

j2:~~~7jm—n+1
N
ou x 117 T Z:ln+17 Y ll: bm

Ainsi, U'inégalité (9) est équivalente a :

> Z”IEZ Ly, >ZT77 (E T, ¢<j)n)-

1<i<n i

Mais E; = E, pour | € {1,...,n} et avec y;,,.,;, = En(x; _; ), nous obtenons :

B 4eeey

> Yir,oosin = En(a}).

U158 — 1584150500

Par conséquent, 'inégalité (10) découle de (8). O



Propriété (D). Soit (e4)acs une famille de projections minimales de N telle que Y ,c;eq = 1.
Alors H(N) =Y ,crn7(eq)-

Démonstration. Comme 7(e,) = 0, nous avons :

2777'<€a) - ZTU(EN(ea)) = ZUT(6a>‘

1 1 1

Ainsi, pour prouver la propriété D, il suffit de vérifier que pour tout z € S; :

an z;) — ™(En(x;)) < Zm’ €q)-

1€N acl
Puisque 7(Eyn(z;)) = 7(x;), on peut supposer, pour prouver (11), que tous les x; sont dans N.

Nous avons pour chaque a € Nt n7(a) — ™(a) = 7(a(loga — log 7(a))) = S(a|r(a)). Par consé-
quent, par (9) et (6), on a :

Va,b e NT, - mn(a+0b) —7na+b) < (mn(a) = n(a)) + (Tn(b) — T71(b))
(en fait, (12) est aussi une conséquence facile de I'inégalité de Peierls-Bogoliubov (5)).

En utilisant (12) et la décomposition spectrale de chaque z;, nous voyons que pour prouver (11),
nous pouvons supposer que chaque z; est le produit d'un scalaire positif \; par une projection
minimale f; de N.

Soit ¢ une projection minimale dans le centre de N. Pour ¢ € N, nous avons x;c = x; ou z;c = 0,
et pour a € I, eqc = 0 ou enc = e,. Soient A, = {i € N x;c # 0}, J. = {a € I,e,c # 0}. Pour
prouver (11), il suffit clairement de montrer que :

Z?]TZL’Z—THJZZ Zm’ea

i€A. a€cd.

Maintenant x; = A;f;, donc par (3), n(z;) = n(\) fi et ™(x;) — 7(n(Ni) fi) = A7 (f;). Comme les
fi (1 € A,) sont tous équivalents :

donr(a) — () =~ Y Nir(fi) | log7(f) = —7(c) log 7(f)
i€A. 1€A.
ou f est une projection minimale arbitraire de N telle que f < c¢. Le méme calcul montre que

> acs. N(7(eq)) = —7(c)log 7(f) et prouve I'égalité (13). O

Propriété (E). Si(N7U---UN})" est engendrée par des sous-algebres P; de Ny commutant deux
a deux, alors H(Ny,...,Ng) = H((NyU---UNp)").

Démonstration. Supposons d’abord que les N; sont abéliennes et commutent deux a deux. Il découle
des propriétés A et C que H(Ny,. .., Ni) est inférieur & H((N;U- - -UNy)"). Soit (e )]GN pour chaque



i€ {l,...,k}laliste des projections minimales de N, puis soit x € Sy, tel que x;, =elte2 . 62’“.

Par la définition 1, nous avons :

S onr(elteR .. eff) < H(Ny,..., Ny).

----- i

Mais le premier terme est égal & H((N;U- - -UN})”) par la propriété D. Supposons maintenant que les
N; ne soient ni abéliennes ni commutantes. Nous avons par C, H(Ny, ..., Ny) < H((N7U---UN)").
Pour prouver que H(Ny,...,Ng) > H((Ny U ---U Ng)”), nous pouvons remplacer chaque N; par
le P; correspondant, c’est-a-dire supposer que les N; commutent deux a deux. Soit maintenant
A; C N; maximale abélienne dans N; pour chaque j. Nous avons :

H(Ny, ..., Ny) > H(Ay, .. Ay) = H((A U---U ALY,

Il nous reste donc seulement a vérifier que (A; U --- U Ag)” est maximale abélienne dans (N; U
- U N)"”. Pour ce faire, on vérifie que tout produit de projections minimales e; de NN;, disons
e =ej...eL, sera une projection minimale de (N7 U - - U Ng)". O

Propriété (F). H(Ny,No,...,Ny) < H(P,,...,P) + Y, H(N;|P))

ot H(N|P) = sup,eg, >(TnEp(x;) — TnEN(x;)).

Démonstration. Immédiat d’apres la définition 1. n

Propriété (G). H(N|Q) < H(N|P)+ H(P|Q).

Démonstration. Soit x € S7, alors :

Xi(mn(Eq(xi)) — n(En(xi)) = Zi(tn(Eq(x:)) — mn(Ep(xi))) + Xi(mn(Ep(xi)) — Tn(En(2:)))
< H(P|Q)+ H(N|P).
m
Propriété (H). H(N|P) est croissante en N et décroissante en P.
Démonstration. Méme démonstration que pour la propriété A. O

Propriété (I). Soient N; et Ny des sous-algebres de von Neumann de dimension finie de R qui
commutent. Alors :

H(No|Ny) = H((Ny U Ny)"|Ny) = H((Ny U No)") — H(Ny).

Démonstration. Nous pouvons supposer que R = (N; U N;)”. Alors C; = Centre de N; est contenu
dans le centre de R et il est facile de vérifier que :

H(No[Ni) = 3 7(e)H((N2)el (N1)e),

¢ atome de Cp

H((MUNy)'INy )= > 7(e)H((Ny U N, | (N)e),

¢ atome de C;

7



H((NiUNy)") = H(Ny) = 37 7(e)(H((N1 UN2)) — H((N1)e)),

c atome de C;

ou dans chacun des termes comme H((Ny).|(N7).), I'entropie est calculée dans R, par rapport a

7/7(c).

Il s’ensuit que 'on peut supposer N; factorielle, auquel cas les égalités découlent de la deuxieme
propriété de sous-additivité forte de Lieb-Ruskai ([6]) qui montre que H((N; U Ny)"|Ny) < H(Ns).
O

De plus, nous prouverons que H est fortement continue ; plus précisément, étant donnés n et € > 0,
on trouve § > 0 tel que (dim N =n, N C° P) = H(N|P) <e.

3. Continuité de ’entropie relative dans la topologie forte

Soit R une algebre de von Neumann finie donnée munie d’'une trace 7. Si N, P sont des sous-algebres
de von Neumann de R, nous écrirons (cf. [12]) N C° P si et seulement si pour tout x € N avec
|z]lo < 1,1l existe y € P avec [|y|lo < 1 tel que ||z — ylla < &, ot pour chaque p € [1,00],
lall, = 7(Ja|P)*/? et ||l est la norme C* de a.

Théoreme 4. Soient R et 7 comme ci-dessus. Pour chaque entier n < oo, et chaque ¢ > 0, il
existe un 6 > 0 tel que pour toute paire de sous-algebres de von Neumann N, P de R :

(dimN =n, N c® P) = H(N|P) < e.
Premiére partie (les Lemmes 2 a 9 n’impliquent pas la fonction H).

Lemme 5. Pour chaque m > 0 et n > 0, il existe un 6 = §,,(n) tel que pour toute sous-algébre
de von Neumann P de R, et toute sous-algébre de von Neumann abélienne A de R de projections
minimales (a;)i=1,.. m avec Y.7"ya; =1, on a :

m
(AC’P) = (Hai —allls <mi=1,...,m,Y a; =1 pour une famille de projections a; € P) :
i=1
Démonstration. Pour m = 1, le lemme est évident. Supposons-le prouvé pour m < mg et prouvons-
le pour m = mg+1. Choisissons 7; tel que 9(3n;)"/2+n; < 1. Prenons ensuite § plus petit que d,,,(1;)
et que ;. Soient A et P donnés, avec A C° P, et soit B la sous-algébre de von Neumann abélienne
de A dont la liste des projections minimales est by = a1,...,bpmo—1 = mg—1,0mg = Amg + Amg+1-
Il existe par hypothese des projections (b});=1,..m, de P telles que [0} — bj|la < m pour tout j.
Comme 0 < ny, il existe x € P} avec ||zl < 1 tel que ||z — apmy,|l2 < .

Maintenant b, w0, est un élément positif de R, tel que :
||b:noxb:n() - am0||2 = ||b;nOZEb;nO - bmoamobm()HQ < 2||b:no - bm0||2 + ||JZ - amoHQ < 3771'
D’apres [3, Lemme 4, p. 273], il existe une projection spectrale a;, ~de b, xb;, telle que ||a;, —

Qnol|2 < 9(3m1)'/2.

/ / / : / / / / !/
Nous avons a;, € P et ay, < b, , de sorte que la famille (b},...,0), 1, a0, — a,) de

projections de P satisfait aux conditions requises. O
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Lemme 6. Soit e une projection, e € R, et soity € R tel que y*y < e. Soit y = up la décomposition
polaire de y. Alors il existe une projection spectrale f de p telle que :

« 1/2 1/2
I/ = ello < 9llyy = el lluf = yllo < 8lly"y — ella”

Démonstration. D’apres [3, Lemme 4, p. 273|, en posant € = ||p — eHQ et en supposant € < %, la
projection spectrale f de p correspondant a [1 — e, 1] satisfera a la premiere des inégalités requises.
De plus, d’apres [3, p. 274], nous avons ||p — f|l2 < 8¢, d’ou ||Juf — uplls < 8e. O

Lemme 7. Soient n > 0 et € > 0 donnés. Il existe alors un 6 > 0 tel que pour toute paire de
sous-algébres de von Neumann Q et P de R avec Q C° P, dimQ = n, et tout systéme d’uni-
tés matricielles (el(f))m:l,_,_,nk,k =1,...,5 avec 3 el(f) =1 de Q, il existe un systeme d’unités

matricielles (pl(?))i,jzl,m,nk, k=1,...,s de P tel que Heyf) — py;)Hg < € pour tout j, k.
Démonstration. Choisissons d’abord 7 > 0 tel que 31 + 9(7n)'/? < ¢/3y/n.

Puis choisissons § = §,(n) comme dans le Lemme 2 avec § < 7. Soient @ et P satisfaisant Q C° P

et (e (k )) un systeme d’unités matricielles dans (). D’apres le Lemme 2, nous pouvons trouver une

€ij
|

famille (b( )i=1,...nk=1,...,s de projections de P avec >, bg.k) =1let ||e§-l;) —b;||2 < n pour tout

J, k. Fixons malntenant k et construisons un systeme d’unités matricielles ng X ny p( )

ij appartenant

tous a Pz_b;m. Soit j € {1,...,n}, et x € P tel que ||e§'f) —xl|s < n. Alors :
J

17265 — e [ly < (164 — o + ([0 — el ]l2 + 1 < 3n

et
k) B\ (k) o (K k
0y (0 ) — 02 < 7.
Par conséquent, d’apres le Lemme 3, il existe une isométrie partielle ugk) € P de support initial
f;k) < bgk) telle que :

(k

(k) (k <bk Hu

k k k
uj D=t lla <3+ 8T, et [0 — £ ]2 < 9(7n)"/2,
Posons pn =N fj . Alors T(b( )—pn ) < > T(b(k f-k)) ce qui découle de la relation e —e A f ~

eV f — e pour les projections. Ainsi ||b —p11 || < ¢/3, dou ||e11 —p11)||

p§ ) = u(k)pgk) Il est clair que les pgl)p§1 forment un systeme d’unités matricielles ny x ny, et nous

avons :

< 2¢/3. Posons aussi

k k k k
Ip% = eWla < [[ul® — @)1y + [Ip8) — el |l2 < /3 +2¢/3 = €.
]

Notation 5. Soit N une sous-algebre de von Neumann de R, alors pour toute projection f € N’
nous posons N/ = {zf + A(1 — f),z € N,\ € C}. Clairement N/ est une sous-algebre de von
Neumann de R.

Lemme 8. Soient n > 0 et a > 0 donnés. Il existe alors un § > 0 tel que pour toute paire de
sous-algebres de von Neumann N et P de R avec N c® P, dim N = n, il existe une sous-algébre
de von Neumann N de P, dim N <n+ 1, une paire de projections f € N', f € N’ et un unitaire

w e R tels que : (1) ufu* = f, (2) uN'u* —Nf, C)Nf=1z<a, If=1:<a (4) |lu—1|2 < a.

9



Démonstration. Choisissons d’abord € > 0 tel que € < a/8n et 14e'/* < a/8n.

Appliquons ensuite le Lemme 4 pour ce n et cet € pour obtenir §. Soient N et P donnés, N C°® P,
et soit (el(-?)) un systeme d’unités matricielles dans N. D’apres le Lemme 4, il existe un systeme
(k)

d’unités matricielles (p;

i) de P tel que €% — p¥)|, < € pour tout i, k.

Soit N la sous- algebre de von Neumann de P engendrée par les pw Clairement dim N < n + 1

elle est égale a n + 1 si la somme des p () est différente de 1).
g 11

La démonstration du Lemme 5 (p. 274 de [3]) n’utilise pas I’hypothese de “facteur”. Par consé-

quent, nous obtenons pour chaque k € {1,..., s} une isométrie partielle wy, telle que wiwy < egli),

wrwy < p§1 et ||wg— 611)”2 < a/8n. Posons w = Y7, 3, pyi)wkegj Les isométries partielles p§1)wke§k)
ont des projections initiales deux a deux orthogonales et des projections finales deux a deux ortho%r -
%

k
nales. Donc w est une isométrie partielle, avec w*w = >-; egl)wkwkegj) et ww* =3, kpﬂ wkwkplj .

Dés lors, f = w*w appartient & N’ et f = ww* appartient & (ﬁ)’ Pour tout 4, 7, k nous avons :

k) x k k x (k) 7 (k
el = el eluipfy) = pPweip? = Fl?

Soit u un unitaire dans R tel que uf = w. Alors :
ufu’ =ww' = f, ufe fu = fp; Vijk.
Dot uN u* = N7,
Aussi ||w— Zk > ej1 M) elj ”2 < netng- < ¢, desorte que ||lw—1[]; < §, et par suite || f =12 < §,
1 =1ll2 < §, et flu— 1l < [luf =12+ ||u(1 —flle<§+5 <o O

Lemme 9. Soit « > 0, u un unitaire dans R tel que |[u — 1||3 < «, alors il existe des unitaires v
et v tels que ||v — 1|0 < a2, 7(Support(v’ — 1)) < al/? et vv' = u.

Démonstration. Soit €' la projection spectrale de u telle que |u — 12¢/ > ae’ et |[u — 1]*(1 —¢') <
a(1—¢'). Prenons alors v = u(1—¢€') +¢€’ et v/ = (1 —¢€') +ue, et utilisons 'inégalité 7(ju —1[%¢') <
lu — 1|2 < a? pour obtenir 7(¢') < a. O

Lemme 10. Pour chaque n € N, il existe k(n) € N tel que si N est une sous-algébre de von

Neumann de R avec dim N = n, alors pour toute projection e € R, il existe une projection E €
N'NR telle que E<e et (1 —FE) < k(n)r(1—e).

Démonstration. Considérons N comme plongée en blocs le long de la diagonale principale dans
les matrices n x n M,. M, est engendrée par le groupe H d’unitaires a coefficients 0, +1. Posons
k(n) =card H. Si G = HN N, alors (G)” = N. Posons E = A\,cq ueu*. O

Lemme 11. Soient n et € > 0 donnés. Il existe alors un § > 0 tel que, pour toute paire de
sous-algébres de von Neumann de R, avec N C° P et dimN = n, il existe un unitaire v avec
v = 1||oc < €, une projection E avec 7(E) > 1 — € et une sous-algebre de von Neumann N de P
avec dim N < n + 1 telles que :

EeN', vEv'eN', et oNFPu*=(N)vE),
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Démonstration. Choisissons o > 0 tel que si k(n) est défini comme dans le Lemme 8, alors a'/? < ¢
et a2 + a2 < €/k(n).

Puis choisissons ¢ correspondant a n et « par le Lemme 6. Soient N c® P avec dim N =
Soient alors N C P, u, f, f satisfaisant les conditions du Lemme 6. D’aprés le Lemme 7, il ex1ste
des unitaires v,v" € R avec v’ = u et [|[v — 1]joe < a'/2, 7(Support(v/ — 1)) < /2, Soit

= f(1—Support(1—1')), de sorte que 7(1—¢) < 7(1— f) +7(Support(1—v')) < |1 - f|Z+a'/? <
a? +al/? < € /k(n).

Soit E' € N’ une projection telle que £ < e, 7(1 — E) < k(n)7(1 —e) < ¢ (Lemme 8). Comme
E < f, nous avons (N)? = NP, et (N))FPe) = (uNTu*)@Pu) = yuNFy*, et comme uEu* < f,
N@EW) — oy NEy* . Aussi E < e, de sorte que uEu* = vEv*, et uNFu* = vNFv*, dott vNFv* =
N(’UE’U*). N

Seconde partie

Lemme 12. Soient n > 0 et € > 0 donnés. Il existe alors un € > 0 tel que pour toute sous-algébre
de von Neumann @) de R de dimension n, on a :

H(QvQv*) < e Vv unitaire avec ||[v — 1] < €.

Démonstration. Choisissons € tel que pour toute famille de réels positifs «;,7 = 1,...,n avec
> a; =1 et toutes familles A\;, \; > 0,i=1,...,navec >\, = > A =

DI = Nlai <2¢ = [ (n(N) — n(X))au| <e.

Soient alors @) et v donnés. Soit + € Ry, 7(x) = 1. Nous avons E,g(x) = vEgq(v*zv)v*,
TNEyqu () = TnEg(v*azv). Maintenant X = Eg(x) et X' = Eg(v*zv) appartiennent tous deux a
Q" et satisfont 7(X) = 7(X’) =1, || X' — X1 < ||v*zv — x|y < 2€ puisque Eg est une contraction
dans la norme || - ||;.

Soient ¢, ..., qs la liste des atomes du centre de @, ou Q,; est de type n;, avec Zn = n de sorte
que Y n; < n. Soient X = 3 )\( - (resp. X' = 3% )\ ®e (k) ) la décomposition spectrale de
(k) 1(k)

X (resp. X'), ou pour chaque k, j, e’ et e; " sont des pl"OJeCtIOIlS minimales de @, . Nous avons,
pour un choix convenable des decompos1tions [10, Théoréme 5.6], que :

SN = NP (e) < 2
et par conséquent :
k k k
0B () = T Eq(@)] = 2 (m(N") =N )] < e
Nous avons montré que pour tout © € RT, |[TnE,qgu(x) — TUEQ(:L’)] < er(z). Il s’ensuit facilement
que H(QvQu*) < e. O

Lemme 13. Soit N une sous-algébre de von Neumann de R de dimension < n et E € N’ une
projection, alors :

H(NF|N) <n(r(E)) +n(1 — 7(E)),
H(N|N®) <n(r(E)) +n(1 — 7(E)) +7(1 — E)logn.
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Démonstration. Soit () l'algebre de von Neumann engendrée par N et la sous-algebre de von
Neumann abélienne A de N’ engendrée par E. Nous avons (propriété 1) H(Q|N) < H(A) =
nt(E) +nr(l — F).

Puisque N¥ et N'=F commutent et engendrent Q, nous avons (propriété I) :
H(QIN®) < H(N'™F) <yr(1 - E) +n(7(E)) + 7(1 — E)logn
et

H(NIN*) < H(Q|N®) < n(r(1 — E)) + n7(E) + 7(1 — E) logn,

H(N®|N) < H(QIN) < n(r(E)) +n(r(1 — E)).

Fin de la démonstration du théoréme 1.

Choisissons d’abord €' de telle sorte que le Lemme 10 soit satisfait avec n + 1 et €/2, et de telle
sorte que € < 1/2 et 2(n(€') +n(l —€)) + €' log(n + 1) < €/2.

Puis choisissons d de sorte que le Lemme 9 soit satisfait pour n et ¢’. Soient maintenant N et P
donnés, avec N c’P et dim N = n. D’apres le Lemme 9, nous trouvons ' € N" avec 7(E) > 1—¢,

et N avec N C P, dim N < n+1, et un unitaire v € R avec ||v—1||» < € tels que vNEv* = NVEV),
D’apres le Lemme 11, nous avons :

H(N|NF) <n(1—¢€)+n() + e log(n+ 1).
D’apres le Lemme 10, nous avons :
H(NF|luNFv*) < ¢/2.
D’apres le Lemme 11, nous avons :
H(NUPOIN) < (1 =€) +n(e).
Ainsi, en utilisant la propriété G et le fait que H(N|P) = 0, nous obtenons :

H(N|P) <2(n(1—€)+n(e)) +€log(n+1) +€/2 <e.

4. Le théoréme de Kolmogoroff-Sinai non abélien

Définition 14. Soit 6 un automorphisme de [’algebre de von Neumann finie R, préservant la trace
normale fidéle T, (1) = 1. Alors :

(a) Pour toute sous-algébre de von Neumann de dimension finie N de R, posons :

H(N,0) = lim ;H(N, O(N),...,0%(N)).
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(b) Posons H(0) = supy H(N,0).
Note : En (a), la limite existe en raison de la propriété B.

Théoreme 15. Soit R une algébre de von Neumann hyperfinie de type I, et 0 comme ci-dessus.
Soit (Py)een une suite croissante de sous-algebres de dimension finie de R avec (UgZ, Pp)" = R
(fermeture faible), alors :

H(9) = qlL% H(F,,0).
Démonstration. Soit N une sous-algebre de von Neumann de dimension finie de R, et ¢ > 0.
Appliquons le théoreme 1 de la section 3 pour obtenir un ¢ tel que H(N|F,) < e. Alors :

H(N,0) =limg o +H(N,O(N),...,05(N))
<im0  H(Py, 0(P,), ..., 05 (P,)) +limy, 1 35 H(07(N)|67(P,))

< H(F,,0)+e.
[

Théoreme 16. Soit Ny une algebre de von Neumann de dimension finie munie d’une trace nor-
malisée 1. Posons (R,T) = ®uez(No,T0), et soit S l'automorphisme de R correspondant a la
translation de 1 dans Z. Alors S préserve T et H(S) = H(Ny).

Démonstration. Soit 7; le homomorphisme de Ny dans R tel que 7(z) =1® - ®10201®...
(en position j). Nous avons par construction Sm; = mj1.

Soit k € N et Py = (Ujj<x m;(N))". 1l est clair que les P forment une suite croissante de sous-
algebres de von Neumann de dimension finie de R et que Uj;~; Pi est faiblement dense dans R.

La propriété E montre que H(Py, SPy,...,S"Py) = (2k+n+1)H(Ny), d’ou le fait que le théoreme
3 découle du théoreme 2. O]

Nous étendons ensuite le théoreme 3 a une classe plus large d’automorphismes ergodiques du facteur
hyperfini R qui sont les analogues des décalages de Bernoulli. Rappelons que si M, est le facteur de
type I,, avec une trace Tr,, telle que Tr,(1) = n, et w est un état de M,, alors w(z) = Tr,(hx), ou
h est un opérateur positif de trace 1, et la liste des valeurs propres de w est le spectre {\1,..., A\, }
de h compté avec multiplicité. Si R,, est une algebre de von Neumann et ¢,, un état normal de R,,
pour m € Z, nous désignons comme précédemment par ®,ez( Ry, ¢m) I'algebre de von Neumann
obtenue a partir de la représentation GNS de ®¢,, sur le produit tensoriel d’algebres C*.

Si ¢ est un état sur une algebre de von Neumann M, son centralisateur est I'algebre {x € M :
d(ry —yzr) = 0,Yy € M'}. Le théoréme suivant a également été noté par W. Krieger.

Théoreme 17. Soit My ['algébre des matrices n x n et ¢pg un état fidéle sur My avec une liste de
valeurs propres {1, ..., \n}. Pour m € Z, soient M,, = My et ¢, = ¢o. Soit M = Quez( M, o).
Alors :

(1) Si R est le centralisateur de @, dans M, alors R est le facteur hyperfini de type II.

(2) La restriction du décalage sur M a R est un automorphisme ergodique d’entropie — 32%_; Ajlog ;.
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Définition 18. L’automorphisme de R construit ci-dessus est le décalage de Bernoulli défini par

YWY

Démonstration. Soit ¢ 1’état normal ®¢,, sur M. Il est bien connu que ¢ est fidele et que M est un
facteur. Si p < ¢ sont des entiers, soit M} 'image de ®}M,, dans M sous son plongement naturel.
Soit FZ? le centralisateur de ¢|M;} dans Mg. Sip <r < s < g, alors clairement F; C Fg. Nous
affirmons que U® F?,, est fortement dense dans R.

Soit 0y = of l'automorphisme modulaire de M défini par ¢ [15]. Puisque ¢ est un état produit,
pour chaque p < ¢ nous avons o; = oy|M] @ o;|(Mf)°, ou (Mf)° = (M) N M, et M est identifié
a M & (MJ). Soit ® I'espérance conditionnelle normale fidéle o-invariante de M sur R [4]. Alors
d(M?) = FJ. Soit x € R. Puisque Ui® M?, est fortement dense dans M, il existe un {z,} dans
U® M?, convergeant fortement vers z. Ainsi x = ®(z) = forte-lim ®(z,), avec ®(z,) € U FZ,,.
L’affirmation en découle.

Montrons que R est un facteur ; par le paragraphe ci-dessus, R est alors le facteur hyperfini de type
IT;. Soit P le groupe des permutations finies sur Z et G le groupe des x-automorphismes de M
défini par 'action de P sur les facteurs du produit tensoriel infini. Puisque ¢ est G-invariant, les
automorphismes sont bien définis, et R est globalement invariant pour chaque g € G. Si g € G, il
existe des entiers p < ¢ tels que g est un automorphisme de M et I'identité sur (M})¢. Puisque
M} est un facteur de type I, g est un automorphisme intérieur de M, implémenté par un opérateur
unitaire u, € M. Puisque ¢ est G-invariant, u, € R. Les arguments de [13] montrent que 'algebre
C* M, est asymptotiquement abélienne par rapport a GG et que ¢ est un état invariant extrémal.
Puisque ¢ est fidele sur M, G agit de maniere ergodique sur M [14]. Puisque u, € R pour tout
g € G, R est un facteur, comme affirmé.

Pour démontrer la seconde partie du théoreme, soit o I'automorphisme de M qui décale les facteurs
du produit tensoriel infini d'un facteur vers la droite, de sorte que a(MJ) = ;’Ll, et soit H le
groupe cyclique engendré par a. Comme ci-dessus, ¢ est H-invariant, 'automorphisme est bien
défini, et ®M,, est asymptotiquement abélien par rapport a H. Puisque M est un facteur, ¢ est
ergodique [14], et H agit de maniere ergodique sur M [14]. Soit @ la restriction de o & R. Alors
¢ est un automorphisme ergodique de R. D’apres le théoreme 2, H(6) = lim H(F”,,0). Fixons p;
alors :

H(F?

—po

O(FP,),...,0F(F",)) = H(F?,, F"!} FPHE .

—p> _p+1’..., 7p+k)
Par la propriété C :
H(F?

—psy -

k
LOF(FP)) < H(FPHR).
Soit AP

P, une sous-algebre abélienne maximale de F”, telle que A” , commute avec 67(A” ) pour
tout j € Z, et telle que A = (A JUO(A”,)U---UB*(A )" est une sous-algebre abélienne maximale
de F fzk. Ce choix est possible puisque ¢ est un état produit. Ainsi, par les propriétés C, D, E ainsi
que l'inégalité ci-dessus, nous avons :

H(FT,,....0NF",)) = H(A) = (2p + k) (— an ) log Aj) .

La démonstration est compléete. O
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Remarque : Récemment, G. Emch a défini une entropie pour les automorphismes d’algebres de
von Neumann. Sa définition est différente de la ndtre, et dans la mesure ot son entropie ne peut pas
étre calculée dans les exemples ci-dessus en raison de ’absence d’un théoreme de Kolmogoroff-Sinai,
nous ne savons pas si les deux définitions coincident dans le cas des décalages. En fait, sa définition
de H(N,0) n’est méme pas croissante en N, de sorte que nous ne croyons pas que I’analogue de
notre théoreme 2 puisse étre prouvé dans son cadre.

Remarque : Un autre candidat possible pour I'entropie d’un automorphisme est I’entropie abé-
lienne :
H,(6) = sup H(6]4),

ou le supremum est pris sur toutes les sous-algebres de von Neumann abéliennes A de R avec
6(A) = A et H(A|A) est I'entropie de §|A définie dans le cas abélien. Si 6 est le décalage de Ber-
noulli défini par {Ay,...,A,}, nous obtenons a nouveau H,(0) = —>7_; A\jlog \;. Cependant, la
définition est insatisfaisante en ce sens qu’il n’est pas clair qu’il existe de grandes sous-algebres de
von Neumann abéliennes invariantes pour un 6 donné. Dans la remarque suivante, nous montrons
comment calculer H(6%) a partir de H(#); il est hautement improbable que la méme formule soit
valable pour 'entropie abélienne H,, car une algebre de von Neumann abélienne A C R globale-
ment invariante sous 6% n’est pas nécessairement globalement invariante par 6.

Remarque : Soit R une algebre de von Neumann de type II;, et # un automorphisme préservant
une trace normale fidele 7 satisfaisant 7(1) = 1. Nous montrons que si p est un entier, alors
Ip|H(0) > H(OP), et si R est hyperfini, alors |p|H () = H(6). Le cas p = 0 est trivial, de méme
que lidentité H(6~') = H(#). Nous supposons donc p > 0. Soient € > 0, N une sous-algebre de
von Neumann de dimension finie de R, et ng € N tels que :

1
H(6”) < ~=H(N,0’N,...,0™N)+¢€¢ pour r > ng.
T
Il découle immédiatement des propriétés A et C que :
H(Ny,...,Ny) < H(Ny,..., Ng, Nkaq)
pour des sous-algebres de von Neumann de dimension finie Ny, ..., Ny de R. Par conséquent,
pour ng suffisamment grand, et r > ng :
1 1 1
H(0) +¢> —H(N,ON,....0°N) > —H(N,0°N,... 0""N) > —~H(6") — <.
D Tp p p
Ainsi pH (0) > H(67).

Pour 'inégalité réciproque, supposons que R soit hyperfini, il existe donc une suite croissante {F}}
de sous-algebres de von Neumann de dimension finie dont l'union est faiblement dense dans R.
Soient € > 0. D’apres le théoreme 2, il existe k,ng € N tels que :

1
H(0) = —H(F\,0F.....0"F})| < ; pour n > 1.

Soit m = dim F}. Choisissons d’apres le théoréme 1 un ¢ > 0 si petit que pour des sous-algebres de
von Neumann de dimension finie N et P de R, nous ayons :

(dim N =m, N c* P) = H(N|P) < <.
P
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Puisque la suite {F};} est croissante avec une union dense dans R, il existe ¢ € N,q > k, tel que
Fy,0F,...,0P" F}, C F,. Choisissons r € N si grand que rp > ng. Par la propriété C :

H(F, 0’F,,...,0""F,) > H(F,...,0PFy,...,00"VPE, . 07PF,),

ol toutes les répétitions se produisent p fois. En utilisant ceci avec la propriété F, nous obtenons a
partir de (1)-(4) :
1
H(, F)) +e>-H(F,0F,....0™MF,)
r

1 i 1
> —H(Fy,0F,...,0™F,) — — Z Z H(@Sp”Fk\HSqu) — —H(0™F|0"™F,)
r 5=0 t=0 r
p 1 1
= fH(Fk, QFk, ce ,Hrka) it A H(QtFk|Fq) - *H(Fleq)
rp T r

>p (H(H) _ ;) _ <p+ i) ; > pH(6) — 3e.

Ainsi H(67) > pH (), comme affirmé.
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