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Etats et automorphismes des algébres d’opérateurs
Représentations standards et condition aux limites de Kubo-Martin-Schwinger

Masamichi Takesakil[l

Introduction

Supposons que B désigne 1'algebre de von Neumann B(K) de tous les opérateurs bornés sur un
espace de Hilbert /C. Il est bien connu que B est ’espace conjugué de l'espace de Banach J de
tous les opérateurs nucléaires sur IC, ou la dualité de B et J est donnée par la forme bilinéaire :
(x,y) € B x Jw Tr(zy) € C. Une forme linéaire sur B est dite normale si elle est donnée par un
élément de J. Soit ¢ un état normal de B. Alors, par définition, il existe un opérateur nucléaire
positif auto-adjoint h, tel que ¢(z) = Tr(zh,), x€ B et Tr(h,) = 1. Soit e, la projection de K
sur la fermeture du domaine de h,. Alors on a p(z) = p(eyze,), x € B. Par conséquent, 1'état
¢ est considéré comme l'application composée : © € B — e,ze, € e, Be, — p(e,xe,). Puisque
I'application : x € B +— e,ze, € e, Be, est relativement simple, nous pouvons supposer que e, = 1.
Par conséquent, dans cette situation, A, est non singulier, c’est-a-dire que nous pouvons considérer
I'inverse h;l de hy, qui est non borné bien que dim K = oo.

Supposons un instant que X soit de dimension n, n < +00 et h, = 1/n. Dans ce cas, nous avons

(1.1) e(zy) = p(yz), =y€B.

Un tel état est appelé une trace (finie). Dans ce cas particulier, nous remplagons ¢ par 7. Considé-
rant B comme un espace vectoriel, nous notons B par I, et par n,(z) un élément = € B considéré
comme un vecteur dans K. Définissons le produit intérieur dans /C, par

(1.2) - (@)nr(v)) = 7(y"x), @,y eB

Alors nous obtenons un espace de Hilbert K, de dimension n?. Définissons les deux actions 7, et
/
m, de B sur K, par

mr(a)n-(z) = nr(az) ;
(1.3)
7 (a)n(x) = n(xa), a,x€B.
Alors on voit facilement que 7,est une représentation fidele de B et que 7 est une anti-représentation

fidele de B. En raison de 'associativité de la multiplication dans B, 7 (B) et 7/ (8B) commutent. Sup-
posons qu’un opérateur a sur K, commute avec 7, (B). Puisque 'application : x € B +— n,(x) € K,
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est surjective, on peut trouver un élément ay € B avec an.(1) = 1,(ap). Alors nous avons, pour
tout x € B,

an:(z) = am-(2)n-(1) = 7 (x)an. (1) = 7 (2)n,(ao) = 0. (zvao) = m(ao)n- ().
Donc a = 7/ (ag). Par conséquent, on obtient
(1.4) 7. (B) = 7. (B).

Soit J, 'opérateur linéaire conjugué dans K, défini par J,n.(z) = n,(z*), = € B. On voit alors
facilement que J, est une isométrie de K, sur K, et que J? = 1. De plus, pour chaque a € B,

(1.5) Jrmr(a)J, =7l (a*).
Ainsi, en combinant (5) avec (4), on obtient

Jrm(B)J, = (B) ;
(1.6)
Jrm(B) J, = . (B).

Considérons maintenant la représentation cyclique 7, de B induite par un état normal fidele arbi-
traire. Dans ce cas, on considere B a nouveau comme un espace vectoriel, noté /C,, et par n,(z) le
vecteur dans K, correspondant a x € B. On définit le produit intérieur dans Ky, par

(1.7) (ne(7)n,)(y) = w(yz), x,y€B.

La représentation cyclique m, de B sur K, est définie par

(1.8) mo(a)ny(z) = nelax), a,z€B.

On obtient alors
pla) = p(al) = (my(a)n,(1)[n,(1))-
Nous allons examiner le commutant 7,(B)" de m,(B). Remarquant I’égalité :

pla) = Tr(ahy) = n7(ahy) = 7((VahS))a(vnhf) = (m-(@)n, (vih) e (Vik'?),

définissons 'application U de K, sur K, par

(1.9) Une(z) = vnny(zhf?), ze€B

Il n’est alors pas difficile de montrer que U est une isométrie de K, sur K, telle que
Ury(a)U" =7m,(a), a€B.

Par conséquent, en posant J, = U*J .U, on trouve une isométrie linéaire conjuguée J, de I, sur
K, avec JZ2 =1 telle que
Jomo(B)J, = m,(B)'.



Ainsi, nous obtenons ce qui suit :

Théoréme 1. Si K est de dimension finie, alors pour tout état ¢ normal fidéle de B(= B(K)),
il existe une isométrie lincaire conjuguée J,, avec Jf, = 1, de l’espace de représentation IC, de la
représentation cyclique m, induite par ¢ sur K, lui-méme, telle que

(1.10) Jomo(B)J, = 7, (B)'

Définition 2. Une isométrie linéaire conjuguée J d’un espace de Hilbert sur lui-méme avec J? = 1
est appelée une involution unitaire. Une représentation {m, £} d’une C*-algebre A est dite standard
s’il existe une involution unitaire J sur C telle que

(a) Jr(A)"J =7(A);
(b) J commute avec toute projection centrale dans 7(A)”.

Une algebre de von Neumann {M, K} est dite standard si la représentation identité de M est stan-

dard.

Dans le théoreme 1, 'existence de 'involution unitaire J. est, en essence, due a la commutativité,
voir (1). Quelle est la relation entre p(zy) et ¢(yx) en général ? Bien siir, p(zy) # ¢(yx) sauf si ¢
est une trace. Mais nous avons

p(zy) = Tr(zyhy,) = Tr(yh,x) ;

p(yz) = Tr(yxhy,).

Par conséquent, nous devons examiner h,z et xh,. Nous trouvons alors un pont hf}*t)xh; avec
0 <t <1, entre hy,x et xh,, qui appartient a J méme si dim KX = oo. De la, on peut conclure
que pour toute paire x,y dans B, il existe une fonction bornée F ,(a) holomorphe dans la bande
0 <Jma <1 et continue sur cette méme bande, avec les valeurs limites :

F,,(t+1i) = gp(yfot:th;“), t e R.

Définition 3. Soit A une C*-algebre munie d'un groupe a un parametre o; d’automorphismes.
Un état (ou plus généralement une fonctionnelle linéaire positive) ¢ satisfait la condition limite de
Kubo-Martin-Schwinger (KMS) en 5 > 0 pour o si

(a)  est invariant sous oy et

(b) Pour toute paire z,y dans A, il existe une fonction bornée F, ,(a) holomorphe dans la bande
0 < Jma < [ et continue sur cette méme bande, telle que

Foy(t) = o(ou(z)y) ;

F,,(t+i8) = p(yoi(x)), teR.

(1.11)
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En remplacant o; par og;, on peut supposer 3 = 1.

Si A a une unité, alors la o;-invariance de ¢ découle automatiquement de la condition (b). En effet,
la périodicité et le fait d’étre bornée de F ;(a) impliquent que F, ;(t) = ¢ - 0¢(x) est constante.

Des arguments précédant la définition 3, nous concluons

Théoreme 4. Un état normal fidéle ¢ de B satisfait la condition KMS en 8 = 1 pour le groupe
d’automorphismes intérieurs a un paramétre o, () = hfjxh;“, x e BteR.

Les principaux objectifs de cette série de conférences sont de présenter les résultats suivants et de
trouver d’autres applications :

(a) La représentation cyclique d’'une C*-algebre induite par un état KMS est standard ;
(b) Une algebre de von Neumann {M, K} avec un vecteur cyclique et séparateur est standard ;

(c) A tout état normal fidéle ¢ d’une algébre de von Neumann M correspond de maniére unique
un groupe a un parametre of d’automorphismes de M pour lesquels ¢ satisfait la condition
KMS en = 1. Le groupe d’automorphismes of est appelé le groupe d’automorphismes

modulaire de M associé a ¢ ;

(d) Pour une sous-algebre de von Neumann N de M, un état normal fidele ¢ de M, il existe une
projection normale € de norme un (appelée l'espérance conditionnelle) de M sur N telle que

p(e(r)y) = p(ry), v € M,y € N,

si et seulement si IV est invariant sous o ;
(e) Le groupe d’automorphismes modulaires o, associé a un état normal fidele ¢ de M est
intérieur si et seulement si M est semi-fini;

(f) Tout état KMS normal de M pour le groupe d’automorphismes modulaires of est obtenu, en
gros, par la multiplication de ¢ par un élément central de M.

1. Une algebre de von Neumann avec un vecteur cyclique et séparateur

Supposons que K soit un espace de Hilbert complexe. Par B(K), nous désignons 1’algebre de tous les
opérateurs bornés sur K. Pour chaque sous-ensemble S de B(KC), nous désignons par S’ I'ensemble de
tous les x € B(K) commutant avec chaque opérateur de S. L’ensemble S” est appelé le commutant
de S. Le commutant S” de tout sous-ensemble S de B(K) est fermé selon 'opération linéaire et la
multiplication, c¢’est-a-dire que S’ est une algebre sur le corps des nombres complexes C. Puisque
la relation S C J implique S’ D J’, on a

ScS’=g8uv)—... :
S =gm—9V) — ...

Définition 1.1. Une sous-algebre auto-adjointe M de B(K) est appelée une algeébre de von Neu-
mann si M = M".



Nous étudions une algebre de von Neumann {M, K} admettant un vecteur & tel que [M&] = K, ou
[M] désigne le sous-espace fermé engendré par M pour tout sous-ensemble M de K. Un tel vecteur
&o est dit cyclique pour M. Un vecteur &, dans I est dit séparant pour M si z&; # 0 pour tout
x € M non nul. Ce qui suit est connu, voir [4; Prop. 5 dans p. 6].

Proposition 1.2. Un vecteur de IC est dit séparant pour une algébre de von Neumann M sur K si
et seulement s’il est cyclique pour le commutant M’ de M.

Soit K = [M'&)] et e la projection de K sur K. Alors K est invariant par M’, de sorte que e
commute avec M’ ; par conséquent, il appartient a M. Considérons les algebres eMe et M'e comme
des sous-algebres de B(K'). Alors, on sait aussi que

(eMe) = M'e et (M'e) =eMe,

ou les commutants sont considérés dans B(K), voir [4; Prop. 1, p. 16]. Puisque £, est séparant
pour M’, T'application : x € M' + xe € M'e est un isomorphisme. Par conséquent, pour étudier
le commutant M’ de M, il suffit d’étudier le commutant M’e de eMe sur 'espace de Hilbert K. Il
est facile de voir que &, est un vecteur cyclique dans K pour eMe; par conséquent, & est cyclique
et séparant dans K pour eMe. Ainsi, nous ne considérerons que les algebres de von Neumann avec
un vecteur cyclique et séparant.

Supposons que A soit une C*-algebre munie d’'un groupe a un parametre o, d’automorphismes. Soit
@ un état KMS de A pour o4, ou par état KMS nous entendons un état satisfaisant la condition
KMS en g = 1, sauf si 3 est spécifié autrement. Soit {m,, Ky, &, } la représentation cyclique de A
induite par . Cette représentation est caractérisée dans ’équivalence unitaire par le fait que

[mo(A)spl =Ky 5 () = <7r<p(x)£<p|€cp>> r € A
Soit M 'algebre de von Neumann 7,(A)™~ engendrée par m,(A). Puisque ¢ est o;-invariant, il existe
lopérateur unitaire U(t) pour chaque ¢t € R tel que

Ut)my(z)€p = mp(0e(2))Ep, z €A

Alors on a

- o(x) = U (2) UML),  z€ A

Il s’ensuit que U(t)MU(t)~! = M, t € R. Par conséquent, U(t) donne lieu & un automorphisme a;
de M lorsque oy(z) = U(t)zU(t)~*, x € M. Définissons 'état ¢ de M par ¢(z) = (2:,|&,), © € M.
Alors nous affirmons ce qui suit :

Proposition 1.3. Dans la situation ci-dessus, ¢ satisfait la condition KMS pour oy, et &, est sé-
parant pour M.

Preuve. Soient x et y des éléments arbitraires de M. Alors il existe des suites {x,} et {y,} dans A
telles que

nlg{}o||x§w — mp(zn)&pl = 0, ,}ggloHJf*&o — mp(x))Ee|l = 0

lim [[y€, — o (yn)Eell = 0, nll_{go”y*&” — T (Yn)éell = 0.

n—oo
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D’apres la condition KMS; il existe, pour tout n = 1,2, - - | une fonction bornée F,(a) holomorphe
dans la bande 0 < Jma < 1, et continue sur cette méme bande, telle que

Fo(t) = o(ot(@n)yn) et Fu(t+1i) = @(ynoi(zn))

Alors on obtient

Eu(t) = @(ou(zn)yn) = (mg - 01(2n) T (4n)€0[E0)

= (U)o (@n)U(6) ™ T (yn) o 1€0) = (T (U)ol U ()T (27)8,),

de sorte que F),(t) converge uniformément en ¢ vers les fonctions :

F(t) = (elU()2"E,) = (U()aU (t) 8, l8,) = 2(Ge(x)y)

De méme, F,(t + i) converge uniformément en ¢ vers la fonction ¢(t) = @(yo,(x)). D’apres le théo-
reme de Phragmen-Lindrof, F,(a) converge uniformément dans la bande vers une fonction F(a)
définie sur la bande; par conséquent, F'(a) est bornée, holomorphe et continue sur celle-ci. 11 est
évident que F(t) = f(t) et F(t+1i) = g(¢); ainsi, ¢ est un état KMS pour oy.

Supposons &, = 0 pour un certain x € M. Pour tout y € M, il existe une fonction bornée F’
holomorphe et continue sur la bande telle que

F(t) = ¢(oe(y)z*zy) ;

F(t + i) = p(a"zyoi(y”))-
Alors on a
F(t+1i) = (z72yo,(y")Selp) = (xyai(y™)Ep|zéy) =0
pour tout ¢t € R. Donc F' doit étre identiquement nulle. Ainsi

0= F(0) = p(y*zay) = ||y, |,

ce qui signifie que xM¢, = 0; donc x = 0. Par conséquent, {, est séparant pour M. C.Q.F.D.

2. Décomposition polaire de I’involution

(MJC) Désormais, nous considérons une algebre de von Neumann arbitraire {M, K} mais fixée
avec un vecteur cyclique et séparateur &. Soit A = M&y et A" = M'&,. Puisque les applications :
r €Mz € Aety € M — y& € A’ sont toutes deux bijectives, nous pouvons considérer
les applications inverses 7 et 7’ des applications ci-dessus respectivement, c’est-a-dire que nous
écrivons © = mw(x&), x € M, et y = 7'(y&), y € M'. Pour chaque paire (¢,n7) € A x K, nous
définissons son produit par :

(2.1) &n = m(&n.

De méme, nous définissons le produit de chaque paire (§,7) € K x A" par



(2.1) &n =m'(n)§.

Puisque M et M’ commutent, les produits définis en (2.1) et (2.1") sont cohérents et suivent la
loi d’associativité. Par conséquent, A et A’ s’averent étre des algebres munies de ces produits. Les
applications m et 7’ sont respectivement un isomorphisme de A sur M et un anti-isomorphisme de
A’ sur M’ respectivement.

On définit les opérateurs linéaires conjugués denses Sy sur A et Fy sur A’ par

So€ = ()6, §E€A;

Fop=m'(n)"%, neA.
Alors on a, pour chaque £ € Aetne A,
(So€lm) = (m(&) Sl (n)&o) = (Colm (&) (n)&o)

= (&o|m ()7 (§)é0) = (7' (n)*0l§) = (FonlE)-

Il s’ensuit que S; D Fp et Ff D Sy, ol il convient de remarquer que Sy et £ sont tous deux linéaires
conjugués, de sorte que les opérateurs adjoints S et Fj apparaissent toujours du méme coté du
produit scalaire que Sy et F. Soit S la fermeture S;* de Sy et F' 'adjoint S5 de Sy. Le domaine
de S est noté D¥ et celui de F est noté D®. Par commodité, nous notons souvent S¢, & € D, par
£ et F'n, n € D, par n® respectivement. Il est maintenant facile de montrer que A (resp. A’) est
une algébre involutive avec I'involution : & + &# (resp. n — n®).

Remarque. Un vecteur £ € K est dans D¥ si et seulement s’il existe une séquence {&,} dans A
telle que &€ = nhﬁrgo &, et {€7} est une suite de Cauchy dans K. Si tel est le cas, alors £# est obtenu

#_— 1 #
par £ = lim &7

Lemme 2.1. L’opérateur linéaire conjugué fermé F' est la fermeture de Fy, c’est-a-dire, un vecteur
n € K appartient a D¢ si et seulement s’il existe une suite {n,} dans A’ telle que n = ILm N et
n—oo

{nSY est une suite de Cauchy de K. Si tel est le cas alors n®est donné par n® = ILm n®.
n—oo
Preuve. Soit 1 un élément arbitraire mais fixé de D. Définissons les opérateurs ag et by sur A par

aé = m(&)n et b =7, €A

Alors, on a, pour chaque paire z,y dans M,
(aozolyéo) = (znlyéo) = (nlz*yéo)

= (nl(y*z&0)®) = (yaéoln®) = (x&lyn®) = (x&olboyéo)

d’out nous obtenons aj D by et b D ag. Par conséquent, ag et by sont tous deux pré-fermés. Soit a
la fermeture af* de ag. Nous affirmons que a est affilié a M’ au sens ol tout opérateur unitaire u
dans M commute avec a. Pour tout x dans M, nous avons

(uagu™ M) xé&y = uag(ur&) = u(utan) = an = apréy

7



1 *

de sorte que uagu~! = ag pour tout unitaire u € M ; donc uau' = (uagu™')™ = af* = a.

Maintenant, soient a = uh = ku les décompositions polaires gauche et droite de a, ou h = (a”‘a)l/2
et k = (aa*)'”*. Puisque a est affilié & M’, h et k sont tous deux affiliés & M’ et u appartient a M’
Notons que vhu* = k et u*ku = h. Soit

h:AmA@Q)etk:AmA@M)

les décompositions spectrales de h et k respectivement. Posons

m:f)mmetm:fxm&
0 0

Alors h,, et k,, sont bornés; donc appartiennent & M’. Puisque &, appartient aux domaines D(a)
de a et D(a*) de a*, & appartient aux domaines D(h) de h et D(k) de k simultanément. Par
conséquent, nous avons

h§o = lim hp&o et k& = lim kn&o

Posons n,, = uh,& € A’. Alors, puisque uh,u* = k,, on obtient
ng = hnU*SO = U*UhnU*fo = U*knfo ;

ainsi ' _
1= afo = uh§o = lim uhp&o = lim ny, ;

@_ * S * . . * _ . @
N =a$=u k&o—ﬂh_)rglou kngo_gl_{gonn )

Par conséquent, n est approché par une suite dans A’ par rapport a la norme du graphe de I'opé-
rateur I, ce qui signifie que F' est la fermeture de sa restriction Fy a A’ C.Q.F.D.

Nous définissons les produits scalaires dans D# et D® respectivement comme suit :

Gle)e = (&l&) + (1), &.&eD*
(2.3)

(mln)a = (mln) + ms'ne),  m,m € D ;

Les normes définies ci-dessus sont exactement les normes dans les graphes de S et F' respective-
ment, de sorte que D¥ et D® sont tous deux complets avec ces nouvelles normes puisque S et F
sont fermés.

Remarque. Pour un sous-espace M (pas nécessairement fermé) de D (resp. D), S (resp. F') est
la fermeture de sa restriction & M si et seulement si M est dense dans D# (resp. D®) par rapport
a la nouvelle norme.

Puisque so = sg ' et Fy = Fy ', on a

(2.4) S=8"1 et F=F1



Par conséquent, D# (resp. D®) est invariant par I'application : & + £# (resp.n — n®).

Remarque. Si un opérateur injectif défini de facon dense Ty est pré-fermé et que son inverse Tj, !
est aussi pré-fermé, alors la fermeture T de Tp est injective et son inverse T, ! est la fermeture de
Ty *. Cependant, I'injectivité d'un opérateur pré-fermé Tj n’implique pas nécessairement l'injecti-
vité de sa fermeture T', méme si T est borné.

Posons
(2.5) A=FS=5*S

Alors A est un opérateur linéaire, non singulier, auto-adjoint et positif sur I, mais pas nécessai-
rement borné. Comme dans la théorie usuelle des opérateurs fermés, on obtient la décomposition
polaire de S :
S=JA".

Puisque S est linéaire conjugué et que A'? est linéaire, J doit étre une isométrie linéaire conju-
guée. Puisque S est non singuliere, J est en fait un opérateur unitaire linéaire conjugué de K
sur K lui-méme. Puisque S™' = A=2J7! on a d’apres (2.4) A2J~1 = JA'?: par conséquent,
JA2 ] = A=~ Puisque S = A~"2J~1 est la décomposition polaire droite de S, on obtient

J=J1 A= (58" = (SF)".

Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Lemme 2.2. L’opérateur J est une involution unitaire de K et

S=JAR=NT2J

(2.6) F=JA""=A"T

JAT = AL

Pour tout x € B(K), on définit lopérateur X par XT = Jx*J. Alors, Uapplication x — x7 est un
anti-automorphisme de w(IKC) de période deux.

Le domaine D(A'?) de A'? est précisément le domaine D¥# de S et le domaine D(A™'?) de A=/
est également le domaine de D® de F. De plus, les produits intérieurs dans D7 et D® sont donnés
par ce qui suit :

(2.7) (€1, 6)% = (G1]6) + (AVE|APE), 6,6 € DF
2.7

(m,me)a = (mlna) + (AP A Pa), i, mp € D°
Définition 2.3. L’opérateur positif auto-adjoint A est appelé 'opérateur modulaire de { M, IC, &}



3. Eléments bornés

Dans cette section, nous discutons d’un critére pour qu'un élément & de D# soit dans A = M.
Fixons un élément arbitraire & dans D#. Définissons les opérateurs ag et by sur A" = M'E, par
apréy = z€, et byxéy = x&* pour tout & € M’. Alors comme dans la preuve du lemme 2.1, on a
ay D by et ag C bf, et ap commute avec tout unitaire dans M’. Par conséquent, la fermeture a = a*
de ag est affilié a M. Soient a = uh = ku les décompositions polaires gauche et droite de a, ou
h = (a*a)'”? et k = (aa*)". Soit K 1'algébre de toutes les fonctions continues sur l'intervalle ouvert
(0,00) & support compact. En utilisant les décompositions spectrales

h:/ooo)\dp()\) ot k:/ooo)\dq()\)

de h et k respectivement, nous définissons f(h) et f(k), f € K, comme étant

oo

(3.1 Fm) = [T FO) dp() et f) = [T IO da().

Puisque chaque f € K est borné, f(h) et f(k) appartiennent tous deux a M. De plus, puisque
chaque f € K est approché uniformément sur son support par des polynémes de terme constant
nul, on a

(3-2) uf(hu* = f(k) et u'f(k)u= f(h).

Lemme 3.1.
(a) f(k)¢ appartient ¢ A, f € K ;
(b) ((f(R)" f(R)F|SF) = 0, f € K

(¢c) & appartient a A si et seulement s’il existe une constante v > 0 telle que
(3.3) (F(R)* FR)EFIER) < ?If(R)EI, f € K

Si tel est le cas, alors ||al| < 7.

Preuve. Pour chaque f € K, nous avons

f(k)E = f(k)ago = f(k)ku&o = kf(k)ugo.

Puisque la fonction : A € (0,00) — Af(A) € C appartient a K pour tout f € K, kf(k) est bornée
et appartient a M ; par conséquent, f(k)§ = kf(k)uéy appartient a A.

Maintenant, on calcule que

(f(R)E)* = u'kf(k)S = hf(h)u*& = f(h)a*& = f(h)E# ;

donc

(3.4) (f(R)E)* = f(h)E*, feK.
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Donc nous avons

(f(R)" f(R)O)FIER) = (F()F()EFIEF) = L F(MEFI* = 0 .

Supposons qu'il existe une constante v > 0 satisfaisant I'inégalité (3.3). Alors nous avons, pour
tout f € K,

[kf(R)&|1* = I f (R)kEol)* = || f (R)ua*&l* = [[uf (REF(]* = (| F(EFN < APIf (k)&
Par conséquent, nous avons

LTI dle&l? <92 [T IR dlagl? S € K,

ce qui signifie que la mesure d||g(A\)&||* a comme support l'intervalle fermé [0,v]; donc f(k)& =0
si suppf C (7,00); donc f(k) = 0 pour un tel f. Donc le spectre de h est contenu dans [0, ] ; par
conséquent || k|| < ~y. Par conséquent, a est borné et ||a|| < v; donc & = a&y est dans A.

L’assertion inverse est presque claire maintenant. Puisque nous n’utiliserons pas ceci dans la suite,
nous laissons la preuve au lecteur. C.QF.D.

Pour un n € D® fixé, on définit aj(x&) = an et bj(x&) = zn®, = € M. Alors aff D b) et

Ik

ay C by, et a; commute avec tout opérateur unitaire de M. Par conséquent, la fermeture o’ = a;
de ay est affiliée a M’. Soient o' = vh’ = k'v les décompositions polaires gauche et droite de o’
avec b = (a™a')'? et k' = (a’a’)"?. On définit f(h') et f(K') pour chaque f € K en utilisant les
décompositions spectrales comme précédemment. Alors on obtient ce qui suit :

Lemme 3.2.

(a) f(K')n appartient a A', f € K ;

(b) ((f(K) f(K)m)®In®) =0, € K;
(¢) n appartient a A’ si et seulement s’il existe une constante v > 0 telle que

(3.5) ((FE)FR)M ) < 2NFEDGIP fe kK s

si tel est le cas, alors ||| < 7.

4. Résolvante de 'opérateur modulaire

Conservons les hypotheses et les notations de la section précédente. Soit C la sphere de Riemann
CU {oo} et [0,00] la demi-droite positive étendue {z € C: 0 < z < co}. Soit A0, 0] Iespace de
toutes les fonctions f holomorphes dans un voisinage de [0, oo] et s’annulant a l'infini. Nous allons
étudier f(A), pour chaque f € A0, oo]. Pour chaque w € @\[O, 00|, posons

(4.1) Y(w) = Q| —w—-m)""

(4.2) R(w) = (w—A)"!
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Alors, d’apres le lemme 2.2, on a
R(w)" = JR(w)*J = (w—AH.

Théoréme 4.1. Pour tout € C\[0, 00|, les affirmations suivantes sont vraies :
(a) Rw)A"C A ;
(b) [[r(R(w)& < v(w)ll=" (€0, &€ A" ;
(c) Rw)TAC A" ;
(@) [I7"(R(@) N < v(@)= (O], €€ A

Preuve. Par symétrie, il suffit de démontrer (a) et (b). Prenons et fixons un ¢ € A’ arbitraire.
Posons

£=Rw)§ = (w-A)7'¢.
Alors € est dans D(A), le domaine de A ; donc il est dans D(A'?) = D#. Appliquons les arguments
de la section 3 a . Plus précisément, en utilisant le lemme 3.1, on montre que 'opérateur a défini
par ¢ dans la section 3 est borné et ||a|| < y(w)||7’'(£’)]]. Pour tout f € K, on a

(2lw]) = w = @)((f(R) f(R)FIEF) = (2lw]) —w = D)(Sf (k)" f(k)E]SE)
= (2w]) = w = W)(AL|f(R) f(R)E) = 2lw]) = w = W) {f(R)AL]f(F)E)
< 20w[[[f(R)ALNIF (RN = 2 Rew(f (k) ALLF(F)E)
< NFR)AELN? + [w PRSI — 2Rew(f(R)ALLf(K)E)
= lf(B)(w = AN = [IF(R)SIP = [[f (k)7 (€)%l
= [I7'(€) f(R)&ll* < 7" (€PN f (k).

On obtient ainsi

((fR)"FRNETIET) < (W)l (ENPIf (R)&ll?,  f € K.

Par conséquent, £ est dans A par le lemme 3.1 et

[ < (W)= (€)]]- C.Q.F.D.
Maintenant, soit
(4.4) A= /0 NAEO)

la décomposition spectrale de A. Pour chaque fonction borélienne bornée f sur [0, 00|, f(A) est
donnée par

1) = [ 1) B
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et est bornée. Prenons une fonction f dans A[0, oo]. Puisque le complémentaire U§ du domaine Uy
de f ne rencontre pas la demi-droite réelle non négative, il existe des constantes R > let 0 < 0 <=
telles que Us C {z € C: 1/R < |z| < Ret 0 < |argz| < 27 — 0}. Soient R et ¢ deux tels nombres
et I'y le contour montré sur le diagramme ci-dessous et ¢; = la longueur de I'y :

e
I
-
P
arg z = 0
1-'f
arg z = =0
\\\
\\

~—|z| = &

Pour tout nombre complexe z extérieur au contour I'y, f(2) est représenté par la forme :

_ 1 (w .
f(2>—27m. Wz dw
d’oul nous avons
1 _
(4.5) F8) == )= A

Alors ce qui suit est une conséquence immédiate du théoreme 4.1.

Corollaire 4.2. Si f est dans A0, o], alors
(a) f(A)A' C A, et

(4.6) I (F(A)ENN < Qlﬂffllﬁ’(é/)||53£(7(W)|f(w)l), feA

(b) f(A)AC A, et

I7"(F(A)E] < érﬁfllﬂ(f)lligg (Y@)f W), €eA ;
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Définition 4.3. Posons
A" ={ec AND(A) : Aé € A} ;

A ={c ANDA™Y : A7leec A} .
Il est facile de voir qu'un vecteur ¢ € K appartient a A% si et seulement si € est dans D# N A’ et

&% appartient & nouveau a A’

Lemme 4.4.

(a) L’ensemble A% est une sous-algébre auto-adjointe de A par rapport d la #-involution et dense
dans lespace de Hilbert D ;

(b) L’ensemble A® est une sous-algébre auto-adjointe de A’ par rapport a la Q-involution et dense
dans Uespace de Hilbert D ;

(c) Si& etn sont tous deuz dans A¥, alors

(4.8) A(&n) = (A&)(An) ;
(d) Si ¢ et n sont tous deux dans A®, alors

(4.9) A™H&n) = (ATI)(A ).
Preuve. Si € est dans A%, alors n = (1 + A)¢ est dans A, de sorte que € = (1 + A)~!n est dans A
d’apres le théoreme 4.1. Puisque

N =€+ A" ="+ = (1+2)7

& = (n—€)® est dans A’; donc AE# = n® — &7 est dans A’ ; par conséquent, £# est dans A# par
définition. Donc A7 est invariant par I'involution : & — 7.

Supposons maintenant que ¢ et n soient tous deux dans A*. Alors on a

(A)(An) = Fon# = (P E#)® = (En)*® = A(&n).

Donc £n et A(En) sont tous deux dans A, de sorte que £n appartient a A#. Par conséquent, A%
est un sous-algebre de A.

Nous allons maintenant montrer que A* est dense dans D# par rapport a la #-norme. Pour ce
faire, il suffit de montrer que (1 + A'?)A# est dense dans K. Puisque les fonctions z/(1 + 22) et
1/(1 + 2?) sont toutes deux dans A[0, 0o, on a, par le corollaire 4.2,

AT 1+A) T ACA et (1+A)TTACA,
ce qui signifie par définition que A% contient A~1(1 + A=2)"1A. Par conséquent, nous obtenons
(1+APA* S 1+ AMA(1+A2)LA

Mais (1 + A)A7 (1 4+ A7 = A(1 4+ A2)(1 + A?)7! est un opérateur borné de plage dense
dans K et A est dense dans K, donc (1 + A2)A71(1 + A~2)"' A est dense dans K; il en est de
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méme pour (1 + A'?)A# dans K. Les assertions pour A® découlent par symétrie. C.Q.F.D.

Lemme 4.5.

(a) R(w)A#* c A#, w e C\[0,001];
(b) Si les nombres complezes wy,ws et wiwy sont tous dans @\[O, oo, et si soit & soit & appar-
tient a A%, alors la formule suivante est satisfaite :

(4.10) (R(w1)&1)(R(w2)&2) = R(wiws)[wi(R(w1)&1)Ee + §1(AR(w2)&2)]
Preuve : 11 est évident que

{ (ARw) = Alw—A)' = —w Hw™ = A7),
(4.11)

R(w) =w (1 + AR(w)), w e C\[0,00].

Puisque A" C A, nous avons, d’aprés le théoréme 4.1,

ARW)A* = — LR )T A* c A

w

de sorte que

R(w) A — i<1 +ARW)A* C A

Par conséquent, R(w).A# est contenu dans A%, de sorte que l'assertion (a) s’ensuit. Ainsi, si I'un
ou lautre de & ou & est dans A%, alors les deux membres de (4.10) sont des fonctions continues
de I'autre vecteur. Par conséquent, nous pouvons supposer que & et & sont tous deux dans A%,
Alors on a

A(R(w1)&1)(R(w2)é2) = (AR(w1)61)(AR(w2)&2) = (wiR(w1)é1 — &) (waR(wa) — &2)

de telle facon que
(wiws — A)[(R(w1)&1) (R(wa)&a)] = wi(R(w1)&1)&e + wabi(R(wa)a) — €162

= wi(R(w1)&1)&2 + &1 (waR(w2)62 — &2)

= w1 (R(w1)§1)§2 + &1 (AR(w2)8a) - C.QF.D.

pour v > 1, on pose

(4.12) E, = / TAE() .

ol

D’apres le lemme 2.2 et la définition de 'anti-automorphisme z +— 27, on a
El =E, |AE| <y, [ATE|<y.

Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage Uy de [0, 00]. Soient R > 1 et 0 < § < 7 tels
que U soit inclus dans I'ensemble {z € C : 1/R < [z| < R et 0 < |argz| < 27 — 0}. Choisissons
r>vet0<p<0. Considérons les contours I'y et I' comme indiqué dans le diagramme :
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arg z = 0

arg z = ¢
r
lz| = 1/r f
< 0 .
1/y
|z| = 1/r N
T
arg z = —p |2 =«

arg z = €

Le point est que wjwy n’est jamais un nombre réel positif tant que wy reste a 'intérieur de la courbe
I' et que w; reste a 'intérieur de la courbe I'y.

Lemme 4.6.
(a) Pour une fonction f holomorphe dans un voisinage U; de [0, 00], f(A)A* C A’;

(b) En choisissant le contour T' comme ci-dessus, nous avons, pour chaque £ € A% et n € K,

(113) (E)(F(8)6) = 5 f F D) (R) Bl

Preuve. L’égalité
1

implique la formule (4.13) pour une fonction constante f. En considérant la décomposition f(z) =
f(z) = f(o00) 4+ f(o0), nous pouvons supposer que f est dans A[0, co]. Supposons que £ est dans
A#. Alors R(w)¢ est dans A% d’apres le lemme 4.5. De plus, nous avons

1

< ,wl,uﬂou AR LGIR

7 (R = [ =7'(6) - R )Te

de sorte que |7’ (R(w))]|| est borné le long de la courbe I'y; par conséquent, f(A)¢ appartient a
A’. Ainsi, I'assertion (a) s’ensuit.

Maintenant, prenons un wy € I'y arbitraire. Alors, d’apres le lemme 4.5,

(R(w1) Eyn) (R(w2)§) = R(wiws)[wi (R(wi) Eyn) + (Eyn) (AR(w2)E)]

pour tout wy; € I'. En multipliant par (1/27) et en intégrant le long de la courbe I' par rapport a
w1, on obtient

(B (Re)€) = 5 § (REn) Eyn) (Rn)€) de

Puisque la fonction : wy — R(wiws) est holomorphe & I'intérieur de la courbe T,
1
27 . R Em) (AR(@:)E))der =0,

16



d’ou
(4.14) (B (R@)E) = 5 [ Rlorwn)n(R(r) Byl

1

Ensuite, en multipliant par 97 f(ws) et en intégrant par rapport a wy le long de la courbe I'y, nous
i

obtenons

() (f(A)E) = (2;1)2 /Ff /F f(wa)wi R(wiws) [(R(wr) Eyn)E]dwydws

D’autre part, nous avons, pour chaque wy € ' et ¢ € [0, 00),

flwi't) = 1fp fw)wy (wiws — ) dws |
!

211

de sorte que

flwitA) = 217m ﬁf [ (we)wi R(wiwe ) dws.
Ainsi nous obtenons
(B (F()6) = 5 f F™ DR Emelds CQFD.

5. Groupe d’automorphismes a un parametre défini par ’opérateur modulaire
Nous conservons la méme terminologie et les mémes notations que dans la section précédente.

Pour chaque nombre complexe a, la fonction : z — 2% = exp(a log|z| + ia argz) est définie et
holomorphe, sauf sur le demi-axe réel négatif [—oo, 0]. Nous posons

(5.1) A = /OOO A dE()), aeC.

Théoréme 5.1. Le groupe unitaire a un paramétre A%, t € R, forme un groupe d’automorphismes
de A et de A’ respectivement, et

T(AE) = A'T(EAT, EeA
(5.2)
7T/(Az‘tn) — Aitﬂ'/(n)A_it, n c A/

Preuve. Considérons la fonction

st 6\
= < 1.
Js(2) (1—1—52) , 0s0<

1
Alors, fs avec 6 > 0 est holomorphe sauf sur le segment [_5’ —6]. Nous appliquons le lemme 4.6 a

la fonction fs5 avec 6 > 0.
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Prenons 7, et 7, dans A% et ¢ dans A. D’apres le lemme 4.6, nous avons

(fs(D)m|(Esg)Fm) = ((fo(D)mng|(E,)7) = (Eyg|[(f5(A)m)ny]®)

= (E&|na(fs(A)m)®) puisque  fs(A)p € A,

= (B B)mim)
= o F U AR B} do
= o BB (o A) ) do
1

i ]{ (R(w)E,&|(fs(w™ A n2)ny) dw.

B 2mi Jr
Puisque
(WA = {(w A+ ) (1 +w A = (@ TA+6) (1 +w A

le lemme 4.6 assure que fs(w™'A)*n, est dans A’; donc I'intégrale ci-dessus est égale &

st OBt A1 s = 5 f st 8) )0 B ) s
= 57 (R EOF(filw™ Ay m) s

Ainsi, nous obtenons, pour chaque & € A et 1,1, € A7,

(53) (o AmIEE ) = 5 Flml (R@) B (fo(w™ A) ) do

i

Puisque nous avons ' '
5w A = 1+ @A) S +wATH
si nous définissons une fonction g§ par

N
gg) = g +idz - 6_ita
14+wiz

alors ‘
fs(@A) = gf (AT + o7
et g¥ appartient a A[0, oo]. Donc d’apres le corollaire 4.2, nous avons
7' (fs(w™ D) )| < 7" ()] + *ﬁllﬂ(m)ll Sup( ()15 (2)1),
€lys

ou £ est la longueur du contour I'f,. Il existe donc une constante vy ne dépendant pas de w telle
que

17" (fs(w™ A)n2)|l < 0 -
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L’opérateur : £ — (E,&)* est borné, de sorte que la fonction : w — (R(w)E,&)#(fs(w™ A)*n) est
bornée. Ainsi, les deux cotés de 'égalité (5.3) sont des fonctions continues de 7, de telle fagon
que cette égalité (5.3) est vérifiée pour tout 17, € K. Par conséquent, nous obtenons, pour tout

m EA/7772 EA#a etﬁE.A,

(5.4 o ImI(E ) = - f (R@)E, o™ A) o) o

Pour tout w € I" et A € [0, 0o, nous avons

A+ wod & A+ wd
—1 _ — —
[ fs(w™ M) _‘<w+5)\) _eXp[ targ<w+5x>1

= exp|t(arg(w + 0A) — arg(A + dw))].

En rappelant la définition du contour I', nous obtenons
larg(w + dN) — arg(A + dw)| < |arg w| < .
D’ou nous obtenons 1'estimation
[f5(w™IA)| < e

Donc f5(w™!A) est uniformément borné sur le contour I' et converge vers fo(w™!\) lorsque ¢ tend
vers zéro. Par conséquent, le théoreme de convergence de Lebesgue implique que

(fo(D)ym|E,€)7ny) = 217” jé((R(w)Evf)m|fo(w_1A)*772> dw

pour tout n; € A, my € A¥ et £ € . Mais fo(A) = A% et fo(w tA)* = w A~ d’oll on obtient

(At (B} = 5 (R@)EEmlw ™ A™"y) du

= o

= o F (T R B IA ) der = (A E,EmIA ).

2mi Jr
Ainsi, on obtient

(A" |(E,€) %) = (AT E,&)m|A™ ) .
Puisqu’on a
VIL,I{.IO(E’YS)# = ’Yh_{go SE.§ = WIEEO JA1/2E’y€ — ryh_{{.lo E,YJA%& = ’yh_{go E’yf# = 6#‘

on obtient

(W€ A ) = (A |gns) = lim (A | () (E,6))

= Jim (A B, €)m A ) = Tim («/ () (A~ E,£)| A~ )

= (7' (m) AT AT ) = (A7 () AT ) 5
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on obtient donc, pour tout £ € Aetne A,
T(§)A"n = At () ATTE
que 'on peut écrire de maniere équivalente
A™*r(E) A" = 7' (AT .
Ainsi A" laisse et A et A’ tous deux invariants, et
R(ATE) = Atr(€)AY, ¢ € A;
' (A%n) = A’ (n) A~ ne A .
Donc, pour tout couple &; et & dans A,
AM(&1&2) = A'T(€)& = AM'm(&)ATIAYE = m(AT6)AYE = (ATE)(A"E).

Ainsi, le groupe unitaire & un parametre A% est un groupe d’automorphismes de A. De méme, nous
concluons que A est un groupe d’automorphismes de A’. De plus, nous avons, pour tout £ € A et

neA,
A”f# AZtJA1/2§ JAztAl/zg JAI/QAZté' (Aitg)#
A'® = AT JATPy = JARAT Ay = JATP AT = (AT)© C.Q.F.D.

Lemme 5.2. Soit v > 0. Si & est dans le domaine D(AY), alors
(a) & est dans le domaine D(A®) pour 0 < Rea < 7v;

(b) la fonction F(a) = (A%|n) pour tout n € K est bornée, holomorphe dans la bande
0 < Rea < v et continue sur cette méme bande.

Preuve. Soit a = s + it avec 0 < s < yet t € R. Soit f(A) =1 pour 0 < A < 1et f(\) =\
pour 1 < A. Alors [A?]?2 < f()\) pour tout A > 0. Par hypotheése, f()) est intégrable par rapport a
la mesure d(E(\)&|n). Par conséquent, la fonction F' est bornée et continue d’apres le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue. Considérons une courbe lisse simplement fermée quelconque C'
contenue dans la bande 0 < Jma < 7. Alors, d’apres le théoreme de Fubini,

§ F@yda= ¢ [“araEen = [ (f 2 da) diEEln) =o.

Ainsi, le théoreme de Morera assure que F'(a) est holomorphe dans la bande. C.Q.F.D.

Définition 5.3. Posons

Ao={{eA: € QCD(A“) et A% € A pourtout a € C}.
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Lemme 5.4.
(a) A%Ay = Ay, a€C;
(b) Ap C AN A,
(c) SAy=Ay, FAy=Ag et JA; = Ay ;;
(d) Ag est une algebre;
(e) J(&n) = (In)(JS), &n € Ao

Preuve. L’assertion (a) découle directement de la définition de Ajg. Si € est dans Ay, alors A™1¢ est
a nouveau dans A, donc ¢ appartient & A® ; par conséquent a A’. Ceci prouve les assertions (b).

Puisque JD(A®) = D(A™%) pour tout a € C, nous avons J Al D(A%) = QCD(A“). Si € est dans
Ay, alors on a, pour tout a € C
APSE = A JAPE = JATOAE = JAVPATIE = SAT7% € A

Par conséquent, S¢ appartient a Aj.

Supposons que £ et 1 soient dans Ag. Alors (A%E)(An) est dans A pour tout a € C et la fonction :
a € C — (A%)(A)) € K est entiere par le lemme 5.2. Mais nous savons par le théoréme 5.1 que
(A%E)(A%n) = A% (En) pour tout ¢ € R. Par conséquent, la fonction : t € R — A%(£n) est étendue
holomorphiquement & (A™¢)(A™n), ce qui signifie que £n appartient & D(A™) pour tout a € C et
A"(En) = (A%E)(An) € A. Ainsi, £n tombe dans Ag, et A% a € C, est un groupe complexe a un
parametre d’automorphismes de Ay.

La derniere assertion (e) est maintenant vérifiée comme suit :

J(&n) = A'S(&n) = AP (Sn)(SE) = (A”Sn) (A SE) = (Jn)(JE). C.Q.F.D.

Lemme 5.5. Si une fonction f sur R est la transformée de Fourier-Stieljes d’une mesure finie p,
alors

(a) fllog AJAC A, et [f(log A)E]* = ?( log A)§#, €€ A (5.5) ;
(b) fog A)A C A, et [f(log A)n)® = f(—log A)n®, ne A (5.6) .
Preuve. Puisqu’on a .
ﬂﬂzlwmmm)tek
on obtient

flog &) = [~ 158 du(s) = [~ A* dp(s)
Pour chaque £ € Aetne A, on a

w()fog D)6 = [~ A AT du(s) = [ w(Aedu(s) = [ AREA du(s) .

de sorte que

7' log A)éll < [ IA"(©A gl dial(s) < ([ dlul()) =) Il
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ou |pu| désigne la variation totale de la mesure p. Par conséquent, f(logA)¢ appartient a A. De
méme, f(logA)n appartient a A’. Les égalités (5.5) et (5.6) découlent du calcul :

JAf(logA) = Jf(log A)A"
(J(log A)J)JA'?
(log A™HJAY? = f(—log A)JA . C.Q.F.D.
Lemme 5.6. Si f et g sont des fonctions continues sur R a support compact, alors
(f * g)(log A)AC Ay et (f * g)(log A)A" C A

ou 0

fog) = [ f()g(t = s)ds

Preuve. Puisque f % g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur R,
(f = g)(log A)A C A. Puisque le support de f * g est compact, 'image de (f * g)(log A) est
contenue dans NuecD(A%). De plus, en posant e,(t) = e, a € C, on a

ea(f * g) = (eaf) * (€ag),

ea(f * g)(log A) = A*(f * g)(log A) .

Donc A® envoie (f % g)(logA).A dans A. Par conséquent, nous concluons que (f * g)(log A).A C A,.
Par symétrie, I’assertion pour A’ s’ensuit. C.QF.D.

Lemme 5.7. L’algébre A, est dense dans l'espace de Hilbert D# par rapport a la #-norme et
également dense dans D® par rapport a la @-norme.

Preuve. Soit E 'espace vectoriel engendré par f x g avec f et g des fonctions continues a support

compact sur R. D’apres le lemme 5.6, f(log A)A C Ap. Soit {f,} une suite bornée dans E telle que
lim f,(t) = 1. Pour tout { € A C D(A'?), on a, lorsque n — oo,

| fullog 8¢ = €12 = [~ Ifallog ) = 1FdIEQE]* 0
et
IS ullog A)g = S| = |lTAYf,(log A)E — JAzg]?

= A fa(log A)g — AVz¢]J?

_ /OOO fa(log ) — 112 [A| dI[ EQVE|? — 0. C.Q.F.D.

Maintenant, nous sommes en mesure de voir ce qui suit :
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Théoréme 5.8. L’algébre de von Neumann {M,K} avec un vecteur séparateur et cyclique & est
standard par rapport a l'involution unitaire J définie dans la section 2. C’est-a-dire,

JMJ =M, JM'J=M;
JaJ =a* pour a€ MNM.
Preuve. D’apres le lemme 5.4 (e), on a
m'(JE) = Jm(§)J, §€ Ao

donc Jr(Ap)J = 7'(Ap). Par conséquent, Jr(Ay)"J = 7'(Ap)”. Soit n = y& pour un y € w(Ap)
arbitraire. Alors, pour tout £ € Ay, on a

[7(©)nll = lIm(€)yoll = llym(E)&oll = lluéll
< [lylHill -

Si € est un élément de A, alors il existe, d’apres le lemme 5.7, une suite {,} dans Ay telle que
; _ — ; # o cH#H|| —
dim &, =&l =0 et lim [[&F - &7 =0.
Pour tout ( € A, on a

(el¢) = lim (y3[¢) = lim (m(&)nl¢) = lim (n|m(&:)*C) = lim (n|7'(C)EF)

n—oo

= (nl7'(Q)¢*) = (nlm(§)*C) = (m(E)nlC) .

ce qui signifie que y¢& = w(&)n. Donc n appartient a A" et y = 7'(n) € M'. Par conséquent,
7m(Ap) C M’, ce qui implique que 7(Ap)” D M” = M. Ainsi 7(Ap)” = M. De méme, nous obte-
nons 7'(Ag)" = M'. Ainsi JMJ = M'.

Si a est dans le centre M N M’, alors
Sa&o = a"§ = Fa&p ,
de telle fagon que F'Sa&y = a&y, c’est-a-dire Aa&y = a&p.

Donc A'aéy = a&y et a*&y = JAPaéy = Ja&y = a*; C.Q.F.D.

6. Condition aux limites de Kubo-Martin-Schwinger

Supposons que ¢ soit une forme linéaire positive normale fidéle sur une algebre de von Neumann
M. Soit {m,, Ky, &} la représentation cyclique de M induite par . Puisque ¢ est fidele, 7, est
également fidele et la normalité de ¢ assure que m,(M)~ = 7m,(M). Par conséquent, 7, est un
isomorphisme de M sur m,(M), de sorte que nous pouvons identifier M lui-méme avec 7,(M).
Alors la fonctionnelle ¢ de M est donnée par p(z) = (2€,|§,), = € M. Si e désigne la projection
sur [M'E,], alors e appartient a M et (1 —e) = 0; donc e = 1 par la fidélité de ¢. Ainsi, &,
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est un vecteur séparant pour M. Par conséquent, {M, IC,, £, } peut étre considéré comme le triplet
{M, K, &} dont il a été question précédemment. Par conséquent, nous utilisons les mémes notations
qu’auparavant. Mais nous écrivons

(6.1) of (x) = Az A~ x € M,
parce que 'opérateur modulaire A dépend du choix d’un vecteur cyclique et séparant &,, donc de ¢.

Théoreme 6.1. Dans la situation ci-dessus, la fonctionnelle fidéle, normale et positive @ de M
satisfait la condition KMS en 3 =1 pour le groupe d’automorphismes a un paramétre of de M.

Preuve. Pour une paire arbitraire z,y dans M, soit £ = x&, et n = y&y. Alors on a

ft) = plox)y) = (A" zA " y&|&) = (A" yéola*éo) = (A™"n|e#) |

g(t) = elyou(x)) = (YA AT y8lo) = (A"aboly*&o) = (A™In™)

Puisque 7 et & sont dans D(A'?), le lemme 5.2 nous dit que f(t) et g(¢) se prolongent holomorphi-
quement en des fonctions F'(a) définies sur la bande 0 < Jma < 1/2 et G(a) définies sur la bande
—1/2 < Jma < 0, respectivement. Ces fonctions F' et G ont les propriétés suivantes :

F(t451) = (A mogieh) — (ABAZgleh) = (A-g|ATEH) = (A 9lJE)
= ({|JAT ) = ({|AT"Tn) = (A" Tn)

G (t - ;) = (AU gly = (AN ) = (AE|AP) = (Alte]Tn)

Par conséquent, nous avons F(t + 1/2) = G(t — 1/2i), t € R. Ainsi, les fonctions F' et G définissent
une fonction bornée H holomorphe dans la bande 0 < Jma < 1 et continue sur cette méme bande,
telle que H(a) = F(a) si 0 < Jma < 1/2 et H(a) = G(a — i) si 1/2 < Jma < 1. Cette fonction
H assure la condition KMS pour . C.QF.D.

Théoréme 6.2. Le groupe d’automorphismes of de M est l'unique groupe d’automorphismes a un
parametre pour lequel ¢ satisfait la condition KMS en 5 = 1.

Preuve. Supposons que a; soit un autre groupe d’automorphismes a un parametre de M pour
lequel ¢ satisfait la condition KMS en 3 = 1. Soit = (resp. y) un élément de M tel que la fonction :
t — of(x) (resp. t — ay(y)) soit étendue & une fonction entiere & valeurs dans M, dont la valeur
en w € C sera notée o¥(x) (resp. a,(y)). Notons que le concept d’holomorphie ne dépend pas des
topologies d’opérateurs dans M, voir [11; page 92]. Soit F'(w, () = ¢(0¥(z)ac(y)). Alors la condition
KMS pour of implique que

F(t+1,¢) = elac(y)of (z)), teR
la condition KMS pour a; implique que

F(t+i,s+1i) =p(of (x)as(y)), seR .
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Il est évident que F(w) = F(w,w) = ¢(0,(x)a,(y)) est une fonction holomorphe bornée de w. La
périodicité, F(t) = F(t + i), implique par le théoreme de Sturm-Liouville que F' est constante.

Par conséquent, on a
p(xo? - a(y)) = e(of (2)a(y)) = (zy) |

de sorte que
(024 - ar(y)Solz™Eo) = (ySolz™Eo)-

Puisque I'ensemble de tels 2 est fortement dense dans M, nous obtenons ¢¥, - a;(y) = y. De nou-
veau, la densité de I'ensemble de tels y implique que o7, - a; est 'automorphisme identité de M, de
telle facon que a; et of doivent coincider. C.QF.D.

Définition 6.3. Ce groupe d’automorphismes unique o/ a un parametre de M est appelé le groupe
d’automorphismes modulaires de M associé a ¢.

7. Espérances conditionnelles

Dans la théorie des probabilités usuelle, la probabilité conditionnelle et I’espérance conditionnelle
jouent un role important. Puisque la théorie des algebres d’opérateurs, en particulier la théorie
des états, est considérée comme 'extension non commutative de la théorie des probabilités, il est
naturel de se demander si I'on peut généraliser ’espérance conditionnelle usuelle a la situation non
commutative. Si nous interprétons 'espérance conditionnelle usuelle en termes d’algebres d’opéra-
teurs, nous trouvons facilement ce qui suit : Soit A une algebre de von Neumann abélienne et B une
sous-algebre de von Neumann. Supposons que soit un état normal fidele de A. Alors I'espérance
conditionnelle dans cette situation est I'application € de A sur B telle que

(7.1) plzy) = p(e(z)y), r€AyeB.
Il est facile de voir que € possede les propriétés suivantes :

(7.2) e(x) =z, x€bB;

(7.3) le@)l < llzll, =€ 4;

(7.4) e(z*) = e(x)*, =€ A;

(7.5) e(z*x) >0, x € A

(7.6) e(z*x) =0 implique =0, z € A

(7.7) e(ar) = as(x), a€ B,x e A

(7.8) e(x)*e(x) <e(z*z), € A

(7.9) sup £(x;) = e(sup z;)
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pour tout réseau croissant borné {x;} d’éléments positifs dans A. On sait, par Tomiyama [31],
qu’'une application linéaire € d’'une C*-algebre arbitraire A sur une C*-sous-algebre B satisfaisant
les conditions (7.2) et (7.3) possede les propriétés (7.4), (7.5), (7.7) et (7.8). Une telle application
¢ est appelée une projection de norme un de A sur B.

Maintenant, nous sommes en position d’examiner la situation pour les espérances conditionnelles
non commutatives :

Théoreme 7.1. Soit M une algébre de von Neumann et ¢ un état normal fidéle de M avec le
groupe d’automorphismes modulaire associé of . Pour une sous-algébre de von Neumann N de M,
les deux énoncés suivants sont équivalents :

(a) N est invariant par of , ¢’est-a-dire, of (N) = N pour tout t € R ;
(b) Il existe une application € de M sur N satisfaisant (7.1)-(7.9).

Preuve : (a) = (b) : Comme dans la section précédente, nous pouvons supposer que M agit sur
un espace de Hilbert & muni d’un vecteur cyclique et séparant &, tel que p(z) = (x&y|&o), © € M.
Soit A = M&y et B = N&y. Soit K la fermeture de B. Alors & est un vecteur cyclique et séparant
de K pour l'algebre de von Neumann Ny obtenue par la restriction de N a K. Soit A I'opérateur
modulaire pour A. Alors nous avons Az&y = A%z A~ = of (x)& pour tout x € M et t € R.
Par conséquent, A¥B = B, de sorte que A% laisse le sous-espace K invariant. Par conséquent, la
restriction Ay de A & K est un opérateur auto-adjoint positif non singulier dans K. Puisque A%
induit le groupe d’automorphismes & un parametre of de N pour lequel la restriction px de ¢ a
N satisfait la condition KMS, A; doit donc étre 'opérateur modulaire pour B. Par conséquent, le
domaine D#(B) du #-opérateur dans K construit a partir de B est simplement l'intersection de
K et D#(A), ot D¥(A) désigne, bien siir, le domaine du #-opérateur S défini par A. Notamment,
on a

D#(B) =D(A)NK =DHA)NK ;

DYB) =DA)=DA)NK=D*A)NK ,
ott D®(B) et D®(A) sont naturellement compréhensibles. Soit E la projection de K sur K. Puisque
K est invariant selon N, E appartient a N’ c¢’est-a-dire
(7.10) Er=2xE, x¢€N.
Puisque Sz&, = x*§, appartient & B si « € N, S laisse B invariant, c¢’est-a-dire JA'/’B = B.
Puisque A'”?B est dense dans K, J laisse K invariant ; par conséquent, on obtient

JE =FJ, donc SE = ES.

Nous affirmons que Fx&y € B pour tout x € M. Soit &, = £. Alors J € A’ et pour tout n € B, on
a

InEJE|| = llw(m) EJE| = |Ex(n)JEl < [x(n)JEll = [I7"(JEn! < =" (SOl -
Par conséquent, J¢ appartient & B’, ou B’ est considéré dans K comme celui correspondant a B.
Ainsi, B¢ = JEJE appartient a JB' = B. Par conséquent, il existe un unique élément ¢(x) dans
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N tel que Ex&y = e(x)&. Ainsi, pour tout y € N,
play) = (ryéoléo) = (Yéolr*&o) = (Y&l Ex*o) = (yéol(Exéo)™)
= (y&ole(x)*&o) = p(e(n)y) -

La linéarité et les autres propriétés découlent facilement de 'unicité de ().

(b) = (a) : Soit K la fermeture de N&, comme précédemment et E la projection de K sur K.
Pour chaque z € M et y € N, on a

(Ezéolyéo) = (zéolyéo) = v(y"z) = p(ye(x)) = (y*e(2)éol&o) = (e(x)éo|yo)
De plus, on a, pour tout x € M,
ESoxéo = Ex*§y = £(x7)& = e(x) o = Soe(x)éo = So B
ou Sy désigne 'opérateur pré-fermé : z&y — x*¢;. On a donc (1—-2E)ME&y C M&y ; et par conséquent

(]_ — 2E)M§Q = Mgo et
So = (1 — 2E)Sy(1 — 2E) .

Nous avons donc, puisque (1 — 2E) est unitaire
S=(1-2E)S(1-2F).

Donc
=(1-2E)F(1-2F)

F
A =(1-2E)A(l - 2E)

J =(1-2E)J(1-2E)

On obtient donc A ‘
A = (1-— 2E)A”(1 —2F)

Ainsi A" laisse K invariant. Puisque EM&y = e(M)& = N&, on a
A'NEy = AYEME, = EATMEy = EME, = N&g .
Donc pour tout x € N, il existe z(t) dans N avec Az, = x(t)&. Alors on a
of (1)& = A"z AT = A&y = x(t)éo |
de sorte que of (z)x(t). Ainsi of laisse N invariant. C.Q.F.D.

Définition 7.2. L’application € est appelée 'espérance conditionnelle de M sur N par rapport a
0.
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8. Théoremes de Radon-Nikodym

Comme il est bien connu, la théorie des représentations des algebres d’opérateurs est étroitement
liée a I'analyse des fonctionnelles linéaires positives; et cette derniere est tout naturellement consi-
dérée comme un analogue non commutatif de la théorie de l'intégration usuelle sur les espaces
localement compacts. Dans la théorie de l'intégration usuelle, le théoreme de Radon-Nikodym joue
un réle important. Dans cette section, nous allons étudier comment on peut généraliser ce théoreme
du cas abélien au cas non commutatif.

Nous commencons par une discussion sur les algebres de von Neumann semi-finies. Soit M une
algebre de von Neumann semi-finie avec une trace fidele, semi-finie et normale 7. Soit ¢ un état
normal fidele sur M. Alors, on sait, voir [21], qu’il existe un unique opérateur fermé auto-adjoint
positif non singulier h affilié a M tel que

(8.1) o(z) = 7(xh) = / TN dr(ze(\), e M
0
ou h = /OO A de(A) est la décomposition spectrale de h.
0

Théoréme 8.1. Si un état normal fidéle ¢ est donné par (8.1), alors le groupe d’automorphismes
modulaires of de M est obtenu par

(8.2) of (z) = h'zh™, =z € M, teR.

Preuve. Soit e,, = / de(N), n=1,2,...et My =, e, Me,. Alors My est une x-sous-algebre

1/n
o—faiblement dense (/ie M. Pour tout x € My, I'application : t € R +— h¥'zh™% € M est étendue
a une fonction entiere a valeurs dans M, dont la valeur en a € C est notée symboliquement par
h'xh~". Pour tout y € M, la fonction F, ,(a) = p(h**zh™""y) est entiere et F, ,(t) = p(h" zh~"y).
De plus, on a

Fp (t+1) = gp(hi(t—&-i)xh_i(t-&-i)y) — T(hi(t+i)xh—i(t+i)yh)
= 7(yhh ) zh= ) = 7 (yh'xh="h) = p(yhzh™").

Par conséquent, la fonction F}, assure les conditions KMS pour la paire z,y par rapport au
groupe d’automorphismes & un parameétre hixh~%. Les mémes arguments que dans la preuve de
la proposition 1.3 montrent que ¢ satisfait la condition KMS pour ce groupe d’automorphismes a
un parametre. Par conséquent, le groupe d’automorphismes modulaires of est implémenté par le
groupe unitaire & un parameétre h'* appartenant a M. C.QF.D.

Réciproquement, nous avons ce qui suit :
Théoreme 8.2. Supposons que ¢ soit un état normal fidele d’une algebre de von Neumann M. Si

le groupe d’automorphismes modulaires of est intéricur au sens ou il existe un groupe unitaire d
un paramétre I'(t) appartenant a M tel que
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(8.2a) of () =T(t)zl (), zeM
alors M est semi-finie.

Preuve. Par hypothese, il existe un opérateur auto-adjoint positif et non singulier A affilié a M tel
o

que T'(t) = h'. Soit h = / A de(A) la décomposition spectrale de h.
0

Posons e, = de(N),n = 1,2,.... Alors, la non-singularité de h implique que e,, converge for-
1/n
tement vers l'identité 1; par conséquent, l'algebre My = U,2, e, Me,, est o-faiblement dense dans

M. En remarquant que si & € My, alors h™'z est borné et appartient a M, nous définissons la
fonctionnelle linéaire 7 sur M, par

(8.3) 7(z) = p(h~tz), x € M,.

Soit « un élément de M. Alors x = e,ze, pour un certain n. Soit s un nombre réel. Soit F'(a) la
fonction bornée holomorphe dans la bande 0 < Jma < 1, et continue sur cette méme bande, telle

que
F(t) = o(of (Pen)x)

F(t+1i) = p(xaf (h%e,)).

Puisque h'e, est fixé par automorphisme intérieur of = h' - h=% F(t) est constante; et il en est
de méme de F(a); donc F(t) = F(t + i), ce qui signifie que

(8.4) p(h*e,x) = p(zh’e,), seR.
Par conséquent, nous obtenons, en posant s = —1/2,

m(x) = p(h~te,) = p(h™ e h™ Pena) = (b~ Peah™"e,,) .
Par conséquent, 7 est positif et 7(z*z) = 0 implique = = 0.

Soient x et y une paire quelconque dans M. Alors il existe la fonction bornée F'(a) holomorphe
dans la bande et continue sur cette bande avec

F(t) = (of (b 'z)y) ;
F(t+1) = p(yof (h~'z)) .

Puisque h™'z est dans My, la fonction : ¢t +— of (h™'z) = h"*h~'zh™" est prolongée holomorphi-
quement en la fonction : a € C — hieT)gh~¢ ol n est choisi de sorte que e,ze, = x. Par
conséquent, nous obtenons, de 1’égalité pour F(t + i),

F(t) = o(yhitzh™ Ve ) = p(yhtzh~he,) = o(h tyhtzh™™) par (8.4)
Ainsi, nous obtenons
7(of (@)y) = ¢(h~'of (x)y) = p(of (W' 2)y) = (h~yh"zh™") = 7(yof (x)).
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En particulier, on a
(8.5) T(zy) = 7(yz), x,y € My

Supposons que p soit une projection non nulle dans M, et que u soit une isométrie partielle dans M
telle que u*u = p et uwu* = q < p. Alors u appartient a M. Par conséquent, I’égalité (8.6) dit que
7(p) = T(u*u) = 7(uu*) = 7(q). Donc 7(¢ — p) = 0. Par conséquent, p = ¢. Par conséquent, toutes
les projections dans M, sont finies, ce qui signifie que M est semi-fini car M, contient la suite crois-
sante {e,} de projections finies convergeant fortement vers 'identité. C.Q.F.D.

D’apreés les théorémes 8.1 et 8.2, on peut dire que le groupe d’automorphismes modulaires of as-
socié a ¢ est 'ombre de la dérivée de Radon-Nikodym de ¢ par rapport a la trace inexistante.
En gardant ce fait a l’esprit, nous allons étudier plus en détail la relation entre les états normaux
fideles et le groupe d’automorphismes modulaires associé.

Soit M une algebre de von Neumann a état normal fidele ¢. Considérons la représentation cyclique
de M induite par ¢, nous supposons que M agit sur un espace de Hilbert IC avec le vecteur cyclique
et séparateur &, tel que p(z) = (x&y|&o), * € M. Soit M, le prédual de M, 'espace de Banach de
toutes les fonctionnelles linéaires faiblement continues sur M. Dans le prédual M,, 1'x-opération
w e M, — w* € M, est définie par w*(z) = w(z*), x € M. Pour tout £ € K, on définit deux
fonctionnelles : I'une est un élément ¢ dans M, et Pautre est un élément ¢} dans M, comme suit :

we(x) = (2€l), v €M ;

oe(x) = (x€|6), v € M .
Soit V' (resp. V') I'ensemble de tous les ¢¢ (resp. ), § € K. Alors, on peut facilement vérifier ce
qui suit basé sur le lemme 2.1 :

(3.6)

Lemme 8.3. Les énoncés suivants (a) et (b) (resp. (a’) et (b")) sont équivalents :
(a) ¢ appartient & D¥, (a’) € appartient & D® ;
(b) gplg appartient a V| (b) wf appartient a V.

Si ¢ est dans D# (resp. D?), alors

(8.7) 0 = Py (resp. of = @ea).
Soit P# (resp. P®) Iensemble de tous les £ € D# (resp. £ € D) tels que ¢; > 0 (resp. e > 0).
Alors P” et P® sont tous deux des cones convexes dans .

Proposition 8.4. Les espaces linéaires D* et D® sont respectivement algébriquement engendrés
par P# et P®. De plus, P* et P® sont les cones duauz l'un de l'autre au sens suivant :

(a) Un vecteur € € K appartient a P si et seulement si (€|n) > 0 pour tout n € P® ;

(b) Un vecteur n € K est dans P® si et seulement si (£|n) > 0 pour tout & € P*#. Par conséquent,
P# et P® sont tous deux fermés.
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Par symétrie, on a seulement & prouver les assertions pour D¥ et P#. Puisque D* est engendré
par sa partie auto-adjointe, nous allons prouver que tout auto-adjoint & € D¥, i.e. & = 7 est de
la forme & — & pour certains &; et & dans P#. Définissons deux actions de chaque a € M (resp.
a € M)awe M,. (resp. M) par

(x,aw) = (za,w) et (zr,wa)= (ax,w)

pour tout x € M (resp. x € M') et w € M, (resp. w € M), ou {x,w) représente la valeur de w en
x. Alors on a

CLSDg = Spa§7 a/@é = 90;15
pour chaque a € M (resp. @’ € M). Si ¢} est auto-adjoint, alors il existe une projection e’ dans
M telle que e'p; > 0 et (1 —e')p; < 0. Par conséquent, en posant §; = €' et {&, = —(1 —¢€)§, on
obtient I’expression recherchée : £ = & — &, puisque &; et & sont tous deux dans P7.

Soit & un vecteur dans K. Supposons (£|n) > 0 pour tout n € P®. Soit M, (resp. M) 'ensemble
de tous les éléments positifs de M (resp. M’). Alors on a, pour tout h € M, et k € M,

(h&olk€o) = (W'"*h'P&o| kK Eo) = (WP kP& kR o) = |IR k&I = 0.
Par conséquent, M’ &, C P®. Donc on obtient
0 < (¢lk&o) = @e(k), ke M,
de telle facon que ¢ appartient a P7.

Supposons que & soit un élément de P#. Nous allons prouver que (£|n) > 0 pour tout n € P®.
Définissons un opérateur hy sur A" = M'E, par

ho[L‘fO = JZE, S M/ .

Alors, comme on I’a déja vu suffisamment de fois, hy est un opérateur densément défini commutant

avec tout opérateur unitaire dans M’. La condition de positivité pour ¢ implique que hg est positif

et donc symétrique. Soith I’extension auto-adjointe de Friedrichs de hqy. Alors h est affilié a M. Soit
oo

h = / A de(\) la décomposition spectrale de h. Posons h,, = / A de(X). Alors h,, appartient a
0 0

M., et h,& converge vers hy. Ainsi, on obtient, pour tout n € P®,

(€ln) = lim (hn&oln) = lim (Solhnn) = lim (hun|&o) >0,
puisque ¢, > 0. C.Q.F.D.
Remarque. La preuve ci-dessus montre que P# (resp. P?) est la fermeture de M, &, (resp. M 2 o).

Pour chaque couple &, 7 dans K, définissons une fonctionnelle linéaire normale we,, (resp. Wé,n de
M (resp. M’) par
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(2, we ) = (@€|n), z€M ;
(8.8)
(z,wi,) = (x€|n), e M .

Il est clair que ¢ = weg, et pg = w ¢ - De plus,

*

* . ! _
w£777 = wn’§ ! (wf,n) - wnvg.
Théoréme 8.5.

(a) Toute fonctionnelle linéaire positive normale v de M est représentée de maniére unique sous
la forme ¢ = wee, £ € P¥. Par conséquent, il existe un opérateur fermé auto-adjoint positif
h affilié a M tel que

(8.9) Y(z) = (xh&o|h&o), ©€ M .

(b) Si ) < ¢, alors le h ci-dessus est unique et 0 < h < 1.

Preuve. 11 est connu (voir [4] ; Théoréme 4, p. 222) qu'il existe un vecteur n € K avec ¢)w, . Nous
considérons la décomposition polaire de ¢ dans M; :

o=y, Y =vp,

ou 1 est une forme linéaire positive normale de M’ et v une isométrie partielle dans M’ voir [4;
Théoreme 4, P. 61]. Posons § = v*n. Alors ¢ = v*p, = -y = ¢}, de telle fagon que § est dans
P7#. De plus, on a @), = v’ = v} = . Puisque l'application : ¢ € K — ¢} € M, est injective,
on a n = v€. On obtient donc, pour tout x € M

(@, 9) = {anln) = (wv€ln) = (vag|n) = (x€lv™n) = (2E]&) = (r,wee) -

Donc, ¢ est de la forme souhaitée 1) = we ¢ avec § € P7#. Supposons qu’il existe un autre vecteur
&1 € P* avec ¢ = wg, ¢, . Alors, pour tout z € M,

€)1 = (2&]ag) = (a*wg|€) = (2"2&1]&1) = (z&il2&r) = |06 -

Définissons un opérateur ug par uoré = x&, x € M. Alors ugy est une isométrie de M¢ sur M¢&;
de sorte qu’elle s’étend en une isométrie partielle u qui s’annule sur [M&]*. 11 est facile de vérifier
que u commute avec chaque élément de M, de sorte que u appartient & M’. Ainsi, nous obtenons
isométrie partielle u € M avec u§ = &;. Donc, nous avons gy, = @, = upe. Puisque o et ¢}
sont tous deux positifs, ¢, et pr doivent coincider en raison de I'unicité de la décomposition polaire
dans M. Ainsi, £ et & sont identiques. Ceci montre 'unicité du & ci-dessus

Supposons 1 < . Cette hypothese est équivalente au fait que £ est dans A’ et ||7'(€)|| < 1. Nous
devons montrer que £ appartient a A et |7 (|| < 1. Si c’est le cas, alors la positivité de 7(§) découle
automatiquement du fait que & est dans P7. Le fait connu & propos de € est que ¢ € A’ N P et
|7'(£)|] < 1. Alors nous avons, puisque & = £#,

e=¢ta=Atec A .
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Donc € est dans A#. De plus, en posant n = £¢ + &, on a € = (1 + A)~!n. Donc, par le théoréme
4.1, on a

IO < (=DlI7" (]l = ;(Hﬂ’(n)ll = ;(IIW’(OII +7 €I <1,

Par conséquent, h = 7(&) est celui qu’on recherche. L'unicité de h découle de I'unicité de & et du fait
que h soit borné. C.Q.F.D.

Remarque. Le théoréme 8.5 nous indique que si un opérateur positif a sur un espace de Hilbert est
majoré par un opérateur nucléaire positif b, alors il existe un unique opérateur positif A de norme
< 1tel que a = hbh. L’auteur ignore si cela est vrai pour une paire générale a et b telle que 0 < a < b.

Nous allons maintenant examiner comment décrire la relation entre et 1 en termes des groupes
d’automorphismes modulaires associés.

Définition 8.6. Pour chaque fonctionnelle positive normale ¢ d'une algebre de von Neumann,
I'ensemble M, = {x € M : xp = @z} est appelé le centralisateur de . Bien siir, le centralisateur
M, est une sous-algebre de von Neumann de M.

Si M est semi-finie, et si ¢ est de la forme p(z) = 7(zh), x € M, avec T une trace fidele et semi-finie
et un opérateur auto-adjoint positif h affilié & M, alors le centralisateur M, de ¢ n’est rien d’autre
que le commutant relatif de h dans M. En général, le centralisateur M, d'un état normal fidele ¢
est précisément la sous-algebre des points fixes de M sous le groupe d’automorphismes modulaires
associé of comme on le voit dans ce qui suit :

Proposition 8.7. Si ¢ est une fonctionnelle linéaire positive normale fidéle d’une algebre de von
Neumann M, alors le centralisateur M, de ¢ est précisément 'ensemble de tous les points fizes du

groupe d’automorphismes modulaires associé of .

Preuve. Supposons que a € M soit un point fixe de of. Par la condition KMS, pour tout x € M,
il existe une fonction bornée F'(a) holomorphe dans la bande 0 < Jma < 1, et continue sur cette
méme bande, telle que

F(t)  =glof(a)z);
F(t+1i) = gl(azof(a)) .
Mais of (a) = a pour tout t € R, de sorte que F(t) et F(t+ i) sont des fonctions constantes de ¢;

donc F'(a) doit étre constante. Ainsi, nous avons F'(t) = F(t+1), ce qui signifie que p(ax) = ¢(za).
Puisque x est arbitraire, on obtient pa = ay; donc a est dans le centralisateur M, de ¢.

Réciproquement, supposons que a soit dans le centralisateur M,. Puisque ¢ est of -invariant, il est
évident que of (M,) = M,. Donc, on a

(8.11) wof(a) =of(a)p, teR.

Soit x un élément arbitraire de M. Alors il existe une fonction bornée F'(a) sur la bande qui assure
la condition KMS pour la paire a et x. Mais 1'égalité (8.11) mentionne que F'(t) = F(t +1i),t € R.
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Par conséquent, d’apres le théoréme de Sturm-Liouville, la fonction holomorphe bornée périodique
F' doit étre constante. Ainsi p(oy(a)z) = p(ax), t € R et x € M. Donc on a

(x&ola*8o) = (axoléo) = p(ax) = (o] (a)z) = (0] (a)z&o|S0) = (x&olor (a®)So) -

Par conséquent, of (a*) = a*, de maniére équivalente oy (a) = a. Ainsi, a est un point fixe de of.

C.Q.F.D.
Théoréme 8.8.

Dans la méme situation qu’auparavant, les énoncés suivants pour une fonctionnelle linéaire positive
normale ¢ de M sont équivalents :

(a) v est of -invariant ;
(b) ¢ est de la forme i = weg, avec £ € P* et A"¢ =¢, t € R;

(c) ¢ est de la forme 1V = wpe, ne, avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié au centralisateur
M, de .

Sous U’hypothése que i est fidéle, les énoncés suivants sont également équivalents aux précé-
dents :

(d) of et a¥ commutent, s,t € R;
(e) ¢ est o) -invariant.

Si un v fidele satisfait I'une des conditions ci-dessus, alors le groupe d’automorphismes modulaires
af’ de associé a 1 est donné par

of () = of (W2 zh™2"), z e M |
ou h est celui décrit dans I’énoncé (c)

Preuve. Les implications (¢) = (b) = (a) sont presque triviales.

(a) = (b) Supposons que 1) soit of-invariant. D’apreés le théoréme 8.5, 1) est uniquement de la
forme ¢ = wg ¢ de sorte que £ € P#. Alors, on a pour chaque z € M,

wairg,ane () = (ATEJATE) = (A2 A™E|E) = 9 - 07y (2) = P(@) |

de telle fagon que ) = wpitg pite(z). Mais il est évident que A" P# = P#. Par conséquent, 'unicité
de ¢ implique que £ = A%, t € R; ainsi (b) s’ensuit.

(b) = (c) Supposons que A = ¢, t € R. Rappelons la construction de h dans la preuve de la
proposition 8.4. Alors l'opérateur hy construit dans cette proposition commute avec A%, de sorte
que l'extension de Friedrichs h de hy et A® commutent. Par conséquent, toutes les projections
spectrales de h commutent avec A%, ce qui signifie que of laisse toutes ces projections fixes; par
conséquent, elles appartiennent a M, d’apres la proposition 8.7. Ainsi, h est affilié¢ a M,,.
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L’équivalence de (d) et (a) découle du résultat plus général suivant, le théoreme 8.11, et celle de
(d) et (e) découle de la symétrie.

Et maintenant, nous allons prouver la derniere affirmation pour azp . Puisque ) est fidele, h est non
n

singuliere. Soit h = / A de(\) la décomposition spectrale et soit e, = / de(N), n=1,2,....
0

1/n

Alors {e,, } converge fortement vers I'identité 1. Soit Ay le sous-ensemble de A/: MEq considéré dans
la définition 5.3. Puisque e, et A commutent, A%e, & = e, € A, de sorte que e,&, appartient
a Ay. Puisque m(e,&) = ey, e,m(Ao)en est contenu dans m(Ap). Soit My = U2, e,m(Ag)e,. Alors
My est une x-sous-algebre o-faiblement dense de M et pour chaque x € M, les applications :
t — of(z) et t — hxh™" sont toutes deux étendues a des fonctions entieres a valeurs dans My,
dont les valeurs en a € C sont formellement notées of(x) et h*®xh™"* respectivement. Soient x
et y des éléments arbitraires de M,. Alors on a x = e,xe, et y = e,ye, pour un certain n. Soit
hy, = he, € M. Définissons une fonction entiére F'(a) par

F(a) = (W xh™ %% (y)h&o|h&o) .
Pour tout t € R, on a

F(t) = (h*xh™"o%,(y)hso| h&o) = (h* xh™*"0%,(y))

= (of (h**xh=?")y) par la of —invariance de 1 ;
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et (i i(t+1
F(t+i) = <h21(t+z):L,thZ(t+l)0-f(t+i)(y)h&ﬂhgo)

= (hQi(t”)enxenh*%(t“)af(tﬁ)(enyen)h§0|h§0>
= (A De ye, héo|h2 e, a%e, A~ 2D hE,)
= (Jh2H e, x*e, h 20D RE | JTAT e, e, héo)
= (A'2ShH e e, h= 20D g | A=A Se, ye, hép)
= (AYV2RR? e, pe, h 2D g | AT h, 7€)
= (h2h?W Ve, e, h= 2" h2 & A~y &)
= (¥ e,enh " hi&o| A"y &)
— (AR 26 o)
= o(yof (W**xh=*")h3)
= o(hpyof (h**xh=2")h,,) par Proposition 8.7,
= (hayA"h¥ epzen,h™* héoléo)
= (A"h¥zh= " heoly* habo)
= (A"h¥*zh =" holy*héo)
= (yA®h2 xh =2 hEo|héy)
— (ot ()
Ainsi, cette fonction F'(a) satisfait la condition :
F(t)  =¢(of (W zh™")y) ;
F(t+1) =(yof(h¥zh=21)) .

Supposons que z et y soient une paire arbitraire dans M. Alors il existe des suites {z,} et {y,}
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dans M, telles que

xgo = lim zn8, 27§ = lim 278,
rhé&y = nh—>I£IO rph&y, x*hé&y = nh—>I£IO xy héo
y&o = Hm yno,  y*& = lm yplo

yhéy = lim y.héo, y*hé = lim yihéy

n—oo

Soit {F},} la suite de fonctions entieres telles que
Fat) = (o (W anh ™ )yn) ;
Folt i) = d(yaof (W e,h))
Soit f(t) = ¢(of (R xh=2%)y) et g(t) = ¥ (yof (R**xh=2*)). Alors on a
[F(t) = Fa()] = [ (of (B xh™)y) — ¥ (of (B anh ™" )y, )]
< [ (of (B (x — )W ™" )y)| + [P(0f (R 2 h ™) (y — yn))|

< Y(of (WP (x — ) (x — @) h72)) Pab(yy) 2
+ 7vZ)(Uf(h2ltxnx:h_2n))l/2¢<(y - yn>*(y - yn))l/2

=z — z,)(x — 2,)") Py y) 2 + V(@nzl) Py — yn) (Y — yn))

= [[(@* = z)h&oll lyh&oll + [lzndoll 1y — yn)h&oll

de sorte que F,,(t) converge uniformément vers f(t). De méme, F,(t + i) converge uniformément
vers ¢(t). Ainsi, d’apres le théoreme de Phragmen-Lindelof, F,(a) converge uniformément vers
la fonction bornée F'(a) holomorphe dans la bande 0 < Jma < 1 et continue sur cette méme
bande, telle que F(t) = f(t) et F(t +1i) = g(t). Ainsi ¢ satisfait la condition KMS pour le
groupe d’automorphismes & un paramétre : x — of (h**xh~%"), t € R. Par conséquent, on obtient
ol (x) = of (h¥'xh~%"), z € M, t € R. C.Q.F.D.

Corollaire 8.9. Dans la méme situation que précédemment, si une fonctionnelle linéaire positive
normale ¥ de M satisfait la condition KMS pour of , alors 1 est de la forme ) = wpey pe, avec h
un opérateur auto-adjoint positif affilié au centre de M.

Preuve. Puisque 1) est invariant par o7, 1 satisfait les conditions du théoréme 8.8. Par conséquent,
Y est de la forme ¢ = wpe, ng, avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié a M,,. Nous affirmons
que la projection support de v, qui est la projection de l'image de h, est centrale. En fait, si
Y(z*x) = 0, alors la fonction ¥(of (x*)z) s’annule identiquement par l'inégalité de Schwarz; par
conséquent, ¢ (xof (x*)) s’annule également identiquement par la condition KMS. En particulier,
(zz*) = 0. Ainsi, le noyau gauche de v est en fait un idéal bilateére. Par conséquent, la projection
support z de 1) est centrale. En considérant uniquement Mz, nous pouvons supposer que ) est
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fidele. Alors, & nouveau par le théoreme 8.8, o) (z) = of (h¥*xzh~2") pour tout z € M et t € R.

Mais par hypothese, 02/} = of. Par conséquent, on obtient

o7 (@) = of (WPl ~5)
donc x = h?'xh=2" ce qui signifie que h est affilié au centre. C.Q.F.D.

Corollaire 8.10. Supposons que M est de type I1I. Alors le groupe d’automorphismes modulaires
of de M associé a un état normal fidéle o n’admet pas de fonctionnelle normale positive satisfai-

sant la condition KMS en 8 # 1.

Preuve. Supposons que v soit une fonctionnelle linéaire normale positive satisfaisant la condition
KMS en 8 pour of. Alors, comme dans la démonstration du corollaire 8.9, nous pouvons supposer

que 9 est fidele. Alors on obtient Uf’ = agt par hypothese. D’autre part, le théoreme 8.8 dit

que o) (z) =of (h¥xh="), 2 € M, avec h un opérateur auto-adjoint positif affili¢ & M,. Par

conséquent, on obtient
of(x) = of (WW'xh™™"), ze M |

de sorte que
O'f(ﬁ_l) = h¥leh™2 re M .

Donc si g # 1, alors
of (x) = 2D gp=2t/B=1 " g c M |

de sorte que le groupe d’automorphismes modulaires o} est intérieur. Alors le théoréme 8.2 dit que
M est semi-finie. Ceci contredit I'hypothese. C.Q.F.D.

Théoreme 8.11. Soit 0 un automorphisme de M.

(a) Sio laisse @ invariant, alors o commute avec le groupe d’automorphismes modulaires of .

(b) Réciproquement, si o commute avec of et si o laisse le centre de M fize élément par élément,

alors o laisse @ invariant.

Preuve. Soient x et y des éléments de M. Soit F,,(a) une fonction holomorphe dans la bande
0 <Jma <1, et continue sur cette méme bande, telle que

Fry(t) = @(of (x)y) ; F(t +1i) = p(yof (z)).

Alors on a

p-o(c ofo(x)y) ;

S
a
&
—~

~
N~—

I
BS)
—~

q
+6
—

R)
—

S
SN—
SN—

q
~~
<
SN—
SN—

I

similairement
Fo)ow(t +1) = ¢-o(yoofo(z)) .

Par conséquent, on obtient

- _
ol =0 tofo .

Donc si ¢ = ¢ - o, alors o et of doivent commuter.
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Supposons que o laisse le centre de M fixe élément par élément et commute avec of. Soit ¢ = ¢ - 0.
Alors nous avons montré que of = o~ 'ofo = of. Par conséquent, ¢ satisfait la condition KMS
pour of, de sorte que ¥(z) = (xh&y|&o), x € M, avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié au

centre Z de M.

Supposons h # 1. Alors il existe un élément positif non nul £ dans Z tel que hk soit borné et
h2k? > k? ou h%k? < k?. Alors on a

Ihk&oll* = (h*k*&olso) # (k*&léo) = lIkEoll” ;

mais
HhkfoHQ = <kh50‘kh§0> = <k2hfo‘hfo>
=U(k*) = ¢ - o(k®) = p(k?)
= (k*&ol€o) = IIk&ol” -
Ceci est impossible. Donc h = 1, ou de maniere équivalente ¢ = 1. C.Q.F.D.
9. Notes

Une grande partie de la théorie présentée ici a été consacrée a démontrer l'existence de la symétrie
entre une algebre de von Neumann M et son commutant M'. L’existence d’une involution unitaire J
qui établit la symétrie entre M et M’ a été prédite depuis longtemps. On peut retracer son histoire
jusqu’aux travaux de Murray-von Neumann dans les années 1930. En fait, ils ont montré en 1937
que si un facteur fini M sur K admet un vecteur trace cyclique &, (nécessairement séparant), alors
Pinvolution : x&y € M&y — 2% € MEy est étendue a une involution unitaire J avec JMJ = M’,
[15]. Ce résultat a été généralisé par H.A. Dye en 1952, [8], aux algebres de von Neumann finies avec
un vecteur trace cyclique et séparant. Motivé par les travaux d’Ambrose [1], H. Nakano a introduit
les algebres de Hilbert en 1950, [17]. Ces algebres ont fait 'objet de recherches plus approfondies
par plusieurs auteurs entre 1951 et 1955, notamment J. Dixmier [5], R. Godement [9], R. Pallu de
la Barriere [18], L. Pukanszky [21], I. E. Segal [22], O. Takenouchi [24] et ainsi de suite.

En étendant les travaux de Dye sur le théoréeme de Radon-Nikodym non commutatif a la théorie
de l'intégration non commutative, i.e. Segal a montré en 1953, [22], que (a) 'algebre de von Neu-
mann & gauche L(A) et algebre de von Neumann a droite R(A) d’une algebre de Hilbert sont des
commutants ['une de l'autre; (b) I'involution dans A est étendue a une involution unitaire J avec
JL(A)J = R(A); (c) L(A), donc R(A), est semi-finie; (d) toute algebre de von Neumann semi-
finie est isomorphe a 'algebre de von Neumann a gauche d’une certaine algebre de Hilbert; (e)
Le prédual M d’une algebre de von Neumann semi-finie est représenté comme ’espace de Banach
LY(M,7) de tous les opérateurs intégrables par rapport a une trace fidéle, semi-finie et normale T
sur M. R. Godement a également démontré (a), (c) et (d) peu apres Segal, [8]. J. Dixmier a vérifié
(e) de maniere abstraite, en développant la LP-théorie, [6].

Généralisant la notion d’algebre de Hilbert, J. Dixmier a introduit les quasi-algebres de Hilbert
et a démontré en 1952, [5], I"énoncé (a) pour les quasi-algebres de Hilbert ainsi qu’'un critére de
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semi-finitude de I’algeébre de von Neumann a gauche d’une quasi-algebre de Hilbert sous certaines
hypotheses techniques. Le caractere standard de L(A), c’est-a-dire ’énoncé (b), n’a pas été men-
tionné (bien qu'il soit trivial de déduire le caractere standard de ses résultats). De plus, il a démontré
dans le méme article que 'algebre de von Neumann obtenue par la construction dite de 'espace de
mesure de groupe est 'algebre de von Neumann a gauche d'une quasi-algebre de Hilbert. Les hy-
potheses techniques pour le critere de semi-finitude ont été ultérieurement levées par L. Pukanszky
en 1955, [20].

Dans les travaux de Dixmier et de Pukanszky, I'opérateur modulaire A, ou plus précisément A'/?
et A='/ n’a pas recu une attention particuliére. Ils le considéraient comme un simple terme d’ajus-
tement de l'involution plutot que comme l'objet fondamental de la théorie. C’est Tomita qui a
considéré A" comme la valeur absolue de Iinvolution de M dans la structure de l'espace de Hil-
bert. Il a découvert ce fait des 1959 [29] et a soulevé plusieurs questions importantes. Mais personne
n’a approfondi son idée pourtant prometteuse (en partie & cause de la complexité des notations de
son article). Finalement, en 1967, Tomita est parvenu a démontrer notre théoréme 5.8 ainsi que
le théoreme de commutation pour le produit tensoriel des algebres de von Neumann [30, 31]. La
théorie développée dans les sections 1 a 5 lui est entierement due.

Au moment ou les travaux de Tomita ont paru, R. Haag, N.M. Hugenholtz et M. Winnink [10]
ont apporté une contribution tres importante de la mécanique statistique quantique a la théo-
rie des représentations standard des algebres d’opérateurs. Ils ont montré que, étant donnée
une C*-algebre munie d'un groupe d’automorphismes a un parametre, la représentation cyclique
de cette algebre induite par un état satisfaisant la condition de Kubo-Martin-Schwinger est stan-
dard. En comparant les travaux de Tomita et les résultats de Haag, Hugenholtz et Winnink, M.
Takesaki a constaté que la condition KMS est I'essence des représentations standard [25]. Un ex-
posé technique des théoremes 8.1 et 8.2 se trouve dans les travaux de Dixmier [5] et Pukanszky [20].

Le théoréme 6.2 a été démontré indépendamment par Takesaki [25] et Winnink [36]. La démons-
tration présentée dans cette note a été donnée a 'auteur par Hugenholtz lors de la conférence.

Les espérances conditionnelles dans les algebres d’opérateurs ont été abordées pour la premiere
fois par M. Nakamura et T. Turumaru en 1954 [15], qui ont résumé les propriétés fondamentales
des espérances conditionnelles usuelles en théorie des probabilités. Voir les propriétés (7.1) a (7.8)
ci-dessus. Un objet similaire a été abordé par Dixmier un peu plus tot [6]. Umegaki a repris ce
sujet dans ses articles suivants [33] et a étudié en détail les espérances conditionnelles pour une
algebre de von Neumann a trace finie. Tomiyama a également travaillé sur ce sujet, d'un point de
vue légerement différent [32, 33].

Les résultats de la section 8 se trouvent principalement dans les travaux de Takesaki, [25,26,27].
Une partie du théoreme 8.5, a savoir I'existence d’un tel h dans (b), a été conjecturée par J. Dixmier
dans la premiere édition de [4], p. 63, et démontrée plus tard par S. Sakai, [21]. F. Perdrizet a donné
un exemple [19] dans lequel opérateur auto-adjoint positif ~ dans I’énoncé (8.5) du théoreme 8.5
n’est pas unique, alors que £ est unique. Le théoreme 8.11 est dii & R. Herman et M. Takesaki, [11].

Bien stir, la théorie présentée ici n’est pas complete. Il y a plusieurs points a considérer : par exemple,
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quelle est la dépendance du groupe d’automorphismes modulaires par rapport a I’état normal fidele
qui le détermine ? L’application ¢ — ofest-elle continue dans un sens quelconque ? Existe-t-il une
relation entre les groupes d’automorphismes modulaires et le type algébrique des algebres de von
Neumann ? Etc., etc., ... L’auteur espére que ces notes contribueront au développement ultérieur
de la théorie.
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