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Représentations standards et condition aux limites de Kubo-Martin-Schwinger
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Introduction

Supposons que B désigne l’algèbre de von Neumann B(K) de tous les opérateurs bornés sur un
espace de Hilbert K. Il est bien connu que B est l’espace conjugué de l’espace de Banach J de
tous les opérateurs nucléaires sur K, où la dualité de B et J est donnée par la forme bilinéaire :
(x, y) ∈ B × J 7→ Tr(xy) ∈ C. Une forme linéaire sur B est dite normale si elle est donnée par un
élément de J . Soit φ un état normal de B. Alors, par définition, il existe un opérateur nucléaire
positif auto-adjoint hφ tel que φ(x) = Tr(xhφ), x∈ B et Tr(hφ) = 1. Soit eφ la projection de K
sur la fermeture du domaine de hφ. Alors on a φ(x) = φ(eφxeφ), x ∈ B. Par conséquent, l’état
φ est considéré comme l’application composée : x ∈ B 7→ eφxeφ ∈ eφBeφ 7→ φ(eφxeφ). Puisque
l’application : x ∈ B 7→ eφxeφ ∈ eφBeφ est relativement simple, nous pouvons supposer que eφ = 1.
Par conséquent, dans cette situation, hφ est non singulier, c’est-à-dire que nous pouvons considérer
l’inverse h−1

φ de hφ, qui est non borné bien que dim K = ∞.

Supposons un instant que K soit de dimension n, n < +∞ et hφ = 1/n. Dans ce cas, nous avons

(1.1) φ(xy) = φ(yx), x, y ∈ B.

Un tel état est appelé une trace (finie). Dans ce cas particulier, nous remplaçons φ par τ . Considé-
rant B comme un espace vectoriel, nous notons B par Kτ et par ητ (x) un élément x ∈ B considéré
comme un vecteur dans Kτ . Définissons le produit intérieur dans Kτ par

(1.2) ⟨ητ (x)|ητ (y)⟩ = τ(y∗x), x, y ∈ B

Alors nous obtenons un espace de Hilbert Kτ de dimension n2. Définissons les deux actions πτ et
π′
τ de B sur Kτ par

(1.3)


πτ (a)ητ (x) = ητ (ax) ;

π′
τ (a)ητ (x) = ητ (xa), a, x ∈ B.

Alors on voit facilement que πτest une représentation fidèle de B et que π′
τ est une anti-représentation

fidèle de B. En raison de l’associativité de la multiplication dans B, πτ (B) et π′
τ (B) commutent. Sup-

posons qu’un opérateur a sur Kτ commute avec πτ (B). Puisque l’application : x ∈ B 7→ ητ (x) ∈ Kτ
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est surjective, on peut trouver un élément a0 ∈ B avec aητ (1) = ητ (a0). Alors nous avons, pour
tout x ∈ B,

aητ (x) = aπτ (x)ητ (1) = πτ (x)aητ (1) = πτ (x)ητ (a0) = ητ (xa0) = π′
τ (a0)ητ (x).

Donc a = π′
τ (a0). Par conséquent, on obtient

(1.4) πτ (B)′ = π′
τ (B).

Soit Jτ l’opérateur linéaire conjugué dans Kτ défini par Jτητ (x) = ητ (x∗), x ∈ B. On voit alors
facilement que Jτ est une isométrie de Kτ sur Kτ et que J2

τ = 1. De plus, pour chaque a ∈ B,

(1.5) Jτπτ (a)Jτ = π′
τ (a∗).

Ainsi, en combinant (5) avec (4), on obtient

(1.6)


Jτπτ (B)Jτ = πτ (B)′ ;

Jτπτ (B)′Jτ = πτ (B).
Considérons maintenant la représentation cyclique πφ de B induite par un état normal fidèle arbi-
traire. Dans ce cas, on considère B à nouveau comme un espace vectoriel, noté Kφ, et par ηφ(x) le
vecteur dans Kφ correspondant à x ∈ B. On définit le produit intérieur dans Kφ par

(1.7) ⟨ηφ(x)|ηφ)(y)⟩ = φ(y∗x), x, y ∈ B.

La représentation cyclique πφ de B sur Kφ est définie par

(1.8) πφ(a)ηφ(x) = ηφ(ax), a, x ∈ B.

On obtient alors
φ(a) = φ(1∗a1) = ⟨πφ(a)ηφ(1)|ηφ(1)⟩.

Nous allons examiner le commutant πφ(B)′ de πφ(B). Remarquant l’égalité :

φ(a) = Tr(ahφ) = ητ(ahφ) = τ((
√
nh

1/2
φ ))a(

√
nh

1/2
φ )) = ⟨πτ (a)ητ (

√
nh

1/2
φ )|ητ (

√
nh

1/2)⟩,

définissons l’application U de Kφ sur Kτ par

(1.9) Uηφ(x) =
√
nnφ(xh1/2

φ ), x ∈ B

Il n’est alors pas difficile de montrer que U est une isométrie de Kφ sur Kτ telle que

Uπφ(a)U∗ = πτ (a), a ∈ B.

Par conséquent, en posant Jφ = U∗JτU , on trouve une isométrie linéaire conjuguée Jφ de Kφ sur
Kφ avec J2

φ = 1 telle que
Jφπφ(B)Jφ = πφ(B)′.
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Ainsi, nous obtenons ce qui suit :

Théorème 1. Si K est de dimension finie, alors pour tout état φ normal fidèle de B(= B(K)),
il existe une isométrie linéaire conjuguée Jφ, avec J2

φ = 1, de l’espace de représentation Kφ de la
représentation cyclique πφ induite par φ sur Kφ lui-même, telle que

(1.10) Jφπφ(B)Jφ = πφ(B)′

Définition 2. Une isométrie linéaire conjuguée J d’un espace de Hilbert sur lui-même avec J2 = 1
est appelée une involution unitaire. Une représentation {π,K} d’une C∗-algèbre A est dite standard
s’il existe une involution unitaire J sur K telle que

(a) Jπ(A)′′J = π(A)′ ;

(b) J commute avec toute projection centrale dans π(A)′′.

Une algèbre de von Neumann {M,K} est dite standard si la représentation identité de M est stan-
dard.

Dans le théorème 1, l’existence de l’involution unitaire Jτ est, en essence, due à la commutativité,
voir (1). Quelle est la relation entre φ(xy) et φ(yx) en général ? Bien sûr, φ(xy) ̸= φ(yx) sauf si φ
est une trace. Mais nous avons

φ(xy) = Tr(xyhφ) = Tr(yhφx) ;

φ(yx) = Tr(yxhφ).

Par conséquent, nous devons examiner hφx et xhφ. Nous trouvons alors un pont h(1−t)
φ xhtφ avec

0 ≤ t ≤ 1, entre hφx et xhφ, qui appartient à J même si dimK = ∞. De là, on peut conclure
que pour toute paire x, y dans B, il existe une fonction bornée Fx,y(a) holomorphe dans la bande
0 ≤ Im a ≤ 1 et continue sur cette même bande, avec les valeurs limites :

Fx,y(t) = φ(hitφxh−it
φ y) ;

Fx,y(t+ i) = φ(yitφxh−it
φ ), t ∈ R.

Définition 3. Soit A une C∗-algèbre munie d’un groupe à un paramètre σt d’automorphismes.
Un état (ou plus généralement une fonctionnelle linéaire positive) φ satisfait la condition limite de
Kubo-Martin-Schwinger (KMS) en β > 0 pour σt si

(a) φ est invariant sous σt et
(b) Pour toute paire x, y dans A, il existe une fonction bornée Fx,y(a) holomorphe dans la bande

0 ≤ Im a ≤ β et continue sur cette même bande, telle que

(1.11)
Fx,y(t) = φ(σt(x)y) ;

Fx,y(t+ iβ) = φ(yσt(x)), t ∈ R.
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En remplaçant σt par σβt, on peut supposer β = 1.

Si A a une unité, alors la σt-invariance de φ découle automatiquement de la condition (b). En effet,
la périodicité et le fait d’être bornée de Fx,1(a) impliquent que Fx,1(t) = φ · σt(x) est constante.

Des arguments précédant la définition 3, nous concluons

Théorème 4. Un état normal fidèle φ de B satisfait la condition KMS en β = 1 pour le groupe
d’automorphismes intérieurs à un paramètre σt(x) = hitφxh

−it
φ , x ∈ B, t ∈ R.

Les principaux objectifs de cette série de conférences sont de présenter les résultats suivants et de
trouver d’autres applications :

(a) La représentation cyclique d’une C∗-algèbre induite par un état KMS est standard ;
(b) Une algèbre de von Neumann {M,K} avec un vecteur cyclique et séparateur est standard ;
(c) À tout état normal fidèle φ d’une algèbre de von Neumann M correspond de manière unique

un groupe à un paramètre σφt d’automorphismes de M pour lesquels φ satisfait la condition
KMS en β = 1. Le groupe d’automorphismes σφt est appelé le groupe d’automorphismes
modulaire de M associé à φ ;

(d) Pour une sous-algèbre de von Neumann N de M , un état normal fidèle φ de M , il existe une
projection normale ε de norme un (appelée l’espérance conditionnelle) de M sur N telle que

φ(ε(x)y) = φ(xy), x ∈ M, y ∈ N,

si et seulement si N est invariant sous σφτ ;
(e) Le groupe d’automorphismes modulaires στ associé à un état normal fidèle φ de M est

intérieur si et seulement si M est semi-fini ;
(f) Tout état KMS normal de M pour le groupe d’automorphismes modulaires σφt est obtenu, en

gros, par la multiplication de φ par un élément central de M .

1. Une algèbre de von Neumann avec un vecteur cyclique et séparateur

Supposons que K soit un espace de Hilbert complexe. Par B(K), nous désignons l’algèbre de tous les
opérateurs bornés sur K. Pour chaque sous-ensemble S de B(K), nous désignons par S ′ l’ensemble de
tous les x ∈ B(K) commutant avec chaque opérateur de S. L’ensemble S ′ est appelé le commutant
de S. Le commutant S ′ de tout sous-ensemble S de B(K) est fermé selon l’opération linéaire et la
multiplication, c’est-à-dire que S ′ est une algèbre sur le corps des nombres complexes C. Puisque
la relation S ⊂ J implique S ′ ⊃ J ′, on a

S ⊂ S ′′ = S(IV ) = · · · ;

S ′ = S ′′′ = S(V ) = · · · .

Définition 1.1. Une sous-algèbre auto-adjointe M de B(K) est appelée une algèbre de von Neu-
mann si M = M ′′.
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Nous étudions une algèbre de von Neumann {M,K} admettant un vecteur ξ0 tel que [Mξ0] = K, où
[M ] désigne le sous-espace fermé engendré par M pour tout sous-ensemble M de K. Un tel vecteur
ξ0 est dit cyclique pour M . Un vecteur ξ0 dans K est dit séparant pour M si xξ0 ̸= 0 pour tout
x ∈ M non nul. Ce qui suit est connu, voir [4 ; Prop. 5 dans p. 6].

Proposition 1.2. Un vecteur de K est dit séparant pour une algèbre de von Neumann M sur K si
et seulement s’il est cyclique pour le commutant M ′ de M .

Soit K = [M ′ξ0] et e la projection de K sur K. Alors K est invariant par M ′, de sorte que e
commute avec M ′ ; par conséquent, il appartient à M . Considérons les algèbres eMe et M ′e comme
des sous-algèbres de B(K). Alors, on sait aussi que

(eMe)′ = M ′e et (M ′e)′ = eMe,

où les commutants sont considérés dans B(K), voir [4 ; Prop. 1, p. 16]. Puisque ξ0 est séparant
pour M ′, l’application : x ∈ M ′ 7→ xe ∈ M ′e est un isomorphisme. Par conséquent, pour étudier
le commutant M ′ de M , il suffit d’étudier le commutant M ′e de eMe sur l’espace de Hilbert K. Il
est facile de voir que ξ0 est un vecteur cyclique dans K pour eMe ; par conséquent, ξ0 est cyclique
et séparant dans K pour eMe. Ainsi, nous ne considérerons que les algèbres de von Neumann avec
un vecteur cyclique et séparant.

Supposons que A soit une C∗-algèbre munie d’un groupe à un paramètre σt d’automorphismes. Soit
φ un état KMS de A pour σt, où par état KMS nous entendons un état satisfaisant la condition
KMS en β = 1, sauf si β est spécifié autrement. Soit {πφ,Kφ, ξφ} la représentation cyclique de A
induite par φ. Cette représentation est caractérisée dans l’équivalence unitaire par le fait que

[πφ(A)ξφ] = Kφ ; φ(x) = ⟨πφ(x)ξφ|ξφ⟩, x ∈ A.

Soit M l’algèbre de von Neumann πφ(A)∼ engendrée par πφ(A). Puisque φ est σt-invariant, il existe
l’opérateur unitaire U(t) pour chaque t ∈ R tel que

U(t)πφ(x)ξφ = πφ(σt(x))ξφ, x ∈ A.

Alors on a

πφ · σt(x) = U(t)πφ(x)U(t)−1, x ∈ A.

Il s’ensuit que U(t)MU(t)−1 = M, t ∈ R. Par conséquent, U(t) donne lieu à un automorphisme σ̃t
de M lorsque σ̃t(x) = U(t)xU(t)−1, x ∈ M . Définissons l’état φ̃ de M par φ̃(x) = ⟨xξφ|ξφ⟩, x ∈ M .
Alors nous affirmons ce qui suit :

Proposition 1.3. Dans la situation ci-dessus, φ̃ satisfait la condition KMS pour σ̃t, et ξφ est sé-
parant pour M .

Preuve. Soient x et y des éléments arbitraires de M . Alors il existe des suites {xn} et {yn} dans A
telles que

lim
n→∞

∥xξφ − πφ(xn)ξφ∥ = 0, lim
n→∞

∥x∗ξφ − πφ(x∗
n)ξφ∥ = 0 ;

lim
n→∞

∥yξφ − πφ(yn)ξφ∥ = 0, lim
n→∞

∥y∗ξφ − πφ(y∗
n)ξφ∥ = 0.
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D’après la condition KMS, il existe, pour tout n = 1, 2, · · · , une fonction bornée Fn(a) holomorphe
dans la bande 0 ≤ Im a ≤ 1, et continue sur cette même bande, telle que

Fn(t) = φ(σt(xn)yn) et Fn(t+ i) = φ(ynσt(xn))
Alors on obtient

Fn(t) = φ(σt(xn)yn) = ⟨πφ · σt(xn)πφ(yn)ξφ|ξφ⟩

= ⟨U(t)πφ(xn)U(t)−1πφ(yn)ξφ|ξφ⟩ = ⟨πφ(yn)ξφ|U(t)πφ(x∗
n)ξφ⟩,

de sorte que Fn(t) converge uniformément en t vers les fonctions :

f(t) = ⟨yξφ|U(t)x∗ξφ⟩ = ⟨U(t)xU(t)−1yξφ|ξφ⟩ = φ̃(σ̃t(x)y)

De même, Fn(t+ i) converge uniformément en t vers la fonction g(t) = φ̃(yσ̃t(x)). D’après le théo-
rème de Phragmen-Lindröf, Fn(a) converge uniformément dans la bande vers une fonction F (a)
définie sur la bande ; par conséquent, F (a) est bornée, holomorphe et continue sur celle-ci. Il est
évident que F (t) = f(t) et F (t+ i) = g(t) ; ainsi, φ̃ est un état KMS pour σ̃t.

Supposons xξφ = 0 pour un certain x ∈ M . Pour tout y ∈ M , il existe une fonction bornée F
holomorphe et continue sur la bande telle que

F (t) = φ̃(σ̃t(y∗)x∗xy) ;

F (t+ i) = φ̃(x∗xyσ̃t(y∗)).
Alors on a

F (t+ i) = ⟨x∗xyσ̃t(y∗)ξφ|ξφ⟩ = ⟨xyσ̃t(y∗)ξφ|xξφ⟩ = 0
pour tout t ∈ R. Donc F doit être identiquement nulle. Ainsi

0 = F (0) = φ(y∗xxy) = ∥xyξφ∥2,

ce qui signifie que xMξφ = 0 ; donc x = 0. Par conséquent, ξφ est séparant pour M . C.Q.F.D.

2. Décomposition polaire de l’involution

(MJC) Désormais, nous considérons une algèbre de von Neumann arbitraire {M,K} mais fixée
avec un vecteur cyclique et séparateur ξ0. Soit A = Mξ0 et A′ = M ′ξ0. Puisque les applications :
x ∈ M 7→ xξ0 ∈ A et y ∈ M ′ 7→ yξ0 ∈ A′ sont toutes deux bijectives, nous pouvons considérer
les applications inverses π et π′ des applications ci-dessus respectivement, c’est-à-dire que nous
écrivons x = π(xξ0), x ∈ M , et y = π′(yξ0), y ∈ M ′. Pour chaque paire (ξ, η) ∈ A × K, nous
définissons son produit par :

(2.1) ξη = π(ξ)η.

De même, nous définissons le produit de chaque paire (ξ, η) ∈ K × A′ par
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(2.1′) ξη = π′(η)ξ.

Puisque M et M ′ commutent, les produits définis en (2.1) et (2.1’) sont cohérents et suivent la
loi d’associativité. Par conséquent, A et A′ s’avèrent être des algèbres munies de ces produits. Les
applications π et π′ sont respectivement un isomorphisme de A sur M et un anti-isomorphisme de
A′ sur M ′ respectivement.

On définit les opérateurs linéaires conjugués denses S0 sur A et F0 sur A′ par
S0ξ = π(ξ)∗ξ0, ξ ∈ A ;

F0η = π′(η)∗ξ0, η ∈ A′.

Alors on a, pour chaque ξ ∈ A et η ∈ A′,

⟨S0ξ|η⟩ = ⟨π(ξ)∗ξ0|π′(η)ξ0⟩ = ⟨ξ0|π(ξ)π′(η)ξ0⟩

= ⟨ξ0|π′(η)π(ξ)ξ0⟩ = ⟨π′(η)∗ξ0|ξ⟩ = ⟨F0η|ξ⟩.

Il s’ensuit que S∗
0 ⊃ F0 et F ∗

0 ⊃ S0, où il convient de remarquer que S0 et F0 sont tous deux linéaires
conjugués, de sorte que les opérateurs adjoints S∗

0 et F ∗
0 apparaissent toujours du même côté du

produit scalaire que S0 et F0. Soit S la fermeture S∗∗
0 de S0 et F l’adjoint S∗

0 de S0. Le domaine
de S est noté D# et celui de F est noté D@. Par commodité, nous notons souvent Sξ, ξ ∈ D#, par
ξ# et Fη, η ∈ D@, par η@ respectivement. Il est maintenant facile de montrer que A (resp. A′) est
une algèbre involutive avec l’involution : ξ 7→ ξ# (resp. η 7→ η@).

Remarque. Un vecteur ξ ∈ K est dans D# si et seulement s’il existe une séquence {ξn} dans A
telle que ξ = lim

n→∞
ξn et {ξ#

n } est une suite de Cauchy dans K. Si tel est le cas, alors ξ# est obtenu
par ξ# = lim

n→∞
ξ#
n .

Lemme 2.1. L’opérateur linéaire conjugué fermé F est la fermeture de F0, c’est-à-dire, un vecteur
η ∈ K appartient à D@ si et seulement s’il existe une suite {ηn} dans A′ telle que η = lim

n→∞
ηn et

{η@
n } est une suite de Cauchy de K. Si tel est le cas alors η@est donné par η@ = lim

n→∞
η@.

Preuve. Soit η un élément arbitraire mais fixé de D@. Définissons les opérateurs a0 et b0 sur A par

a0ξ = π(ξ)η et b0ξ = π(ξ)η@, ξ ∈ A.

Alors, on a, pour chaque paire x, y dans M ,

⟨a0xξ0|yξ0⟩ = ⟨xη|yξ0⟩ = ⟨η|x∗yξ0⟩

= ⟨η|(y∗xξ0)#⟩ = ⟨y∗xξ0|n@⟩ = ⟨xξ0|yη@⟩ = ⟨xξ0|b0yξ0⟩ ;

d’où nous obtenons a∗
0 ⊃ b0 et b∗

0 ⊃ a0. Par conséquent, a0 et b0 sont tous deux pré-fermés. Soit a
la fermeture a∗∗

0 de a0. Nous affirmons que a est affilié à M ′ au sens où tout opérateur unitaire u
dans M commute avec a. Pour tout x dans M , nous avons

(ua0u
−1)xξ0 = ua0(u−1xξ0) = u(u−1xη) = xη = a0xξ0 ,
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de sorte que ua0u
−1 = a0 pour tout unitaire u ∈ M ; donc uau−1 = (ua0u

−1)∗∗ = a∗∗
0 = a.

Maintenant, soient a = uh = ku les décompositions polaires gauche et droite de a, où h = (a∗a)1/2

et k = (aa∗)1/2. Puisque a est affilié à M ′, h et k sont tous deux affiliés à M ′ et u appartient à M ′.
Notons que uhu∗ = k et u∗ku = h. Soit

h =
∫ ∞

0
λ dp(λ) et k =

∫ ∞

0
λ dq(λ).

les décompositions spectrales de h et k respectivement. Posons

hn =
∫ n

0
λ dp(λ) et kn =

∫ n

0
λ dq(λ).

Alors hn et kn sont bornés ; donc appartiennent à M ′. Puisque ξ0 appartient aux domaines D(a)
de a et D(a∗) de a∗, ξ0 appartient aux domaines D(h) de h et D(k) de k simultanément. Par
conséquent, nous avons

hξ0 = lim
n→∞

hnξ0 et kξ0 = lim
n→∞

knξ0 .

Posons ηn = uhnξ0 ∈ A′. Alors, puisque uhnu∗ = kn, on obtient

η@
n = hnu

∗ξ0 = u∗uhnu
∗ξ0 = u∗knξ0 ;

ainsi
η = aξ0 = uhξ0 = lim

n→∞
uhnξ0 = lim

n→∞
ηn ;

η@ = a∗ξ0 = u∗kξ0 = lim
n→∞

u∗knξ0 = lim
n→∞

η@
n .

Par conséquent, η est approché par une suite dans A′ par rapport à la norme du graphe de l’opé-
rateur F , ce qui signifie que F est la fermeture de sa restriction F0 à A′. C.Q.F.D.

Nous définissons les produits scalaires dans D# et D@ respectivement comme suit :

(2.3)


⟨ξ1|ξ2⟩# = ⟨ξ1|ξ2⟩ + ⟨ξ#

2 |ξ#
1 ⟩, ξ1, ξ2 ∈ D# ;

⟨η1|η2⟩@ = ⟨η1|η2⟩ + ⟨η@
2 |η@

1 ⟩, η1, η2 ∈ D@ ;
Les normes définies ci-dessus sont exactement les normes dans les graphes de S et F respective-
ment, de sorte que D# et D@ sont tous deux complets avec ces nouvelles normes puisque S et F
sont fermés.

Remarque. Pour un sous-espace M (pas nécessairement fermé) de D# (resp. D@), S (resp. F ) est
la fermeture de sa restriction à M si et seulement si M est dense dans D# (resp. D@) par rapport
à la nouvelle norme.

Puisque s0 = s−1
0 et F0 = F−1

0 , on a

(2.4) S = S−1 et F = F−1.
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Par conséquent, D# (resp. D@) est invariant par l’application : ξ 7→ ξ# (resp.η 7→ η@).

Remarque. Si un opérateur injectif défini de façon dense T0 est pré-fermé et que son inverse T−1
0

est aussi pré-fermé, alors la fermeture T de T0 est injective et son inverse T−1
0 est la fermeture de

T−1
0 . Cependant, l’injectivité d’un opérateur pré-fermé T0 n’implique pas nécessairement l’injecti-

vité de sa fermeture T , même si T0 est borné.

Posons

(2.5) ∆ = FS = S∗S

Alors ∆ est un opérateur linéaire, non singulier, auto-adjoint et positif sur K, mais pas nécessai-
rement borné. Comme dans la théorie usuelle des opérateurs fermés, on obtient la décomposition
polaire de S :

S = J∆1/2.

Puisque S est linéaire conjugué et que ∆1/2 est linéaire, J doit être une isométrie linéaire conju-
guée. Puisque S est non singulière, J est en fait un opérateur unitaire linéaire conjugué de K
sur K lui-même. Puisque S−1 = ∆−1/2J−1, on a d’après (2.4) ∆1/2J−1 = J∆1/2 ; par conséquent,
J∆1/2J = ∆−1/2. Puisque S = ∆−1/2J−1 est la décomposition polaire droite de S, on obtient

J = J−1, ∆1/2 = (SS∗)1/2 = (SF )1/2.

Ainsi, on obtient le résultat suivant :

Lemme 2.2. L’opérateur J est une involution unitaire de K et

(2.6)



S = J∆1/2 = ∆−1/2J ;

F = J∆−1/2 = ∆1/2J ;

J∆J = ∆−1.

Pour tout x ∈ B(K), on définit l’opérateur XT par XT = Jx∗J . Alors, l’application x 7→ xT est un
anti-automorphisme de ω(K) de période deux.

Le domaine D(∆1/2) de ∆1/2 est précisément le domaine D# de S et le domaine D(∆−1/2) de ∆−1/2

est également le domaine de D@ de F . De plus, les produits intérieurs dans D# et D@ sont donnés
par ce qui suit :

(2.7)
⟨ξ1, ξ2⟩# = ⟨ξ1|ξ2⟩ + ⟨∆1/2ξ1|∆1/2ξ2⟩, ξ1, ξ2 ∈ D# ;

⟨η1, η2⟩@ = ⟨η1|η2⟩ + ⟨∆−1/2η1|∆−1/2η2⟩, η1, η2 ∈ D@ .

Définition 2.3. L’opérateur positif auto-adjoint ∆ est appelé l’opérateur modulaire de {M,K, ξ0}.
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3. Éléments bornés

Dans cette section, nous discutons d’un critère pour qu’un élément ξ de D# soit dans A = Mξ0.
Fixons un élément arbitraire ξ dans D#. Définissons les opérateurs a0 et b0 sur A′ = M ′ξ0 par
a0xξ0 = xξ, et b0xξ0 = xξ# pour tout x ∈ M ′. Alors comme dans la preuve du lemme 2.1, on a
a∗

0 ⊃ b0 et a0 ⊂ b∗
0, et a0 commute avec tout unitaire dans M ′. Par conséquent, la fermeture a = a∗∗

0
de a0 est affilié à M . Soient a = uh = ku les décompositions polaires gauche et droite de a, où
h = (a∗a)1/2 et k = (aa∗)1/2. Soit K l’algèbre de toutes les fonctions continues sur l’intervalle ouvert
(0,∞) à support compact. En utilisant les décompositions spectrales

h =
∫ ∞

0
λ dp(λ) et k =

∫ ∞

0
λ dq(λ)

de h et k respectivement, nous définissons f(h) et f(k), f ∈ K, comme étant

(3.1) f(h) =
∫ ∞

0
f(λ) dp(λ) et f(k) =

∫ ∞

0
f(λ) dq(λ).

Puisque chaque f ∈ K est borné, f(h) et f(k) appartiennent tous deux à M . De plus, puisque
chaque f ∈ K est approché uniformément sur son support par des polynômes de terme constant
nul, on a

(3.2) uf(h)u∗ = f(k) et u∗f(k)u = f(h).

Lemme 3.1.
(a) f(k)ξ appartient à A, f ∈ K ;
(b) ⟨(f(k)∗f(k)ξ)#|ξ#⟩ ≥ 0, f ∈ K ;
(c) ξ appartient à A si et seulement s’il existe une constante γ > 0 telle que

(3.3) ⟨(f(k)∗f(k)ξ)#|ξ#⟩ ≤ γ2∥f(k)ξ0∥2, f ∈ K ;

Si tel est le cas, alors ∥a∥ ≤ γ.
Preuve. Pour chaque f ∈ K, nous avons

f(k)ξ = f(k)aξ0 = f(k)kuξ0 = kf(k)uξ0.

Puisque la fonction : λ ∈ (0,∞) → λf(λ) ∈ C appartient à K pour tout f ∈ K, kf(k) est bornée
et appartient à M ; par conséquent, f(k)ξ = kf(k)uξ0 appartient à A.

Maintenant, on calcule que

(f(k)ξ)# = u∗kf(k)ξ0 = hf(h)u∗ξ0 = f(h)a∗ξ0 = f(h)ξ# ;

donc

(3.4) (f(k)ξ)# = f(h)ξ#, f ∈ K.
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Donc nous avons

⟨(f(k)∗f(k)ξ)#|ξ#⟩ = ⟨f(h)f(h)ξ#|ξ#⟩ = ∥f(h)ξ#∥2 ≥ 0 .

Supposons qu’il existe une constante γ > 0 satisfaisant l’inégalité (3.3). Alors nous avons, pour
tout f ∈ K,

∥kf(k)ξ0∥2 = ∥f(k)kξ0∥2 = ∥f(k)ua∗ξ0∥2 = ∥uf(h)ξ#∥2 = ∥f(h)ξ#∥2 ≤ γ2∥f(k)ξ0∥2.

Par conséquent, nous avons∫ ∞

0
|λf(λ)|2 d∥q(λ)ξ0∥2 ≤ γ2

∫ ∞

0
|f(λ)|2 d∥q(λ)ξ0∥2, f ∈ K,

ce qui signifie que la mesure d∥q(λ)ξ0∥2 a comme support l’intervalle fermé [0, γ] ; donc f(k)ξ0 = 0
si suppf ⊂ (γ,∞) ; donc f(k) = 0 pour un tel f . Donc le spectre de h est contenu dans [0, γ] ; par
conséquent ∥k∥ ≤ γ. Par conséquent, a est borné et ∥a∥ ≤ γ ; donc ξ = aξ0 est dans A.

L’assertion inverse est presque claire maintenant. Puisque nous n’utiliserons pas ceci dans la suite,
nous laissons la preuve au lecteur. C.Q.F.D.

Pour un η ∈ D@ fixé, on définit a′
0(xξ0) = xη et b′

0(xξ0) = xη@, x ∈ M . Alors a′∗
0 ⊃ b′

0 et
a′

0 ⊂ b′∗
0 , et a′

0 commute avec tout opérateur unitaire de M . Par conséquent, la fermeture a′ = a′∗∗
0

de a′
0 est affiliée à M ′. Soient a′ = vh′ = k′v les décompositions polaires gauche et droite de a′

avec h′ = (a′∗a′)1/2 et k′ = (a′a′∗)1/2. On définit f(h′) et f(k′) pour chaque f ∈ K en utilisant les
décompositions spectrales comme précédemment. Alors on obtient ce qui suit :

Lemme 3.2.

(a) f(k′)η appartient à A′, f ∈ K ;
(b) ⟨(f(k′)∗f(k′)η)@|n@⟩ ≥ 0, f ∈ K;
(c) η appartient à A′ si et seulement s’il existe une constante γ > 0 telle que

(3.5) ⟨(f(k′)∗f(k′)η)@|η@⟩ ≤ γ2∥f(k′)ξ0∥2, f ∈ K ;

si tel est le cas, alors ∥a′∥ ≤ γ.

4. Résolvante de l’opérateur modulaire

Conservons les hypothèses et les notations de la section précédente. Soit C̃ la sphère de Riemann
C ∪ {∞} et [0,∞] la demi-droite positive étendue {z ∈ C̃ : 0 ≤ z ≤ ∞}. Soit A[0,∞] l’espace de
toutes les fonctions f holomorphes dans un voisinage de [0,∞] et s’annulant à l’infini. Nous allons
étudier f(∆), pour chaque f ∈ A[0,∞]. Pour chaque ω ∈ C̃\[0,∞], posons

(4.1) γ(ω) = (2|ω| − ω − ω)−1/2 ;

(4.2) R(ω) = (ω − ∆)−1
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Alors, d’après le lemme 2.2, on a

R(ω)T = JR(ω)∗J = (ω − ∆−1)−1.

Théorème 4.1. Pour tout ∈ C̃\[0,∞], les affirmations suivantes sont vraies :

(a) R(ω)A′ ⊂ A ;

(b) ∥π(R(ω)ξ′)∥ ≤ γ(ω)∥π′(ξ′)∥, ξ′ ∈ A′ ;

(c) R(ω)TA ⊂ A′ ;

(d) ∥π′(R(ω)T ξ)∥ ≤ γ(ω)∥π(ξ)∥, ξ ∈ A.

Preuve. Par symétrie, il suffit de démontrer (a) et (b). Prenons et fixons un ξ′ ∈ A′ arbitraire.
Posons

ξ = R(ω)ξ′ = (ω − ∆)−1ξ′.

Alors ξ est dans D(∆), le domaine de ∆ ; donc il est dans D(∆1/2) = D#. Appliquons les arguments
de la section 3 à ξ. Plus précisément, en utilisant le lemme 3.1, on montre que l’opérateur a défini
par ξ dans la section 3 est borné et ∥a∥ ≤ γ(ω)∥π′(ξ′)∥. Pour tout f ∈ K, on a

(2|ω|) − ω − ω)⟨(f(k)∗f(k)ξ)#|ξ#⟩ = (2|ω|) − ω − ω)⟨Sf(k)∗f(k)ξ|Sξ⟩

= (2|ω|) − ω − ω)⟨∆ξ|f(k)∗f(k)ξ⟩ = (2|ω|) − ω − ω)⟨f(k)∆ξ|f(k)ξ⟩

≤ 2|ω|∥f(k)∆ξ∥∥f(k)ξ∥ − 2Re ω⟨f(k)∆ξ|f(k)ξ⟩

≤ ∥f(k)∆ξ∥2 + |ω|2∥f(k)ξ∥2 − 2Re ω⟨f(k)∆ξ|f(k)ξ⟩

= ∥f(k)(ω − ∆)ξ∥2 = ∥f(k)ξ′∥2 = ∥f(k)π′(ξ′)ξ0∥2

= ∥π′(ξ′)f(k)ξ0∥2 ≤ ∥π′(ξ′)∥2∥f(k)ξ0∥2.

On obtient ainsi

⟨(f(k)∗f(k))ξ)#|ξ#⟩ ≤ γ(ω)2∥π′(ξ′)∥2∥f(k)ξ0∥2, f ∈ K.

Par conséquent, ξ est dans A par le lemme 3.1 et

∥π(ξ)∥ ≤ γ(ω)∥π′(ξ′)∥. C.Q.F.D.

Maintenant, soit

(4.4) ∆ =
∫ ∞

0
λ dE(λ)

la décomposition spectrale de ∆. Pour chaque fonction borélienne bornée f sur [0,∞], f(∆) est
donnée par

f(∆) =
∫ ∞

0
f(λ) dE(λ)
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et est bornée. Prenons une fonction f dans A[0,∞]. Puisque le complémentaire U c
f du domaine Uf

de f ne rencontre pas la demi-droite réelle non négative, il existe des constantes R > 1 et 0 < θ < π
telles que U c

f ⊂ {z ∈ C : 1/R < |z| < R et θ < |argz| < 2π − θ}. Soient R et θ deux tels nombres
et Γf le contour montré sur le diagramme ci-dessous et ℓf = la longueur de Γf :

Pour tout nombre complexe z extérieur au contour Γf , f(z) est représenté par la forme :

f(z) = 1
2πi

∮
Γf

f(ω
ω − z

dω ;

d’où nous avons

(4.5) f(∆) = 1
2πi

∮
Γf

f(ω)(ω − ∆)−1 dω.

Alors ce qui suit est une conséquence immédiate du théorème 4.1.

Corollaire 4.2. Si f est dans A[0,∞], alors
(a) f(∆)A′ ⊂ A, et

(4.6) ∥π(f(∆)ξ′)∥ ≤ 1
2πℓf∥π

′(ξ′)∥ sup
ω∈Γf

(γ(ω)|f(ω)|), ξ′ ∈ A′ ;

(b) f(∆−1)A ⊂ A′, et

∥π′(f(∆)ξ)∥ ≤ 1
2πℓf∥π(ξ)∥ sup

ω∈Γf

(γ(ω)|f(ω)|), ξ ∈ A ;
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Définition 4.3. Posons

A# = {ξ ∈ A′ ∩ D(∆) : ∆ξ ∈ A′} ;

A@ = {ξ ∈ A ∩ D(∆−1) : ∆−1ξ ∈ A} .

Il est facile de voir qu’un vecteur ξ ∈ K appartient à A# si et seulement si ξ est dans D# ∩ A′ et
ξ# appartient à nouveau à A′.

Lemme 4.4.

(a) L’ensemble A# est une sous-algèbre auto-adjointe de A par rapport à la #-involution et dense
dans l’espace de Hilbert D# ;

(b) L’ensemble A@ est une sous-algèbre auto-adjointe de A′ par rapport à la @-involution et dense
dans l’espace de Hilbert D@ ;

(c) Si ξ et η sont tous deux dans A#, alors

(4.8) ∆(ξη) = (∆ξ)(∆η) ;
(d) Si ξ et η sont tous deux dans A@, alors

(4.9) ∆−1(ξη) = (∆−1ξ)(∆−1η).
Preuve. Si ξ est dans A#, alors η = (1 + ∆)ξ est dans A′, de sorte que ξ = (1 + ∆)−1η est dans A
d’après le théorème 4.1. Puisque

η@ = (ξ + ∆ξ)@ = ξ@ + ξ# = (1 + ∆)ξ# ,

ξ# = (η− ξ)@ est dans A′ ; donc ∆ξ# = η@ − ξ# est dans A′ ; par conséquent, ξ# est dans A# par
définition. Donc A# est invariant par l’involution : ξ 7→ ξ#.

Supposons maintenant que ξ et η soient tous deux dans A#. Alors on a

(∆ξ)(∆η) = ξ#@η#@ = (η#ξ#)@ = (ξη)#@ = ∆(ξη).

Donc ξη et ∆(ξη) sont tous deux dans A′, de sorte que ξη appartient à A#. Par conséquent, A#

est un sous-algèbre de A.

Nous allons maintenant montrer que A# est dense dans D# par rapport à la #-norme. Pour ce
faire, il suffit de montrer que (1 + ∆1/2)A# est dense dans K. Puisque les fonctions z/(1 + z2) et
1/(1 + z2) sont toutes deux dans A[0,∞], on a, par le corollaire 4.2,

∆−1(1 + ∆−2)−1A ⊂ A′ et (1 + ∆−2)−1A ⊂ A′,

ce qui signifie par définition que A# contient ∆−1(1 + ∆−2)−1A. Par conséquent, nous obtenons

(1 + ∆1/2)A# ⊃ (1 + ∆1/2)∆−1(1 + ∆−2)−1A.

Mais (1 + ∆1/2)∆−1(1 + ∆−2)−1 = ∆(1 + ∆1/2)(1 + ∆2)−1 est un opérateur borné de plage dense
dans K et A est dense dans K, donc (1 + ∆1/2)∆−1(1 + ∆−2)−1A est dense dans K ; il en est de
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même pour (1 + ∆1/2)A# dans K. Les assertions pour A@ découlent par symétrie. C.Q.F.D.

Lemme 4.5.

(a) R(ω)A# ⊂ A#, ω ∈ C̃\[0,∞1] ;
(b) Si les nombres complexes ω1, ω2 et ω1ω2 sont tous dans C̃\[0,∞], et si soit ξ1 soit ξ2 appar-

tient à A#, alors la formule suivante est satisfaite :

(4.10) (R(ω1)ξ1)(R(ω2)ξ2) = R(ω1ω2)[ω1(R(ω1)ξ1)ξ2 + ξ1(∆R(ω2)ξ2)]
Preuve : Il est évident que

(4.11)


(∆R(ω) = ∆(ω − ∆)−1 = −ω−1(ω−1 − ∆−1)−1 ;

R(ω) = ω−1(1 + ∆R(ω)), ω ∈ C\[0,∞] .
Puisque A# ⊂ A, nous avons, d’après le théorème 4.1,

∆R(ω)A# = − 1
ω
R(ω−1)TA# ⊂ A′ ,

de sorte que
R(ω)A# = 1

ω
(1 + ∆R(ω))A# ⊂ A′ .

Par conséquent, R(ω)A# est contenu dans A#, de sorte que l’assertion (a) s’ensuit. Ainsi, si l’un
ou l’autre de ξ1 ou ξ2 est dans A#, alors les deux membres de (4.10) sont des fonctions continues
de l’autre vecteur. Par conséquent, nous pouvons supposer que ξ1 et ξ2 sont tous deux dans A#.
Alors on a

∆(R(ω1)ξ1)(R(ω2)ξ2) = (∆R(ω1)ξ1)(∆R(ω2)ξ2) = (ω1R(ω1)ξ1 − ξ1)(ω2R(ω2) − ξ2) ,

de telle façon que

(ω1ω2 − ∆)[(R(ω1)ξ1)(R(ω2)ξ2)] = ω1(R(ω1)ξ1)ξ2 + ω2ξ1(R(ω2)ξ2) − ξ1ξ2

= ω1(R(ω1)ξ1)ξ2 + ξ1(ω2R(ω2)ξ2 − ξ2)

= ω1(R(ω1)ξ1)ξ2 + ξ1(∆R(ω2)ξ2) . C.Q.F.D.

pour γ > 1, on pose

(4.12) Eγ =
∫ γ

1/γ
dE(λ) .

D’après le lemme 2.2 et la définition de l’anti-automorphisme x 7→ xT , on a

ET
γ = Eγ, ∥∆Eγ∥ ≤ γ, ∥∆−1Eγ∥ ≤ γ.

Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage Uf de [0,∞]. Soient R > 1 et 0 < θ < π tels
que U c

f soit inclus dans l’ensemble {z ∈ C : 1/R < |z| < R et θ < |arg z| < 2π − θ}. Choisissons
r > γ et 0 < φ < θ. Considérons les contours Γf et Γ comme indiqué dans le diagramme :
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Le point est que ω1ω2 n’est jamais un nombre réel positif tant que ω1 reste à l’intérieur de la courbe
Γ et que ω2 reste à l’intérieur de la courbe Γf .

Lemme 4.6.

(a) Pour une fonction f holomorphe dans un voisinage Uf de [0,∞], f(∆)A# ⊂ A′ ;

(b) En choisissant le contour Γ comme ci-dessus, nous avons, pour chaque ξ ∈ A# et η ∈ K,

(4.13) (Eγη)(f(∆)ξ) = 1
2πi

∮
Γ
f(ω−1∆)[(R(ω)Eγη)ξ]dω .

Preuve. L’égalité
Eγ = 1

2πi

∫
Γ
R(ω)Eγ dω

implique la formule (4.13) pour une fonction constante f . En considérant la décomposition f(z) =
f(z) − f(∞) + f(∞), nous pouvons supposer que f est dans A[0,∞]. Supposons que ξ est dans
A#. Alors R(ω)ξ est dans A# d’après le lemme 4.5. De plus, nous avons

∥π′(R(ω)ξ)∥ =
∥∥∥∥ 1
ω
π′(ξ) − 1

ω
R(ω−1)T ξ

∥∥∥∥ ≤ 1
|ω|

∥π′(ξ)∥ + 1
|ω|2

γ(ω−1)∥π(ξ)∥ ,

de sorte que ∥π′(R(ω)ξ)∥ est borné le long de la courbe Γf ; par conséquent, f(∆)ξ appartient à
A′. Ainsi, l’assertion (a) s’ensuit.

Maintenant, prenons un ω2 ∈ Γf arbitraire. Alors, d’après le lemme 4.5,

(R(ω1)Eγη)(R(ω2)ξ) = R(ω1ω2)[ω1(R(ω1)Eγη) + (Eγη)(∆R(ω2)ξ)]

pour tout ω1 ∈ Γ. En multipliant par (1/2πi) et en intégrant le long de la courbe Γ par rapport à
ω1, on obtient

(Eγη)(R(ω2)ξ) = 1
2πi

∮
Γ
(R(ω1)Eγη)(R(ω2)ξ) dω1 .

Puisque la fonction : ω1 7→ R(ω1ω2) est holomorphe à l’intérieur de la courbe Γ,

1
2πi

∮
Γ
R(ω1ω2)[Eγη)(∆R(ω2)ξ)]dω1 = 0.
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d’où

(4.14) (Eγη)(R(ω2)ξ) = 1
2πi

∫
R(ω1ω2)[ω1(R(ω1)Eγη)ξ]dω1 .

Ensuite, en multipliant par 1
2πif(ω2) et en intégrant par rapport à ω2 le long de la courbe Γf , nous

obtenons
(Eγη)(f(∆)ξ) = −1

(2π)2

∫
Γf

∫
Γ
f(ω2)ω1R(ω1ω2)[(R(ω1)Eγη)ξ]dω1dω2 .

D’autre part, nous avons, pour chaque ω1 ∈ Γ et t ∈ [0,∞),

f(ω−1
1 t) = 1

2πi

∮
Γf

f(ω2)ω1(ω1ω2 − t)−1dω2 ,

de sorte que
f(ω−1

1 ∆) = 1
2πi

∮
Γf

f(ω2)ω1R(ω1ω2)dω2.

Ainsi nous obtenons

(Eγη)(f(∆)ξ) = 1
2πi

∮
Γ
f(ω−1∆)[(R(ω)Eγη)ξ]dω . C.Q.F.D.

5. Groupe d’automorphismes à un paramètre défini par l’opérateur modulaire

Nous conservons la même terminologie et les mêmes notations que dans la section précédente.

Pour chaque nombre complexe a, la fonction : z 7→ za = exp(a log |z| + ia arg z) est définie et
holomorphe, sauf sur le demi-axe réel négatif [−∞, 0]. Nous posons

(5.1) ∆a =
∫ ∞

0
λa dE(λ), a ∈ C.

Théorème 5.1. Le groupe unitaire à un paramètre ∆it, t ∈ R, forme un groupe d’automorphismes
de A et de A′ respectivement, et

(5.2)
π(∆itξ) = ∆itπ(ξ)∆−it, ξ ∈ A ;

π′(∆itη) = ∆itπ′(η)∆−it, η ∈ A′

Preuve. Considérons la fonction

fδ(z) =
(
z + δ

1 + δz

)it
, 0 ≤ δ < 1.

Alors, fδ avec δ > 0 est holomorphe sauf sur le segment [−1
δ
,−δ]. Nous appliquons le lemme 4.6 à

la fonction fδ avec δ > 0.

17



Prenons η1 et η2 dans A# et ξ dans A. D’après le lemme 4.6, nous avons

⟨fδ(∆)η1|(Eγξ)#η2⟩ = ⟨(fδ(∆)η1|η@
2 |(Eγξ)#⟩ = ⟨Eγξ|[(fδ(∆)η1)η@

2 ]@⟩

= ⟨Eγξ|η2(fδ(∆)η1)@⟩ puisque fδ(∆)η1 ∈ A′ ,

= ⟨(Eγξ)(fδ(∆)η1|η2⟩

= 1
2πi

∮
Γ
⟨fδ(ω−1∆)[(R(ω)Eγξ)η1]|η2⟩ dω

= 1
2πi

∮
Γ
⟨(R(ω)Eγξ)η1|(fδ(ω−1∆)∗η2⟩ dω

= 1
2πi

∮
Γ
⟨R(ω)Eγξ|(fδ(ω−1∆)∗η2)η@

1 ⟩ dω.

Puisque

fδ(ω−1∆)∗ = {(ω−1∆ + δ)it(1 + ω−1δ∆)−it}∗ = (ω−1∆ + δ)−it(1 + ω−1δ∆)it ,

le lemme 4.6 assure que fδ(ω−1∆)∗η2 est dans A′ ; donc l’intégrale ci-dessus est égale à
1

2πi

∮
Γ
⟨R(ω)Eγξ|[η1(fδ(ω−1∆)∗η2)@]@⟩ dω = 1

2πi

∮
Γ
⟨η1(fδ(ω−1∆)∗η2)@|(R(ω)Eγξ)#⟩ dω

= 1
2πi

∮
Γ
⟨η1|(R(ω)Eγξ)#(fδ(ω−1∆)∗η2)⟩ dω .

Ainsi, nous obtenons, pour chaque ξ ∈ A et η1, η2 ∈ A#,

(5.3) ⟨fδ(∆)η1|(Eγξ)#η2⟩ = 1
2πi

∮
Γ
⟨η1|(R(ω)Eγξ)#(fδ(ω−1∆)∗η2)⟩ dω

Puisque nous avons
fδ(ω−1∆)∗ = (1 + ωδ∆−1)−it(δ + ω∆−1)it,

si nous définissons une fonction gωδ par

gωδ =
(
δ + ωz

1 + ωδz

)it
− δ−it,

alors
fδ(ω−1∆)∗ = gωδ (∆−1) + δ−it

et gωδ appartient à A[0,∞]. Donc d’après le corollaire 4.2, nous avons

∥π′(fδ(ω−1∆)∗η2)∥ ≤ ∥π′(η2)∥ + 1
2πℓ∥π(η2)∥ sup

z∈Γfδ

(γ(z)|gωδ (z)|),

où ℓ est la longueur du contour Γfδ
. Il existe donc une constante γ0 ne dépendant pas de ω telle

que

∥π′(fδ(ω−1∆)∗η2)∥ ≤ γ0 .
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L’opérateur : ξ 7→ (Eγξ)# est borné, de sorte que la fonction : ω 7→ (R(ω)Eγξ)#(fδ(ω−1∆)∗η2) est
bornée. Ainsi, les deux côtés de l’égalité (5.3) sont des fonctions continues de η1, de telle façon
que cette égalité (5.3) est vérifiée pour tout η1 ∈ K. Par conséquent, nous obtenons, pour tout
η1 ∈ A′, η2 ∈ A#, et ξ ∈ A,

(5.4) ⟨fδ(∆)η1|(Eγξ)#η2⟩ = 1
2πi

∮
Γ
⟨R(ω)Eγξ)η1|fδ(ω−1∆)∗η2⟩ dω.

Pour tout ω ∈ Γ et λ ∈ [0,∞], nous avons

|fδ(ω−1λ)| =

∣∣∣∣∣∣
(
λ+ ωδ

ω + δλ

)it∣∣∣∣∣∣ = exp
[
−t arg

(
λ+ ωδ

ω + δλ

)]

= exp[t(arg(ω + δλ) − arg(λ+ δω))].

En rappelant la définition du contour Γ, nous obtenons

|arg(ω + δλ) − arg(λ+ δω)| ≤ |arg ω| ≤ φ.

D’où nous obtenons l’estimation
|fδ(ω−1λ)| ≤ eφ|t| ;

Donc fδ(ω−1λ) est uniformément borné sur le contour Γ et converge vers f0(ω−1λ) lorsque δ tend
vers zéro. Par conséquent, le théorème de convergence de Lebesgue implique que

⟨f0(∆)η1|Eγξ)#η2⟩ = 1
2πi

∮
Γ
⟨(R(ω)Eγξ)η1|f0(ω−1∆)∗η2⟩ dω

pour tout η1 ∈ A′, η2 ∈ A# et ξ ∈ . Mais f0(∆) = ∆it et f0(ω−1∆)∗ = ω−it∆−it ; d’où on obtient

⟨∆itη1|(Eγξ)#η2⟩ = 1
2πi

∮
⟨(R(ω)Eγξ)η1|ω−it∆−itη2⟩ dω

= 1
2πi

∮
Γ
⟨(ω−itR(ω)Eγξ)η1|∆−itη2⟩ dω = ⟨(∆−itEγξ)η1|∆−itη2⟩.

Ainsi, on obtient
⟨∆itη1|(Eγξ)#η2⟩ = ⟨(∆−itEγξ)η1|∆−itη2⟩ .

Puisqu’on a

lim
γ→∞

(Eγξ)# = lim
γ→∞

SEγξ = lim
γ→∞

J∆1/2Eγξ = lim
γ→∞

EγJ∆1/2ξ = lim
γ→∞

Eγξ
# = ξ#.

on obtient

⟨π(ξ)∆itη1|η2⟩ = ⟨∆itη1|ξ#η2⟩ = lim
γ→∞

⟨(∆itη1|π′(η2)(Eγξ)#⟩

= lim
γ→∞

⟨(∆−itEγξ)η1|∆−itη2⟩ = lim
γ→∞

⟨π′(η1)(∆−itEγξ)|∆−itη2⟩

= ⟨π′(η1)∆−itξ|∆−itη2⟩ = ⟨∆itπ′(η1)∆−itξ|η2⟩ ;
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on obtient donc, pour tout ξ ∈ A et η ∈ A′,

π(ξ)∆itη = ∆itπ′(η)∆−itξ ,

que l’on peut écrire de manière équivalente

∆−itπ(ξ)∆itη = π′(η)∆−itξ .

Ainsi ∆it laisse et A et A′ tous deux invariants, et

π(∆itξ) = ∆itπ(ξ)∆−it, ξ ∈ A ;

π′(∆itη) = ∆itπ′(η)∆−it, η ∈ A′ .

Donc, pour tout couple ξ1 et ξ2 dans A,

∆it(ξ1ξ2) = ∆itπ(ξ)ξ2 = ∆itπ(ξ1)∆−it∆itξ2 = π(∆itξ1)∆itξ2 = (∆itξ1)(∆itξ2).

Ainsi, le groupe unitaire à un paramètre ∆it est un groupe d’automorphismes de A. De même, nous
concluons que ∆it est un groupe d’automorphismes de A′. De plus, nous avons, pour tout ξ ∈ A et
η ∈ A′,

∆itξ# = ∆itJ∆1/2ξ = J∆it∆1/2ξ = J∆1/2∆itξ = (∆itξ)# ;

∆itη@ = ∆itJ∆−1/2η = J∆it∆−1/2η = J∆−1/2∆itη = (∆itη)@ C.Q.F.D.

Lemme 5.2. Soit γ > 0. Si ξ est dans le domaine D(∆γ), alors
(a) ξ est dans le domaine D(∆a) pour 0 ≤ Re a ≤ γ ;
(b) la fonction F (a) = ⟨∆aξ|η⟩ pour tout η ∈ K est bornée, holomorphe dans la bande

0 ≤ Re a ≤ γ et continue sur cette même bande.

Preuve. Soit a = s + it avec 0 ≤ s ≤ γ et t ∈ R. Soit f(λ) = 1 pour 0 ≤ λ ≤ 1 et f(λ) = λ2γ

pour 1 < λ. Alors |λa|2 ≤ f(λ) pour tout λ ≥ 0. Par hypothèse, f(λ) est intégrable par rapport à
la mesure d⟨E(λ)ξ|η⟩. Par conséquent, la fonction F est bornée et continue d’après le théorème de
convergence dominée de Lebesgue. Considérons une courbe lisse simplement fermée quelconque C
contenue dans la bande 0 ≤ Im a ≤ γ. Alors, d’après le théorème de Fubini,∮

C
F (a) da =

∮
C

∫ ∞

0
λa d⟨E(λ)ξ|η⟩ =

∫ ∞

0

(∮
C
λa da

)
d⟨E(λ)ξ|η⟩ = 0 .

Ainsi, le théorème de Morera assure que F (a) est holomorphe dans la bande. C.Q.F.D.

Définition 5.3. Posons

A0 = {ξ ∈ A : ξ ∈ ∩
a∈C

D(∆a) et ∆aξ ∈ A pour tout a ∈ C}.
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Lemme 5.4.
(a) ∆aA0 = A0, a ∈ C ;
(b) A0 ⊂ A ∩ A′ ;
(c) SA0 = A0, FA0 = A0 et JA0 = A0 ; ;
(d) A0 est une algèbre ;
(e) J(ξη) = (Jη)(Jξ), ξ, η ∈ A0.

Preuve. L’assertion (a) découle directement de la définition de A0. Si ξ est dans A0, alors ∆−1ξ est
à nouveau dans A, donc ξ appartient à A@ ; par conséquent à A′. Ceci prouve les assertions (b).

Puisque JD(∆a) = D(∆−a) pour tout a ∈ C, nous avons J ∩
a∈C

D(∆a) = ∩
a∈C

D(∆a). Si ξ est dans
A0, alors on a, pour tout a ∈ C

∆aSξ = ∆aJ∆1/2ξ = J∆−a∆1/2ξ = J∆1/2∆−aξ = S∆−aξ ∈ A .

Par conséquent, Sξ appartient à A0.

Supposons que ξ et η soient dans A0. Alors (∆aξ)(∆aη) est dans A pour tout a ∈ C et la fonction :
a ∈ C → (∆aξ)(∆aη) ∈ K est entière par le lemme 5.2. Mais nous savons par le théorème 5.1 que
(∆itξ)(∆itη) = ∆it(ξη) pour tout t ∈ R. Par conséquent, la fonction : t ∈ R → ∆it(ξη) est étendue
holomorphiquement à (∆iaξ)(∆iaη), ce qui signifie que ξη appartient à D(∆ia) pour tout a ∈ C et
∆ia(ξη) = (∆iaξ)(∆iaη) ∈ A. Ainsi, ξη tombe dans A0, et ∆a, a ∈ C, est un groupe complexe à un
paramètre d’automorphismes de A0.

La dernière assertion (e) est maintenant vérifiée comme suit :

J(ξη) = ∆1/2S(ξη) = ∆1/2(Sη)(Sξ) = (∆1/2Sη)(∆1/2Sξ) = (Jη)(Jξ). C.Q.F.D.

Lemme 5.5. Si une fonction f sur R est la transformée de Fourier-Stieljes d’une mesure finie µ,
alors

(a) f(log ∆)A ⊂ A, et [f(log ∆)ξ]# = f(−log ∆)ξ#, ξ ∈ A (5.5) ;
(b) f(log ∆)A′ ⊂ A′, et [f(log ∆)η]@ = f(−log ∆)η@, η ∈ A′ (5.6) .

Preuve. Puisqu’on a
f(t) =

∫ ∞

−∞
eist dµ(s), t ∈ R,

on obtient
f(log ∆) =

∫ ∞

−∞
eis log ∆ dµ(s) =

∫ ∞

−∞
∆is dµ(s).

Pour chaque ξ ∈ A et η ∈ A′, on a

π′(η)f(log ∆)ξ =
∫ ∞

−∞
π′(η)∆isξ dµ(s) =

∫ ∞

−∞
π(∆isξ)η dµ(s) =

∫ ∞

−∞
∆isπ(ξ)∆−isη dµ(s) ,

de sorte que

∥π′(η)f(log ∆)ξ∥ ≤
∫ ∞

−∞
∥∆isπ(ξ)∆−isη∥ d|µ|(s) ≤

(∫ ∞

−∞
d|µ|(s)

)
∥π(ξ)∥ ∥η∥ ,
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où |µ| désigne la variation totale de la mesure µ. Par conséquent, f(log∆)ξ appartient à A. De
même, f(log∆)η appartient à A′. Les égalités (5.5) et (5.6) découlent du calcul :

J∆1/2f(log∆) = Jf(log ∆)∆1/2

= f(J(log ∆)J)J∆1/2

= f(log ∆−1)J∆1/2 = f(−log ∆)J∆1/2 . C.Q.F.D.

Lemme 5.6. Si f et g sont des fonctions continues sur R à support compact, alors

(f ∗ g)(log ∆)A ⊂ A0 et (f ∗ g)(log ∆)A′ ⊂ A0

où
f ∗ g(t) =

∫ ∞

−∞
f(s)g(t− s)ds .

Preuve. Puisque f ∗ g est la transformée de Fourier d’une fonction intégrable sur R,
(f ∗ g)(log ∆)A ⊂ A. Puisque le support de f ∗ g est compact, l’image de (f ∗ g)(log ∆) est
contenue dans ∩a∈CD(∆a). De plus, en posant ea(t) = eat, a ∈ C, on a

ea(f ∗ g) = (eaf) ∗ (eag),

ea(f ∗ g)(log ∆) = ∆a(f ∗ g)(log ∆) .

Donc ∆a envoie (f ∗ g)(log∆)A dans A. Par conséquent, nous concluons que (f ∗ g)(log ∆)A ⊂ A0.
Par symétrie, l’assertion pour A′ s’ensuit. C.Q.F.D.

Lemme 5.7. L’algèbre A0 est dense dans l’espace de Hilbert D# par rapport à la #-norme et
également dense dans D@ par rapport à la @-norme.

Preuve. Soit E l’espace vectoriel engendré par f ∗ g avec f et g des fonctions continues à support
compact sur R. D’après le lemme 5.6, f(log ∆)A ⊂ A0. Soit {fn} une suite bornée dans E telle que
lim
n→∞

fn(t) = 1. Pour tout ξ ∈ A ⊂ D(∆1/2), on a, lorsque n → ∞,

∥fn(log ∆)ξ − ξ∥2 =
∫ ∞

0
|fn(log λ) − 1|2 d∥E(λ)ξ∥2 → 0 ;

et

∥Sfn(log ∆)ξ − Sξ∥2 = ∥J∆1/2fn(log ∆)ξ − J∆1/2ξ∥2

= ∥∆1/2fn(log ∆)ξ − ∆1/2ξ∥2

=
∫ ∞

0
|fn(log λ) − 1|2 |λ| d∥E(λ)ξ∥2 → 0. C.Q.F.D.

Maintenant, nous sommes en mesure de voir ce qui suit :
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Théorème 5.8. L’algèbre de von Neumann {M,K} avec un vecteur séparateur et cyclique ξ0 est
standard par rapport à l’involution unitaire J définie dans la section 2. C’est-à-dire,

JMJ = M ′, JM ′J = M ;

JaJ = a∗ pour a ∈ M ∩M ′.

Preuve. D’après le lemme 5.4 (e), on a

π′(Jξ) = Jπ(ξ)J, ξ ∈ A0 ;

donc Jπ(A0)J = π′(A0). Par conséquent, Jπ(A0)′′J = π′(A0)′′. Soit η = yξ0 pour un y ∈ π(A0)′

arbitraire. Alors, pour tout ξ ∈ A0, on a

∥π(ξ)η∥ = ∥π(ξ)yξ0∥ = ∥yπ(ξ)ξ0∥ = ∥yξ∥

≤ ∥y∥∥ξ∥ .

Si ξ est un élément de A, alors il existe, d’après le lemme 5.7, une suite {ξn} dans A0 telle que

lim
n→∞

∥ξn − ξ∥ = 0 et lim
n→∞

∥ξ#
n − ξ#∥ = 0 .

Pour tout ζ ∈ A′, on a

⟨yξ|ζ⟩ = lim
n→∞

⟨yξn|ζ⟩ = lim
n→∞

⟨π(ξn)η|ζ⟩ = lim
n→∞

⟨η|π(ξn)∗ζ⟩ = lim
n→∞

⟨η|π′(ζ)ξ#
n ⟩

= ⟨η|π′(ζ)ξ#⟩ = ⟨η|π(ξ)∗ζ⟩ = ⟨π(ξ)η|ζ⟩ ,

ce qui signifie que yξ = π(ξ)η. Donc η appartient à A′ et y = π′(η) ∈ M ′. Par conséquent,
π(A0)′ ⊂ M ′, ce qui implique que π(A0)′′ ⊃ M ′′ = M . Ainsi π(A0)′′ = M . De même, nous obte-
nons π′(A0)′′ = M ′. Ainsi JMJ = M ′.

Si a est dans le centre M ∩M ′, alors

Saξ0 = a∗ξ0 = Faξ0 ,

de telle façon que FSaξ0 = aξ0, c’est-à-dire ∆aξ0 = aξ0.

Donc ∆1/2aξ0 = aξ0 et a∗ξ0 = J∆1/2aξ0 = Jaξ0 = a∗ ; C.Q.F.D.

6. Condition aux limites de Kubo-Martin-Schwinger

Supposons que φ soit une forme linéaire positive normale fidèle sur une algèbre de von Neumann
M . Soit {πφ,Kφ, ξφ} la représentation cyclique de M induite par φ. Puisque φ est fidèle, πφ est
également fidèle et la normalité de φ assure que πφ(M)∼ = πφ(M). Par conséquent, πφ est un
isomorphisme de M sur πφ(M), de sorte que nous pouvons identifier M lui-même avec πφ(M).
Alors la fonctionnelle φ de M est donnée par φ(x) = (xξφ|ξφ), x ∈ M . Si e désigne la projection
sur [M ′ξφ], alors e appartient à M et φ(1 − e) = 0 ; donc e = 1 par la fidélité de φ. Ainsi, ξφ
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est un vecteur séparant pour M . Par conséquent, {M,Kφ, ξφ} peut être considéré comme le triplet
{M,K, ξ0} dont il a été question précédemment. Par conséquent, nous utilisons les mêmes notations
qu’auparavant. Mais nous écrivons

(6.1) σφt (x) = ∆itx∆−it, x ∈ M,

parce que l’opérateur modulaire ∆ dépend du choix d’un vecteur cyclique et séparant ξ0, donc de φ.

Théorème 6.1. Dans la situation ci-dessus, la fonctionnelle fidèle, normale et positive φ de M
satisfait la condition KMS en β = 1 pour le groupe d’automorphismes à un paramètre σφt de M .

Preuve. Pour une paire arbitraire x, y dans M , soit ξ = xξ0 et η = yξ0. Alors on a

f(t) = φ(σt(x)y) = ⟨∆itx∆−ityξ0|ξ0⟩ = ⟨∆−ityξ0|x∗ξ0⟩ = ⟨∆−itη|ξ#⟩ ;

g(t) = φ(yσt(x)) = ⟨y∆itx∆−ityξ0|ξ0⟩ = ⟨∆itxξ0|y∗ξ0⟩ = ⟨∆itξ|η#⟩ .

Puisque η et ξ sont dans D(∆1/2), le lemme 5.2 nous dit que f(t) et g(t) se prolongent holomorphi-
quement en des fonctions F (a) définies sur la bande 0 ≤ Im a ≤ 1/2 et G(a) définies sur la bande
−1/2 ≤ Im a ≤ 0, respectivement. Ces fonctions F et G ont les propriétés suivantes :

F
(
t+ 1

2i
)

= ⟨∆−i(t+1/2i)η|ξ#⟩ = ⟨∆1/2∆−itη|ξ#⟩ = ⟨∆−itη|∆1/2ξ#⟩ = ⟨∆−itη|Jξ⟩ ;

= ⟨ξ|J∆−itη⟩ = ⟨ξ|∆−itJη⟩ = ⟨∆itξ|Jη⟩ ;

G
(
t− 1

2i
)

= ⟨∆i(t−1/2i)ξ|η#⟩ = ⟨∆1/2∆itξ|η#⟩ = ⟨∆itξ|∆1/2η#⟩ = ⟨∆itξ|Jη⟩ .

Par conséquent, nous avons F (t+ 1/2) = G(t− 1/2i), t ∈ R. Ainsi, les fonctions F et G définissent
une fonction bornée H holomorphe dans la bande 0 ≤ Im a ≤ 1 et continue sur cette même bande,
telle que H(a) = F (a) si 0 ≤ Im a ≤ 1/2 et H(a) = G(a − i) si 1/2 ≤ Im a ≤ 1. Cette fonction
H assure la condition KMS pour φ. C.Q.F.D.

Théorème 6.2. Le groupe d’automorphismes σφt de M est l’unique groupe d’automorphismes à un
paramètre pour lequel φ satisfait la condition KMS en β = 1.

Preuve. Supposons que at soit un autre groupe d’automorphismes à un paramètre de M pour
lequel φ satisfait la condition KMS en β = 1. Soit x (resp. y) un élément de M tel que la fonction :
t 7→ σφt (x) (resp. t 7→ at(y)) soit étendue à une fonction entière à valeurs dans M , dont la valeur
en ω ∈ C sera notée σφω(x) (resp. aω(y)). Notons que le concept d’holomorphie ne dépend pas des
topologies d’opérateurs dans M , voir [11 ; page 92]. Soit F (ω, ζ) = φ(σφω(x)aζ(y)). Alors la condition
KMS pour σφt implique que

F (t+ i, ζ) = φ(aζ(y)σφt (x)), t ∈ R

la condition KMS pour at implique que

F (t+ i, s+ i) = φ(σφt (x)as(y)), s ∈ R .
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Il est évident que F (ω) = F (ω, ω) = φ(σω(x)aω(y)) est une fonction holomorphe bornée de ω. La
périodicité, F (t) = F (t+ i), implique par le théorème de Sturm-Liouville que F est constante.

Par conséquent, on a
φ(xσφ−t · at(y)) = φ(σφt (x)at(y)) = φ(xy) ,

de sorte que
⟨σφ−t · at(y)ξ0|x∗ξ0⟩ = ⟨yξ0|x∗ξ0⟩.

Puisque l’ensemble de tels x est fortement dense dans M , nous obtenons σφ−t · at(y) = y. De nou-
veau, la densité de l’ensemble de tels y implique que σφ−t · at est l’automorphisme identité de M , de
telle façon que at et σφt doivent coïncider. C.Q.F.D.

Définition 6.3. Ce groupe d’automorphismes unique σφt à un paramètre de M est appelé le groupe
d’automorphismes modulaires de M associé à φ.

7. Espérances conditionnelles

Dans la théorie des probabilités usuelle, la probabilité conditionnelle et l’espérance conditionnelle
jouent un rôle important. Puisque la théorie des algèbres d’opérateurs, en particulier la théorie
des états, est considérée comme l’extension non commutative de la théorie des probabilités, il est
naturel de se demander si l’on peut généraliser l’espérance conditionnelle usuelle à la situation non
commutative. Si nous interprétons l’espérance conditionnelle usuelle en termes d’algèbres d’opéra-
teurs, nous trouvons facilement ce qui suit : Soit A une algèbre de von Neumann abélienne et B une
sous-algèbre de von Neumann. Supposons que soit un état normal fidèle de A. Alors l’espérance
conditionnelle dans cette situation est l’application ε de A sur B telle que

(7.1) φ(xy) = φ(ε(x)y), x ∈ A, y ∈ B .

Il est facile de voir que ε possède les propriétés suivantes :
(7.2) ε(x) = x, x ∈ B;

(7.3) ∥ε(x)∥ ≤ ∥x∥, x ∈ A;

(7.4) ε(x∗) = ε(x)∗, x ∈ A;

(7.5) ε(x∗x) ≥ 0, x ∈ A;

(7.6) ε(x∗x) = 0 implique x = 0, x ∈ A

(7.7) ε(ax) = aε(x), a ∈ B, x ∈ A

(7.8) ε(x)∗ε(x) ≤ ε(x∗x), x ∈ A

(7.9) sup ε(xi) = ε(sup xi)
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pour tout réseau croissant borné {xi} d’éléments positifs dans A. On sait, par Tomiyama [31],
qu’une application linéaire ε d’une C∗-algèbre arbitraire A sur une C∗-sous-algèbre B satisfaisant
les conditions (7.2) et (7.3) possède les propriétés (7.4), (7.5), (7.7) et (7.8). Une telle application
ε est appelée une projection de norme un de A sur B.

Maintenant, nous sommes en position d’examiner la situation pour les espérances conditionnelles
non commutatives :

Théorème 7.1. Soit M une algèbre de von Neumann et φ un état normal fidèle de M avec le
groupe d’automorphismes modulaire associé σφt . Pour une sous-algèbre de von Neumann N de M ,
les deux énoncés suivants sont équivalents :

(a) N est invariant par σφt , c’est-à-dire, σφt (N) = N pour tout t ∈ R ;

(b) Il existe une application ε de M sur N satisfaisant (7.1)-(7.9).

Preuve : (a) =⇒ (b) : Comme dans la section précédente, nous pouvons supposer que M agit sur
un espace de Hilbert K muni d’un vecteur cyclique et séparant ξ0 tel que φ(x) = (xξ0|ξ0), x ∈ M .
Soit A = Mξ0 et B = Nξ0. Soit K la fermeture de B. Alors ξ0 est un vecteur cyclique et séparant
de K pour l’algèbre de von Neumann NK obtenue par la restriction de N à K. Soit ∆ l’opérateur
modulaire pour A. Alors nous avons ∆itxξ0 = ∆itx∆−itξ0 = σφt (x)ξ0 pour tout x ∈ M et t ∈ R.
Par conséquent, ∆itB = B, de sorte que ∆it laisse le sous-espace K invariant. Par conséquent, la
restriction ∆k de ∆ à K est un opérateur auto-adjoint positif non singulier dans K. Puisque ∆it

K

induit le groupe d’automorphismes à un paramètre σφt de N pour lequel la restriction φN de φ à
N satisfait la condition KMS, ∆k doit donc être l’opérateur modulaire pour B. Par conséquent, le
domaine D#(B) du #-opérateur dans K construit à partir de B est simplement l’intersection de
K et D#(A), où D#(A) désigne, bien sûr, le domaine du #-opérateur S défini par A. Notamment,
on a

D#(B) = D(∆1/2
K ) ∩K = D#(A) ∩K ;

D@(B) = D(∆−1/2
K ) = D(∆−1/2) ∩K = D@(A) ∩K ,

où D@(B) et D@(A) sont naturellement compréhensibles. Soit E la projection de K sur K. Puisque
K est invariant selon N , E appartient à N ′, c’est-à-dire

(7.10) Ex = xE, x ∈ N.

Puisque Sxξ0 = x∗ξ0 appartient à B si x ∈ N , S laisse B invariant, c’est-à-dire J∆1/2B = B.
Puisque ∆1/2B est dense dans K, J laisse K invariant ; par conséquent, on obtient

JE = EJ, donc SE = ES.

Nous affirmons que Exξ0 ∈ B pour tout x ∈ M . Soit xξ0 = ξ. Alors J ∈ A′ et pour tout η ∈ B, on
a

∥ηEJξ∥ = ∥π(η)EJξ∥ = ∥Eπ(η)Jξ∥ ≤ ∥π(η)Jξ∥ = ∥π′(Jξ)η∥ ≤ ∥π′(Jξ)∥∥η∥ .
Par conséquent, Jξ appartient à B′, où B′ est considéré dans K comme celui correspondant à B.
Ainsi, Eξ = JEJξ appartient à JB′ = B. Par conséquent, il existe un unique élément ε(x) dans
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N tel que Exξ0 = ε(x)ξ0. Ainsi, pour tout y ∈ N ,

φ(xy) = ⟨xyξ0|ξ0⟩ = ⟨yξ0|x∗ξ0⟩ = ⟨yξ0|Ex∗ξ0⟩ = ⟨yξ0|(Exξ0)#⟩

= ⟨yξ0|ε(x)∗ξ0⟩ = φ(ε(x)y) .

La linéarité et les autres propriétés découlent facilement de l’unicité de ε(x).

(b) =⇒ (a) : Soit K la fermeture de Nξ0 comme précédemment et E la projection de K sur K.
Pour chaque x ∈ M et y ∈ N , on a

⟨Exξ0|yξ0⟩ = ⟨xξ0|yξ0⟩ = φ(y∗x) = φ(y∗ε(x)) = ⟨y∗ε(x)ξ0|ξ0⟩ = ⟨ε(x)ξ0|yξ0⟩ ,

De plus, on a, pour tout x ∈ M ,

ES0xξ0 = Ex∗ξ0 = ε(x∗)ξ0 = ε(x)∗ξ0 = S0ε(x)ξ0 = S0Exξ ,

où S0 désigne l’opérateur pré-fermé : xξ0 7→ x∗ξ0. On a donc (1−2E)Mξ0 ⊂ Mξ0 ; et par conséquent
(1 − 2E)Mξ0 = Mξ0 et

S0 = (1 − 2E)S0(1 − 2E) .

Nous avons donc, puisque (1 − 2E) est unitaire

S = (1 − 2E)S(1 − 2E) .

Donc
F = (1 − 2E)F (1 − 2E)

∆ = (1 − 2E)∆(1 − 2E)

J = (1 − 2E)J(1 − 2E)
On obtient donc

∆it = (1 − 2E)∆it(1 − 2E)

Ainsi ∆it laisse K invariant. Puisque EMξ0 = ε(M)ξ0 = Nξ0, on a

∆itNξ0 = ∆itEMξ0 = E∆itMξ0 = EMξ0 = Nξ0 .

Donc pour tout x ∈ N , il existe x(t) dans N avec ∆itxξ0 = x(t)ξ0. Alors on a

σφt (x)ξ0 = ∆itx∆−itξ0 = ∆itxξ0 = x(t)ξ0 ,

de sorte que σφt (x)x(t). Ainsi σφt laisse N invariant. C.Q.F.D.

Définition 7.2. L’application ε est appelée l’espérance conditionnelle de M sur N par rapport à
φ.
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8. Théorèmes de Radon-Nikodym

Comme il est bien connu, la théorie des représentations des algèbres d’opérateurs est étroitement
liée à l’analyse des fonctionnelles linéaires positives ; et cette dernière est tout naturellement consi-
dérée comme un analogue non commutatif de la théorie de l’intégration usuelle sur les espaces
localement compacts. Dans la théorie de l’intégration usuelle, le théorème de Radon-Nikodym joue
un rôle important. Dans cette section, nous allons étudier comment on peut généraliser ce théorème
du cas abélien au cas non commutatif.

Nous commençons par une discussion sur les algèbres de von Neumann semi-finies. Soit M une
algèbre de von Neumann semi-finie avec une trace fidèle, semi-finie et normale τ . Soit φ un état
normal fidèle sur M . Alors, on sait, voir [21], qu’il existe un unique opérateur fermé auto-adjoint
positif non singulier h affilié à M tel que

(8.1) φ(x) = τ(xh) =
∫ ∞

0
λ dτ(xe(λ)), x ∈ M

où h =
∫ ∞

0
λ de(λ) est la décomposition spectrale de h.

Théorème 8.1. Si un état normal fidèle φ est donné par (8.1), alors le groupe d’automorphismes
modulaires σφt de M est obtenu par

(8.2) σφt (x) = hitxh−it, x ∈ M, t ∈ R.

Preuve. Soit en =
∫ n

1/n
de(λ), n = 1, 2, . . . et M0 = ⋃∞

n=1 enMen. Alors M0 est une ∗-sous-algèbre

σ–faiblement dense de M . Pour tout x ∈ M0, l’application : t ∈ R 7→ hitxh−it ∈ M est étendue
à une fonction entière à valeurs dans M , dont la valeur en a ∈ C est notée symboliquement par
hiaxh−ia. Pour tout y ∈ M , la fonction Fx,y(a) = φ(hiaxh−iay) est entière et Fx,y(t) = φ(hitxh−ity).
De plus, on a

Fx,y(t+ i) = φ(hi(t+i)xh−i(t+i)y) = τ(hi(t+i)xh−i(t+i)yh)

= τ(yhhi(t+i)xh−(it+i)) = τ(yhitxh−ith) = φ(yhitxh−it).

Par conséquent, la fonction Fx,y assure les conditions KMS pour la paire x, y par rapport au
groupe d’automorphismes à un paramètre hitxh−it. Les mêmes arguments que dans la preuve de
la proposition 1.3 montrent que φ satisfait la condition KMS pour ce groupe d’automorphismes à
un paramètre. Par conséquent, le groupe d’automorphismes modulaires σφt est implémenté par le
groupe unitaire à un paramètre hit appartenant à M . C.Q.F.D.

Réciproquement, nous avons ce qui suit :

Théorème 8.2. Supposons que φ soit un état normal fidèle d’une algèbre de von Neumann M . Si
le groupe d’automorphismes modulaires σφt est intérieur au sens où il existe un groupe unitaire à
un paramètre Γ(t) appartenant à M tel que
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(8.2a) σφt (x) = Γ(t)xΓ(t)−1, x ∈ M

alors M est semi-finie.

Preuve. Par hypothèse, il existe un opérateur auto-adjoint positif et non singulier h affilié à M tel
que Γ(t) = hit. Soit h =

∫ ∞

0
λ de(λ) la décomposition spectrale de h.

Posons en =
∫ n

1/n
de(λ), n = 1, 2, . . . . Alors, la non-singularité de h implique que en converge for-

tement vers l’identité 1 ; par conséquent, l’algèbre M0 = ⋃∞
n=1 enMen est σ-faiblement dense dans

M . En remarquant que si x ∈ M0, alors h−1x est borné et appartient à M0, nous définissons la
fonctionnelle linéaire τ sur M0 par

(8.3) τ(x) = φ(h−1x), x ∈ M0.

Soit x un élément de M0. Alors x = enxen pour un certain n. Soit s un nombre réel. Soit F (a) la
fonction bornée holomorphe dans la bande 0 ≤ Im a ≤ 1, et continue sur cette même bande, telle
que

F (t) = φ(σφt (hsen)x) ;

F (t+ i) = φ(xσφt (hsen)).
Puisque hsen est fixé par l’automorphisme intérieur σφt = hit · h−it, F (t) est constante ; et il en est
de même de F (a) ; donc F (t) = F (t+ i), ce qui signifie que

(8.4) φ(hsenx) = φ(xhsen), s ∈ R .

Par conséquent, nous obtenons, en posant s = −1/2,

τ(x) = φ(h−1enx) = φ(h−1/2enh
−1/2enx) = φ(h−1/2enxh

−1/2en) .

Par conséquent, τ est positif et τ(x∗x) = 0 implique x = 0.

Soient x et y une paire quelconque dans M0. Alors il existe la fonction bornée F (a) holomorphe
dans la bande et continue sur cette bande avec

F (t) = φ(σφt (h−1x)y) ;

F (t+ i) = φ(yσφt (h−1x)) .

Puisque h−1x est dans M0, la fonction : t 7→ σφt (h−1x) = hith−1xh−it est prolongée holomorphi-
quement en la fonction : a ∈ C 7→ hi(a+i)xh−iaen, où n est choisi de sorte que enxen = x. Par
conséquent, nous obtenons, de l’égalité pour F (t+ i),

F (t) = φ(yhitxh−i(t−i)en) = φ(yhitxh−ith−1en) = φ(h−1yhitxh−it) par (8.4)

Ainsi, nous obtenons

τ(σφt (x)y) = φ(h−1σφt (x)y) = φ(σφt (h−1x)y) = φ(h−1yhitxh−it) = τ(yσφt (x)).
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En particulier, on a

(8.5) τ(xy) = τ(yx), x, y ∈ M0

Supposons que p soit une projection non nulle dans M0 et que u soit une isométrie partielle dans M
telle que u∗u = p et uu∗ = q ≤ p. Alors u appartient à M0. Par conséquent, l’égalité (8.6) dit que
τ(p) = τ(u∗u) = τ(uu∗) = τ(q). Donc τ(q − p) = 0. Par conséquent, p = q. Par conséquent, toutes
les projections dans M0 sont finies, ce qui signifie que M est semi-fini car M0 contient la suite crois-
sante {en} de projections finies convergeant fortement vers l’identité. C.Q.F.D.

D’après les théorèmes 8.1 et 8.2, on peut dire que le groupe d’automorphismes modulaires σφt as-
socié à φ est l’ombre de la dérivée de Radon-Nikodym de φ par rapport à la trace inexistante.
En gardant ce fait à l’esprit, nous allons étudier plus en détail la relation entre les états normaux
fidèles et le groupe d’automorphismes modulaires associé.

Soit M une algèbre de von Neumann à état normal fidèle φ. Considérons la représentation cyclique
de M induite par φ, nous supposons que M agit sur un espace de Hilbert K avec le vecteur cyclique
et séparateur ξ0 tel que φ(x) = ⟨xξ0|ξ0⟩, x ∈ M . Soit M∗ le prédual de M , l’espace de Banach de
toutes les fonctionnelles linéaires faiblement continues sur M . Dans le prédual M∗, l’∗-opération
ω ∈ M∗ → ω∗ ∈ M∗ est définie par ω∗(x) = ω(x∗), x ∈ M . Pour tout ξ ∈ K, on définit deux
fonctionnelles : l’une est un élément φξ dans M∗ et l’autre est un élément φ′

ξ dans M ′
∗ comme suit :

(8.6)


φξ(x) = ⟨xξ|ξ0⟩, x ∈ M ;

φ′
ξ(x) = ⟨xξ|ξ0⟩, x ∈ M ′ .

Soit V (resp. V ′) l’ensemble de tous les φξ (resp. φ′
ξ), ξ ∈ K. Alors, on peut facilement vérifier ce

qui suit basé sur le lemme 2.1 :

Lemme 8.3. Les énoncés suivants (a) et (b) (resp. (a’) et (b")) sont équivalents :
(a) ξ appartient à D#, (a’) ξ appartient à D@ ;
(b) φ

′∗
ξ appartient à V ′, (b’) φ∗

ξ appartient à V .

Si ξ est dans D# (resp. D@), alors

(8.7) φ
′∗
ξ = φ′

ξ# (resp. φ∗
ξ = φξ@).

Soit P# (resp. P@) l’ensemble de tous les ξ ∈ D# (resp. ξ ∈ D@) tels que φ′
ξ ≥ 0 (resp. φξ ≥ 0).

Alors P# et P@ sont tous deux des cônes convexes dans K.

Proposition 8.4. Les espaces linéaires D# et D@ sont respectivement algébriquement engendrés
par P# et P@. De plus, P# et P@ sont les cônes duaux l’un de l’autre au sens suivant :

(a) Un vecteur ξ ∈ K appartient à P# si et seulement si ⟨ξ|η⟩ ≥ 0 pour tout η ∈ P@ ;
(b) Un vecteur η ∈ K est dans P@ si et seulement si ⟨ξ|η⟩ ≥ 0 pour tout ξ ∈ P#. Par conséquent,

P# et P@ sont tous deux fermés.
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Par symétrie, on a seulement à prouver les assertions pour D# et P#. Puisque D# est engendré
par sa partie auto-adjointe, nous allons prouver que tout auto-adjoint ξ ∈ D#, i.e. ξ = ξ#, est de
la forme ξ1 − ξ2 pour certains ξ1 et ξ2 dans P#. Définissons deux actions de chaque a ∈ M (resp.
a ∈ M ′) à ω ∈ M∗. (resp. M ′

∗) par

⟨x, aω⟩ = ⟨xa, ω⟩ et ⟨x, ωa⟩ = ⟨ax, ω⟩

pour tout x ∈ M (resp. x ∈ M ′) et ω ∈ M∗ (resp. ω ∈ M ′
∗), où ⟨x, ω⟩ représente la valeur de ω en

x. Alors on a

aφξ = φaξ, a′φ′
ξ = φ′

a′ξ

pour chaque a ∈ M (resp. a′ ∈ M). Si φ′
ξ est auto-adjoint, alors il existe une projection e′ dans

M ′ telle que e′φ′
ξ ≥ 0 et (1 − e′)φ′

ξ ≤ 0. Par conséquent, en posant ξ1 = e′ξ et ξ2 = −(1 − e′)ξ, on
obtient l’expression recherchée : ξ = ξ1 − ξ2, puisque ξ1 et ξ2 sont tous deux dans P#.

Soit ξ un vecteur dans K. Supposons ⟨ξ|η⟩ ≥ 0 pour tout η ∈ P@. Soit M+ (resp. M ′
+) l’ensemble

de tous les éléments positifs de M (resp. M ′). Alors on a, pour tout h ∈ M+ et k ∈ M ′
+

⟨hξ0|kξ0⟩ = ⟨h1/2h
1/2ξ0|k

1/2k
1/2ξ0⟩ = ⟨h1/2k

1/2ξ0|k
1/2h

1/2ξ0⟩ = ∥h1/2k
1/2ξ0∥2 ≥ 0.

Par conséquent, M ′
+ξ0 ⊂ P@. Donc on obtient

0 ≤ ⟨ξ|kξ0⟩ = φ′
ξ(k), k ∈ M ′

+ ,

de telle façon que ξ appartient à P#.

Supposons que ξ soit un élément de P#. Nous allons prouver que ⟨ξ|η⟩ ≥ 0 pour tout η ∈ P@.
Définissons un opérateur h0 sur A′ = M ′ξ0 par

h0xξ0 = xξ, x ∈ M ′ .

Alors, comme on l’a déjà vu suffisamment de fois, h0 est un opérateur densément défini commutant
avec tout opérateur unitaire dans M ′. La condition de positivité pour φ′

ξ implique que h0 est positif
et donc symétrique. Soith l’extension auto-adjointe de Friedrichs de h0. Alors h est affilié à M . Soit
h =

∫ ∞

0
λ de(λ) la décomposition spectrale de h. Posons hn =

∫ n

0
λ de(λ). Alors hn appartient à

M+, et hnξ0 converge vers hξ0. Ainsi, on obtient, pour tout η ∈ P@,

⟨ξ|η⟩ = lim
n→∞

⟨hnξ0|η⟩ = lim
n→∞

⟨ξ0|hnη⟩ = lim
n→∞

⟨hnη|ξ0⟩ ≥ 0 ,

puisque φη ≥ 0. C.Q.F.D.

Remarque. La preuve ci-dessus montre que P# (resp. P@) est la fermeture de M+ξ0 (resp. M ′
+ξ0).

Pour chaque couple ξ, η dans K, définissons une fonctionnelle linéaire normale ωξ,η (resp. ω′
ξ,η de

M (resp. M ′) par
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(8.8)


⟨x, ωξ,η⟩ = ⟨xξ|η⟩, x ∈ M ;

⟨x, ω′
ξ,η⟩ = ⟨xξ|η⟩, x ∈ M ′ .

Il est clair que φξ = ωξ,ξ0 et φ′
ξ = ω′

ξ,ξ0 . De plus,

ω∗
ξ,η = ωη,ξ ; (ω′

ξ,η)∗ = ω′
η,ξ.

Théorème 8.5.
(a) Toute fonctionnelle linéaire positive normale ψ de M est représentée de manière unique sous

la forme ψ = ωξ,ξ, ξ ∈ P#. Par conséquent, il existe un opérateur fermé auto-adjoint positif
h affilié à M tel que

(8.9) ψ(x) = ⟨xhξ0|hξ0⟩, x ∈ M .

(b) Si ψ ≤ φ, alors le h ci-dessus est unique et 0 ≤ h ≤ 1.
Preuve. Il est connu (voir [4] ; Théorème 4, p. 222) qu’il existe un vecteur η ∈ K avec ψ)ωη,η. Nous
considérons la décomposition polaire de φ′

η dans M ′
∗ :

φ′
η = vψ′, ψ′ = v∗φη ,

où ψ est une forme linéaire positive normale de M ′ et v une isométrie partielle dans M ′, voir [4 ;
Théorème 4, P. 61]. Posons ξ = v∗η. Alors ψ′ = v∗φ′

η = φv∗η = φ′
ξ, de telle façon que ξ est dans

P#. De plus, on a φ′
η = vψ′ = vφ′

ξ = φ′
vξ. Puisque l’application : ζ ∈ K → φ′

ζ ∈ M ′
∗ est injective,

on a η = vξ. On obtient donc, pour tout x ∈ M

⟨x, ψ⟩ = ⟨xη|η⟩ = ⟨xvξ|η⟩ = ⟨vxξ|η⟩ = ⟨xξ|v∗η⟩ = ⟨xξ|ξ⟩ = ⟨x, ωξ,ξ⟩ .

Donc, ψ est de la forme souhaitée ψ = ωξ,ξ avec ξ ∈ P#. Supposons qu’il existe un autre vecteur
ξ1 ∈ P# avec ψ = ωξ1,ξ1 . Alors, pour tout x ∈ M ,

∥xξ∥2 = ⟨xξ|xξ⟩ = ⟨x∗xξ|ξ⟩ = ⟨x∗xξ1|ξ1⟩ = ⟨xξ1|xξ1⟩ = ∥xξ1∥2 .

Définissons un opérateur u0 par u0xξ = xξ1, x ∈ M . Alors u0 est une isométrie de Mξ sur Mξ1
de sorte qu’elle s’étend en une isométrie partielle u qui s’annule sur [Mξ]⊥. Il est facile de vérifier
que u commute avec chaque élément de M , de sorte que u appartient à M ′. Ainsi, nous obtenons
l’isométrie partielle u ∈ M ′ avec uξ = ξ1. Donc, nous avons φ′

ξ1 = φ′
uξ = uφ′

ξ. Puisque φ′
ξ1 et φ′

ξ

sont tous deux positifs, φ′
ξ1 et φ′

ξ doivent coïncider en raison de l’unicité de la décomposition polaire
dans M ′

∗. Ainsi, ξ et ξ1 sont identiques. Ceci montre l’unicité du ξ ci-dessus

Supposons ψ ≤ φ. Cette hypothèse est équivalente au fait que ξ est dans A′ et ∥π′(ξ)∥ ≤ 1. Nous
devons montrer que ξ appartient à A et ∥π(ξ∥ ≤ 1. Si c’est le cas, alors la positivité de π(ξ) découle
automatiquement du fait que ξ est dans P#. Le fait connu à propos de ξ est que ξ ∈ A′ ∩ P# et
∥π′(ξ)∥ ≤ 1. Alors nous avons, puisque ξ = ξ#,

ξ@ = ξ#@ = ∆ξ ∈ A′ .
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Donc ξ est dans A#. De plus, en posant η = ξ@ + ξ, on a ξ = (1 + ∆)−1η. Donc, par le théorème
4.1, on a

∥π(ξ)∥ ≤ γ(−1)∥π′(η)∥ = 1
2(∥π′(η)∥ = 1

2(∥π′(ξ)∥ + ∥π′(ξ)∗∥) ≤ 1 .

Par conséquent, h = π(ξ) est celui qu’on recherche. L’unicité de h découle de l’unicité de ξ et du fait
que h soit borné. C.Q.F.D.

Remarque. Le théorème 8.5 nous indique que si un opérateur positif a sur un espace de Hilbert est
majoré par un opérateur nucléaire positif b, alors il existe un unique opérateur positif h de norme
≤ 1 tel que a = hbh. L’auteur ignore si cela est vrai pour une paire générale a et b telle que 0 ≤ a ≤ b.

Nous allons maintenant examiner comment décrire la relation entre et ψ en termes des groupes
d’automorphismes modulaires associés.

Définition 8.6. Pour chaque fonctionnelle positive normale φ d’une algèbre de von Neumann,
l’ensemble Mφ = {x ∈ M : xφ = φx} est appelé le centralisateur de φ. Bien sûr, le centralisateur
Mφ est une sous-algèbre de von Neumann de M .

Si M est semi-finie, et si φ est de la forme φ(x) = τ(xh), x ∈ M , avec τ une trace fidèle et semi-finie
et un opérateur auto-adjoint positif h affilié à M , alors le centralisateur Mφ de φ n’est rien d’autre
que le commutant relatif de h dans M . En général, le centralisateur Mφ d’un état normal fidèle φ
est précisément la sous-algèbre des points fixes de M sous le groupe d’automorphismes modulaires
associé σφt comme on le voit dans ce qui suit :

Proposition 8.7. Si φ est une fonctionnelle linéaire positive normale fidèle d’une algèbre de von
Neumann M , alors le centralisateur Mφ de φ est précisément l’ensemble de tous les points fixes du
groupe d’automorphismes modulaires associé σφt .

Preuve. Supposons que a ∈ M soit un point fixe de σφt . Par la condition KMS, pour tout x ∈ M ,
il existe une fonction bornée F (a) holomorphe dans la bande 0 ≤ Im a ≤ 1, et continue sur cette
même bande, telle que

F (t) = φ(σφt (a)x) ;

F (t+ i) = φ(xσφt (a)) .

Mais σφt (a) = a pour tout t ∈ R, de sorte que F (t) et F (t + i) sont des fonctions constantes de t ;
donc F (a) doit être constante. Ainsi, nous avons F (t) = F (t+ i), ce qui signifie que φ(ax) = φ(xa).
Puisque x est arbitraire, on obtient φa = aφ ; donc a est dans le centralisateur Mφ de φ.

Réciproquement, supposons que a soit dans le centralisateur Mφ. Puisque φ est σφt -invariant, il est
évident que σφt (Mφ) = Mφ. Donc, on a

(8.11) φσφt (a) = σφt (a)φ, t ∈ R .

Soit x un élément arbitraire de M . Alors il existe une fonction bornée F (a) sur la bande qui assure
la condition KMS pour la paire a et x. Mais l’égalité (8.11) mentionne que F (t) = F (t+ i), t ∈ R.
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Par conséquent, d’après le théorème de Sturm-Liouville, la fonction holomorphe bornée périodique
F doit être constante. Ainsi φ(σt(a)x) = φ(ax), t ∈ R et x ∈ M . Donc on a

⟨xξ0|a∗ξ0⟩ = ⟨axξ0|ξ0⟩ = φ(ax) = φ(σφt (a)x) = ⟨σφt (a)xξ0|ξ0⟩ = ⟨xξ0|σφt (a∗)ξ0⟩ .

Par conséquent, σφt (a∗) = a∗, de manière équivalente σφt (a) = a. Ainsi, a est un point fixe de σφt .
C.Q.F.D.

Théorème 8.8.

Dans la même situation qu’auparavant, les énoncés suivants pour une fonctionnelle linéaire positive
normale ψ de M sont équivalents :

(a) ψ est σφt -invariant ;
(b) ψ est de la forme ψ = ωξ,ξ, avec ξ ∈ P# et ∆itξ = ξ, t ∈ R ;
(c) ψ est de la forme ψ = ωhξ0,hξ0 avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié au centralisateur

Mφ de φ.

Sous l’hypothèse que ψ est fidèle, les énoncés suivants sont également équivalents aux précé-
dents :

(d) σφt et σψs commutent, s, t ∈ R ;
(e) φ est σψt -invariant.

Si un ψ fidèle satisfait l’une des conditions ci-dessus, alors le groupe d’automorphismes modulaires
σψt de associé à ψ est donné par

σψt (x) = σφt (h2itxh−2it), x ∈ M ,

où h est celui décrit dans l’énoncé (c)

Preuve. Les implications (c) =⇒ (b) =⇒ (a) sont presque triviales.

(a) =⇒ (b) Supposons que ψ soit σφt -invariant. D’après le théorème 8.5, ψ est uniquement de la
forme ψ = ωξ,ξ de sorte que ξ ∈ P#. Alors, on a pour chaque x ∈ M ,

ω∆itξ,∆itξ(x) = ⟨x∆itξ|∆itξ⟩ = ⟨∆−itx∆itξ|ξ⟩ = ψ · σφ−t(x) = ψ(x) ,

de telle façon que ψ = ω∆itξ,∆itξ(x). Mais il est évident que ∆itP# = P#. Par conséquent, l’unicité
de ξ implique que ξ = ∆itξ, t ∈ R ; ainsi (b) s’ensuit.

(b) =⇒ (c) Supposons que ∆itξ = ξ, t ∈ R. Rappelons la construction de h dans la preuve de la
proposition 8.4. Alors l’opérateur h0 construit dans cette proposition commute avec ∆it, de sorte
que l’extension de Friedrichs h de h0 et ∆it commutent. Par conséquent, toutes les projections
spectrales de h commutent avec ∆it, ce qui signifie que σφt laisse toutes ces projections fixes ; par
conséquent, elles appartiennent à Mφ d’après la proposition 8.7. Ainsi, h est affilié à Mφ.
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L’équivalence de (d) et (a) découle du résultat plus général suivant, le théorème 8.11, et celle de
(d) et (e) découle de la symétrie.

Et maintenant, nous allons prouver la dernière affirmation pour σψt . Puisque ψ est fidèle, h est non
singulière. Soit h =

∫ ∞

0
λ de(λ) la décomposition spectrale et soit en =

∫ n

1/n
de(λ), n = 1, 2, . . ..

Alors {en} converge fortement vers l’identité 1. Soit A0 le sous-ensemble de A = Mξ0 considéré dans
la définition 5.3. Puisque en et ∆it commutent, ∆itenξ0 = enξ0 ∈ A, de sorte que enξ0 appartient
à A0. Puisque π(enξ0) = en, enπ(A0)en est contenu dans π(A0). Soit M0 = ⋃∞

n=1 enπ(A0)en. Alors
M0 est une ∗-sous-algèbre σ-faiblement dense de M et pour chaque x ∈ M0, les applications :
t 7→ σφt (x) et t 7→ hitxh−it sont toutes deux étendues à des fonctions entières à valeurs dans M0,
dont les valeurs en a ∈ C sont formellement notées σφa (x) et hiaxh−ia respectivement. Soient x
et y des éléments arbitraires de M0. Alors on a x = enxen et y = enyen pour un certain n. Soit
hn = hen ∈ M . Définissons une fonction entière F (a) par

F (a) = ⟨h2iaxh−2iaσφ−a(y)hξ0|hξ0⟩ .

Pour tout t ∈ R, on a

F (t) = ⟨h2itxh−2itσφ−t(y)hξ0|hξ0⟩ = ψ(h2itxh−2itσφ−t(y))

= ψ(σφt (h2itxh−2it)y) par la σφt −invariance de ψ ;
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et
F (t+ i) = ⟨h2i(t+i)xh−2i(t+i)σφ−(t+i)(y)hξ0|hξ0⟩

= ⟨h2i(t+i)enxenh
−2i(t+i)σφ−(t+i)(enyen)hξ0|hξ0⟩

= ⟨∆−i(t+i)enyenhξ0|h2i(t−i)enx
∗enh

−2i(t−i)hξ0⟩

= ⟨Jh2(it+1)enx
∗enh

−2(it+1)hξ0|J∆−it+1enyenhξ0⟩

= ⟨∆1/2Sh2(it+1)enx
∗enh

−2(it+1)hξ0|∆−it−1∆1/2Senyenhξ0⟩

= ⟨∆1/2hh2(it−1)enxenh
−2(it−1)ξ0|∆−it−1/2hny

∗ξ0⟩

= ⟨h2
nh

2(it−1)enxenh
−2ith2

nξ0|∆−ity∗ξ0⟩

= ⟨h2itenxenh
−2ith2

nξ0|∆−ity∗ξ0⟩

= ⟨y∆ith2itxh−2ith2
nξ0|ξ0⟩

= φ(yσφt (h2itxh−2it)h2
n)

= φ(hnyσφt (h2itxh−2it)hn) par Proposition 8.7,

= ⟨hny∆ith2itenxenh
−2ithnξ0|ξ0⟩

= ⟨∆ith2itxh−2ithξ0|y∗hnξ0⟩

= ⟨∆ith2itxh−2ithξ0|y∗hξ0⟩

= ⟨y∆ith2itxh−2ithξ0|hξ0⟩

= ⟨ψ(yσφt (h2itxh−2it))⟩

Ainsi, cette fonction F (a) satisfait la condition :

F (t) = ψ(σφt (h2itxh−2it)y) ;

F (t+ i) = ψ(yσφt (h2itxh−2it)) .

Supposons que x et y soient une paire arbitraire dans M . Alors il existe des suites {xn} et {yn}

36



dans M0 telles que
xξ0 = lim

n→∞
xnξ0, x∗ξ0 = lim

n→∞
x∗
nξ0,

xhξ0 = lim
n→∞

xnhξ0, x∗hξ0 = lim
n→∞

x∗
nhξ0

yξ0 = lim
n→∞

ynξ0, y∗ξ0 = lim
n→∞

y∗
nξ0

yhξ0 = lim
n→∞

ynhξ0, y∗hξ0 = lim
n→∞

y∗
nhξ0

Soit {Fn} la suite de fonctions entières telles que

Fn(t) = ψ(σφt (h2itxnh
−2it)yn) ;

Fn(t+ i) = ψ(ynσφt (h2itxnh
−2it)) .

Soit f(t) = ψ(σφt (h2itxh−2it)y) et g(t) = ψ(yσφt (h2itxh−2it)). Alors on a

|f(t) − Fn(t)| = |ψ(σφt (h2itxh−2it)y) − ψ(σφt (h2itxnh
−2it)yn)|

≤ |ψ(σφt (h2it(x− xn)h−2it)y)| + |ψ(σφt (h2itxnh
−2it)(y − yn))|

≤ ψ(σφt (h2it(x− xn)(x− xn)∗h−2it))1/2ψ(y∗y)1/2

+ ψ(σφt (h2itxnx
∗
nh

−2it))1/2ψ((y − yn)∗(y − yn))1/2

= ψ(x− xn)(x− xn)∗)1/2ψ(y∗y)1/2 + ψ(xnx∗
n)1/2ψ(y − yn)∗(y − yn))1/2

= ∥(x∗ − x∗
n)hξ0∥ ∥yhξ0∥ + ∥xnξ0∥ ∥(y − yn)hξ0∥ ,

de sorte que Fn(t) converge uniformément vers f(t). De même, Fn(t + i) converge uniformément
vers g(t). Ainsi, d’après le théorème de Phragmen-Lindelöf, Fn(a) converge uniformément vers
la fonction bornée F (a) holomorphe dans la bande 0 ≤ Im a ≤ 1 et continue sur cette même
bande, telle que F (t) = f(t) et F (t + i) = g(t). Ainsi ψ satisfait la condition KMS pour le
groupe d’automorphismes à un paramètre : x 7→ σφt (h2itxh−2it), t ∈ R. Par conséquent, on obtient
σψt (x) = σφt (h2itxh−2it), x ∈ M, t ∈ R. C.Q.F.D.

Corollaire 8.9. Dans la même situation que précédemment, si une fonctionnelle linéaire positive
normale ψ de M satisfait la condition KMS pour σφt , alors ψ est de la forme ψ = ωhξ0,hξ0 avec h
un opérateur auto-adjoint positif affilié au centre de M .

Preuve. Puisque ψ est invariant par σφt , ψ satisfait les conditions du théorème 8.8. Par conséquent,
ψ est de la forme ψ = ωhξ0,hξ0 avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié à Mφ. Nous affirmons
que la projection support de ψ, qui est la projection de l’image de h, est centrale. En fait, si
ψ(x∗x) = 0, alors la fonction ψ(σφt (x∗)x) s’annule identiquement par l’inégalité de Schwarz ; par
conséquent, ψ(xσφt (x∗)) s’annule également identiquement par la condition KMS. En particulier,
ψ(xx∗) = 0. Ainsi, le noyau gauche de ψ est en fait un idéal bilatère. Par conséquent, la projection
support z de ψ est centrale. En considérant uniquement Mz, nous pouvons supposer que ψ est
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fidèle. Alors, à nouveau par le théorème 8.8, σψt (x) = σφt (h2itxh−2it) pour tout x ∈ M et t ∈ R.
Mais par hypothèse, σψt = σφt . Par conséquent, on obtient

σφt (x) = σφt (h2itxh−2it) ;

donc x = h2itxh−2it, ce qui signifie que h est affilié au centre. C.Q.F.D.

Corollaire 8.10. Supposons que M est de type III. Alors le groupe d’automorphismes modulaires
σφt de M associé à un état normal fidèle φ n’admet pas de fonctionnelle normale positive satisfai-
sant la condition KMS en β ̸= 1.

Preuve. Supposons que ψ soit une fonctionnelle linéaire normale positive satisfaisant la condition
KMS en β pour σφt . Alors, comme dans la démonstration du corollaire 8.9, nous pouvons supposer
que ψ est fidèle. Alors on obtient σψt = σφβt par hypothèse. D’autre part, le théorème 8.8 dit
que σψt (x) =σφt (h2itxh−2it), x ∈ M , avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié à Mφ. Par
conséquent, on obtient

σφβt(x) = σφt (h2itxh−2it), x ∈ M ,

de sorte que
σφt(β−1) = h2itxh−2it, x ∈ M .

Donc si β ̸= 1, alors
σφt (x) = h2it/(β−1)xh−2it/(β−1), x ∈ M ,

de sorte que le groupe d’automorphismes modulaires σφt est intérieur. Alors le théorème 8.2 dit que
M est semi-finie. Ceci contredit l’hypothèse. C.Q.F.D.

Théorème 8.11. Soit σ un automorphisme de M .
(a) Si σ laisse φ invariant, alors σ commute avec le groupe d’automorphismes modulaires σφt .

(b) Réciproquement, si σ commute avec σφt et si σ laisse le centre de M fixe élément par élément,
alors σ laisse φ invariant.

Preuve. Soient x et y des éléments de M . Soit Fx,y(a) une fonction holomorphe dans la bande
0 ≤ Im a ≤ 1, et continue sur cette même bande, telle que

Fx,y(t) = φ(σφt (x)y) ;F (t+ i) = φ(yσφt (x)).

Alors on a
Fσ(x),σ(y)(t) = φ(σφt (σ(x))σ(y)) = φ · σ(σ−1σφt σ(x)y) ;

similairement
Fσ(x),σ(y)(t+ i) = φ · σ(yσ−1σφt σ(x)) .

Par conséquent, on obtient
σφ·σ
t = σ−1σφt σ .

Donc si φ = φ · σ, alors σ et σφt doivent commuter.
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Supposons que σ laisse le centre de M fixe élément par élément et commute avec σφt . Soit ψ = φ ·σ.
Alors nous avons montré que σψt = σ−1σφt σ = σφt . Par conséquent, ψ satisfait la condition KMS
pour σφt , de sorte que ψ(x) = (xhξ0|ξ0), x ∈ M , avec h un opérateur auto-adjoint positif affilié au
centre Z de M .

Supposons h ̸= 1. Alors il existe un élément positif non nul k dans Z tel que hk soit borné et
h2k2 > k2 ou h2k2 < k2. Alors on a

∥hkξ0∥2 = ⟨h2k2ξ0|ξ0⟩ ̸= ⟨k2ξ0|ξ0⟩ = ∥kξ0∥2 ;

mais
∥hkξ0∥2 = ⟨khξ0|khξ0⟩ = ⟨k2hξ0|hξ0⟩

= ψ(k2) = φ · σ(k2) = φ(k2)

= ⟨k2ξ0|ξ0⟩ = ∥kξ0∥2 .

Ceci est impossible. Donc h = 1, ou de manière équivalente φ = ψ. C.Q.F.D.

9. Notes

Une grande partie de la théorie présentée ici a été consacrée à démontrer l’existence de la symétrie
entre une algèbre de von Neumann M et son commutant M ′. L’existence d’une involution unitaire J
qui établit la symétrie entre M et M ′ a été prédite depuis longtemps. On peut retracer son histoire
jusqu’aux travaux de Murray-von Neumann dans les années 1930. En fait, ils ont montré en 1937
que si un facteur fini M sur K admet un vecteur trace cyclique ξ0 (nécessairement séparant), alors
l’involution : xξ0 ∈ Mξ0 7→ x∗ξ0 ∈ Mξ0 est étendue à une involution unitaire J avec JMJ = M ′,
[15]. Ce résultat a été généralisé par H.A. Dye en 1952, [8], aux algèbres de von Neumann finies avec
un vecteur trace cyclique et séparant. Motivé par les travaux d’Ambrose [1], H. Nakano a introduit
les algèbres de Hilbert en 1950, [17]. Ces algèbres ont fait l’objet de recherches plus approfondies
par plusieurs auteurs entre 1951 et 1955, notamment J. Dixmier [5], R. Godement [9], R. Pallu de
la Barrière [18], L. Pukanszky [21], I. E. Segal [22], O. Takenouchi [24] et ainsi de suite.

En étendant les travaux de Dye sur le théorème de Radon-Nikodym non commutatif à la théorie
de l’intégration non commutative, i.e. Segal a montré en 1953, [22], que (a) l’algèbre de von Neu-
mann à gauche L(A) et l’algèbre de von Neumann à droite R(A) d’une algèbre de Hilbert sont des
commutants l’une de l’autre ; (b) l’involution dans A est étendue à une involution unitaire J avec
JL(A)J = R(A) ; (c) L(A), donc R(A), est semi-finie ; (d) toute algèbre de von Neumann semi-
finie est isomorphe à l’algèbre de von Neumann à gauche d’une certaine algèbre de Hilbert ; (e)
Le prédual M d’une algèbre de von Neumann semi-finie est représenté comme l’espace de Banach
L1(M, τ) de tous les opérateurs intégrables par rapport à une trace fidèle, semi-finie et normale τ
sur M . R. Godement a également démontré (a), (c) et (d) peu après Segal, [8]. J. Dixmier a vérifié
(e) de manière abstraite, en développant la Lp-théorie, [6].

Généralisant la notion d’algèbre de Hilbert, J. Dixmier a introduit les quasi-algèbres de Hilbert
et a démontré en 1952, [5], l’énoncé (a) pour les quasi-algèbres de Hilbert ainsi qu’un critère de
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semi-finitude de l’algèbre de von Neumann à gauche d’une quasi-algèbre de Hilbert sous certaines
hypothèses techniques. Le caractère standard de L(A), c’est-à-dire l’énoncé (b), n’a pas été men-
tionné (bien qu’il soit trivial de déduire le caractère standard de ses résultats). De plus, il a démontré
dans le même article que l’algèbre de von Neumann obtenue par la construction dite de l’espace de
mesure de groupe est l’algèbre de von Neumann à gauche d’une quasi-algèbre de Hilbert. Les hy-
pothèses techniques pour le critère de semi-finitude ont été ultérieurement levées par L. Pukanszky
en 1955, [20].

Dans les travaux de Dixmier et de Pukanszky, l’opérateur modulaire ∆, ou plus précisément ∆1/2

et ∆−1/2, n’a pas reçu une attention particulière. Ils le considéraient comme un simple terme d’ajus-
tement de l’involution plutôt que comme l’objet fondamental de la théorie. C’est Tomita qui a
considéré ∆1/2 comme la valeur absolue de l’involution de M dans la structure de l’espace de Hil-
bert. Il a découvert ce fait dès 1959 [29] et a soulevé plusieurs questions importantes. Mais personne
n’a approfondi son idée pourtant prometteuse (en partie à cause de la complexité des notations de
son article). Finalement, en 1967, Tomita est parvenu à démontrer notre théorème 5.8 ainsi que
le théorème de commutation pour le produit tensoriel des algèbres de von Neumann [30, 31]. La
théorie développée dans les sections 1 à 5 lui est entièrement due.

Au moment où les travaux de Tomita ont paru, R. Haag, N.M. Hugenholtz et M. Winnink [10]
ont apporté une contribution très importante de la mécanique statistique quantique à la théo-
rie des représentations standard des algèbres d’opérateurs. Ils ont montré que, étant donnée
une C∗-algèbre munie d’un groupe d’automorphismes à un paramètre, la représentation cyclique
de cette algèbre induite par un état satisfaisant la condition de Kubo-Martin-Schwinger est stan-
dard. En comparant les travaux de Tomita et les résultats de Haag, Hugenholtz et Winnink, M.
Takesaki a constaté que la condition KMS est l’essence des représentations standard [25]. Un ex-
posé technique des théorèmes 8.1 et 8.2 se trouve dans les travaux de Dixmier [5] et Pukanszky [20].

Le théorème 6.2 a été démontré indépendamment par Takesaki [25] et Winnink [36]. La démons-
tration présentée dans cette note a été donnée à l’auteur par Hugenholtz lors de la conférence.

Les espérances conditionnelles dans les algèbres d’opérateurs ont été abordées pour la première
fois par M. Nakamura et T. Turumaru en 1954 [15], qui ont résumé les propriétés fondamentales
des espérances conditionnelles usuelles en théorie des probabilités. Voir les propriétés (7.1) à (7.8)
ci-dessus. Un objet similaire a été abordé par Dixmier un peu plus tôt [6]. Umegaki a repris ce
sujet dans ses articles suivants [33] et a étudié en détail les espérances conditionnelles pour une
algèbre de von Neumann à trace finie. Tomiyama a également travaillé sur ce sujet, d’un point de
vue légèrement différent [32, 33].

Les résultats de la section 8 se trouvent principalement dans les travaux de Takesaki, [25,26,27].
Une partie du théorème 8.5, à savoir l’existence d’un tel h dans (b), a été conjecturée par J. Dixmier
dans la première édition de [4], p. 63, et démontrée plus tard par S. Sakai, [21]. F. Perdrizet a donné
un exemple [19] dans lequel l’opérateur auto-adjoint positif h dans l’énoncé (8.5) du théorème 8.5
n’est pas unique, alors que ξ est unique. Le théorème 8.11 est dû à R. Herman et M. Takesaki, [11].

Bien sûr, la théorie présentée ici n’est pas complète. Il y a plusieurs points à considérer : par exemple,
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quelle est la dépendance du groupe d’automorphismes modulaires par rapport à l’état normal fidèle
qui le détermine ? L’application φ 7→ σφt est-elle continue dans un sens quelconque ? Existe-t-il une
relation entre les groupes d’automorphismes modulaires et le type algébrique des algèbres de von
Neumann ? Etc., etc., . . . L’auteur espère que ces notes contribueront au développement ultérieur
de la théorie.
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