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La conjecture de Baum-Connes : un cours concis

Alain Valette!

Résumé

Ce sont les notes légerement remaniées d’un cours de 10 heures que j’ai donné a I'Institut
Henri Poincaré en janvier-février 2025 dans le cadre du semestre thématique Théorie des
représentations et géométrie non commutative.

1 Introduction/Préambule

La conjecture de Baum-Connes (c’est-a-dire la conjecture 2.1 ci-dessous) peut étre vue comme une
version équivariante par rapport a un groupe du théoreme de I'indice d’Atiyah-Singer. Son impor-
tance provient donc du fait que, comme Atiyah-Singer, elle relie deux domaines des mathématiques :
la topologie et I'analyse. De plus, depuis son apparition en 19822, la conjecture de Baum-Connes
a engendré beaucoup de mathématiques intéressantes !

Sur une note tres personnelle, Baum-Connes me fascine depuis environ 45 ans, et des aspects
de Baum-Connes ont été responsables de la majeure partie de ma trajectoire mathématique : de
Baum-Connes a la K-moyennabilité, de la K-moyennabilité a la propriété (T) et a la propriété de
Haagerup, de la propriété de Haagerup aux complexes cubiques C'AT'(0), de la propriété (T) aux
graphes expanseurs, des graphes expanseurs aux plongements dans les espaces de Hilbert et des
espaces de Banach plus généraux.

C’est dire que j’ai accepté avec un immense plaisir, lorsque Pierre Clare m’a approché a ’automne
2024 avec l'idée de donner un cours d’introduction de 10 heures sur Baum-Connes au début du
semestre IHP Théorie des représentations et géométrie non commutative. Je remercie les organisa-
teurs du programme, Alexandre Afgoustidis, Anne-Marie Aubert, Pierre Clare, Jan Frahm, Angela
Pasquale et Haluk Sengiin, de m’avoir donné cette opportunité. Des remerciements particuliers
sont dus a Pierre Clare qui m’a accompagné tout au long de la production de ce jeu de notes.
Merci également au personnel de I'Institut Henri Poincaré, qui a rendu ces 2 semaines a Paris des
plus agréables. Le cours a été un plaisir a enseigner, également en raison de l'attitude positive de
I’auditoire, qui a posé de nombreuses questions excellentes. Espérons que ce jeu de notes conserve
une partie de 'atmosphere informelle des cours. Comme le cours a été filmé, le lecteur peut aussi
se référer aux vidéos disponibles sur

https://www.carmin.tv/en/collections/2025-t1-representation-theory-and-noncommutative-geometry .

1. L’auteur remercie I'Institut Henri Poincaré (UAR 839 CNRS-Sorbonne Université) et le LabEx CARMIN
(ANR-10-LABX-59-01) pour leur soutien.
Référence : article arXiv https://arxiv.com/pdf/2610.01802.pdf
Traduction : Denise Vella-Chemla, octobre 2026.
2. Bien que publié en 2000, I’article [BCO00] a circulé dés 1982 comme prépublication de I'THES.


https://www.carmin.tv/en/collections/2025-t1-representation-theory-and-noncommutative-geometry
https://arxiv.com/pdf/2610.01802.pdf

Une chose dont je n’étais pas certain avant le cours était le temps nécessaire pour expliquer les
acteurs de la Conjecture 2.1, a savoir les deux membres de la conjecture plus ’application d’assem-
blage. Cela m’a pris 6 heures, correspondant aux sections 2 a 7 de ces notes. Les 3 heures suivantes
ont été consacrées a la méthode de Dirac-dual Dirac et a ’approche récente de Nishikawa (sections
8 et 9). Enfin la derniére heure (correspondant a la section 10) a été consacrée a quelques exemples
de groupes discrets pour lesquels I'application d’assemblage peut étre décrite explicitement. En fait,
le lecteur remarquera, tout au long des notes, un parti pris certain en faveur des groupes discrets,
di a mon gotit pour la théorie géométrique des groupes.

Je ne peux terminer cette Introduction sans remercier Maria-Paula Gomez Aparicio et Pierre Julg,
avec qui j’ai eu le plaisir de co-signer le long article de syntheése [GJV19], entiérement consacré
a la conjecture de Baum-Connes et a ses descendants mathématiques. Il est clair que, sans cette
formation, enseigner le cours a I'THP aurait été bien plus difficile. Enfin, merci a Claudia Stadlmayr
pour la production des figures en Tikz, et a un rapporteur extrémement aimable pour une lecture
attentive et un certain nombre de commentaires constructifs.

2 Qu’est-ce que la conjecture de Baum-Connes ?

Références pour cette section : [BC00, BCH94].
Soit G un groupe localement compact, a base dénombrable (par exemple un groupe discret dénom-
brable, ou un groupe de Lie connexe).

Conjecture 2.1. (la conjecture de Baum-Connes) Pour i = 0,1, lapplication d’assemblage
pe + K (BG) — Ki(CH(G)) (1)
est un isomorphisme.

Une bonne partie de ces notes sera consacrée a définir les objets de (1). Le membre de gauche
KE(EG) est appelé la K-homologie équivariante de l’espace classifiant des actions propres de G,
et est appelé le cité géométrique ou topologique. Le membre de droite K;(C*(G)) est appelé la
K-théorie analytique de la C*-algebre réduite de G, et est appelé le coté analytique. L’application
ie est aussi appelée ’application indice, ou I'application de Baum-Connes.

Plusieurs remarques s’imposent :

- KF(EG) et K;(C#(Q)) sont des groupes abéliens, et pi est un homomorphisme de groupes.

- Il y a une conjecture par groupe G - le jeu consiste a la démontrer soit pour un groupe donné,
soit pour une classe de groupes.

- En septembre 2026, aucun contre-exemple n’est connu.

- L’injectivité de ug est connue pour de nombreux groupes (par exemple les groupes linéaires

dénombrables, voir [GHWO05]).

- La conjecture 2.1 a été démontrée pour plusieurs classes importantes de groupes (par exemple
les groupes de Lie connexes [CENO03], les groupes moyennables [HK01], les groupes hyperbo-
liques de Gromov [La02]).

- La surjectivité de pe N’EST PAS connue pour G = SL3(Z).



- Ni Pinjectivité ni la surjectivité ne sont connues pour le groupe de Burnside libre B(d,n)
(lorsqu’il est infini).

- La conjecture 2.1 a des applications intéressantes (deux d’entre elles seront discutées a la
section 4 ci-dessous).

3 Le membre de droite de la Conjecture 2.1

3.1 (*-algebres de groupes réduites

Référence pour cette sous-section : [Dix96]
Rappelons que, pour f, g des fonctions sur G, le produit de convolution f * g est défini par

(f x9)(s) = [ Fong(

ol s € G et dt désigne la mesure de Haar a gauche sur G. L’espace de Banach L'(G) est une
algebre de Banach pour le produit de convolution. La représentation réguliére gauche Ag de L*(G)
sur L?(G) est la représentation par convolution a gauche :

Aa(f)E=f=&(f € LY(G), & € L*(Q)).

Définition 3.1. La C*-algébre réduite C*(G) est l'adhérence en norme de A\g(L'(GQ)) dans les
opérateurs bornés sur L*(G).

Exemple 3.2. 5i G est abélien de dual de Pontryagin G = Hom(G,S"), alors par transformée de
Fourier C¥(G) s’identifie a Co(QG), les fonctions continues s’annulant a infini sur G.

3.2 K-théorie pour les C*-algebres

Références pour cette sous-section : [B198, Ka78]

Notre but dans cette section est, pour une C*-algebre A, de définir des groupes abéliens K;(A) (i =
0, 1), covariants en A. Nous commengons par K car la structure de groupe y est plus immédiatement
apparente.

3.2.1 Ki(A)

Supposons d’abord que la C*-algebre A soit unifere. Soit M,,(A) la C*-algebre des matrices n par n
a coefficients dans A, et soit U,(A) son groupe unitaire, muni de la topologie de la norme. Notons
U.(A)? la composante connexe de 'identité de U,(A) - de sorte que U,(A)° est un sous-groupe

normal ouvert. Le plongement U,(A) — U,41(A) : T +— 0 induit un homomorphisme

0 1
Un(A)JUL(A)? = Up,y1(A) /U, 11(A)° et nous définissons :

Définition 3.3. Pour A une C*-algébre unifére :

K1 (A) i= lim U, (4)/U, (A"



Par décomposition polaire, U,(A) est un rétracte par déformation du groupe inversible GL,(A),
donc une définition équivalente est :

K1(A) = lim GL,(A)/GL,(A)".

Observons que S € GL,,(A), T € GL,(A) définissent le méme élément dans K;(A) si et seulement
si S, T sont stablement homotopes, ¢’est-a-dire s’il existe N > max{m,n} suffisamment grand tel
que S, T soient homotopes dans GLy(A).

Exemple 3.4. 1. Pour A =C, le groupe unitaire U,(C) est conneze, donc K,(C) = 0.

2. Pour A = C(S"), les fonctions continues sur le cercle, le nombre d’enroulement
w: GL(C(SY)) = Z

induit un isomorphisme GL1(C(S'))/GL.(C(S1))? ~ Z.
En composant avec le déterminant, nous avons que wodet induit un isomorphisme G L, (C(S*))/GL,(C(S"))° ~
Z. Finalement K,(C(S")) = Z.

Définition 3.5. Pour A une C*-algébre non unifére : Ki(A) := K1(A") ou A" désigne l'unitari-
sation de A.

Proposition 3.6. Le groupe Ki(A) est abélien.
S 0
0

) ) € Us,(A). Alors

Preuve: On peut supposer A uniféere. Pour S € U,(A) formons <

S 0 (1, 0
( 0 1, > est homotope & < 0 S ) dans Us,(A), car

( cos(mt/2) —sin(rt/2) ) ( S 0 ) ( cos(mt/2)  sin(wt/2) ) (t € [0,1])

sin(nt/2)  cos(wt/2) 0 1, —sin(nt/2) cos(wt/2)

est une homotopie entre elles.

Compte tenu de cela, pour S, T € U,(A), nous avons que ( SOT 10 ) = ( g 10 ) ( g 10 ) €

Uz, (A) est homotope a < 10" g ) ( z; 10 ), un produit de deux matrices qui commutent. Ceci
montre que K;(A) est abélien. O

3.2.2  Ky(A)

Une projection p dans une C*-algeébre est un élément idempotent, auto-adjoint (p = p? = p*).
Notons Proj(A) 'ensemble des projections dans la C*-algebre A. Nous dirons que deux projections
p,q dans M, (A) sont équivalentes (p ~ q) s’il existe © € M, (A) tel que p = x*x et ¢ = xa™.

Exercice 3.7. Vérifier que, si les projections p,q € M,(A) sont unitairement conjuguées, alors
p~q.



T

L’application M, (A) — M,.1(A) : T — ( 0 0

) est un plongement (non unifére dans le cas ou

A a une unité!). Nous posons
Moo(A) = lim M, (A).

L’ensemble Proj(M(A)) possede une addition donnée par la somme directe : pour p € M,,(A),q €

D
0

nous voyons que Proj(My(A))/ ~ devient un monoide commutatif.

M, (A), alors p ® q := ( 2 ) € My1n(A). Comme p @ ¢ est unitairement conjuguée a q @ p,

Définition 3.8. Pour A une C*-algébre unifére, Ko(A) est le groupe de Grothendieck du monoide
commutatif Proj(My(A))/ ~.

Exemple 3.9. 1. Pour A = C, une projection dans My (C) est caractérisée a équivalence pres
par son rang, donc Proj(My(C))/ ~ est isomorphe a N, 4. Donc Ky(C) = Z.

2. 8i X est un espace compact®, et A = C(X), la C*-algébre des fonctions continues sur S,
alors par le théoréme de Serre-Swan Ko(C(X)) s’identifie a K°(X), le groupe de Grothen-
dieck du monoide commutatif des classes d’isomorphisme de fibrés vectoriels complexes sur
X. En particulier, si X est contractile tout fibré vectoriel sur X est trivial et Ko(C'(X)) = Z.

3. Considérons X = S : bien sir S* n’est pas contractile, cependant tout fibré vectoriel complexe
sur St est trivial*. En effet, soit E un fibré vectoriel complexe sur S, disons de rang n > 1.
Voyons S comme le quotient de [0,1] en identifiant les extrémités, soit p : [0,1] — S!
Uapplication quotient. Comme [0, 1] est contractile, le fibré vectoriel tiré en arriére p*E est
trivial. Donc E est décrit par l'identification de la fibre en 0 avec la fibre en 1, c’est-a-dire
par un certain élément A € GL,(C). Mais par connezité de G L, (C) nous pouvons homotoper
A wvers Uidentité, rendant E isomorphe au fibré trivial. En conséquence Ko(C(S1)) = Z.

Remarque 3.10. Supposons que, au lieu de traiter avec des projections pour définir Ko(A), nous
relachions la condition d’étre auto-adjoint, et travaillions simplement avec des éléments idempo-
tents. Soit donc Idem(My(A)) l’ensemble des idempotents dans My (A) ; disons que les idempotents
e, f € M,(A) sont équivalents (e ~' f) s’il existe u,v € M,(A) tels que e = vu, f = uv. Nous
affirmons que les monoides Proj(M.(A))/ ~ et Idem(My(A))/ ~' sont en fait les mémes. La
raison est que tout idempotent dans une C*-algebre unifére est équivalent a une projection. Voici
une courte prewve (tirée de [FM79]) : si e € A est idempotent, définissons un élément positif :

z=1+(" —e)e —e)=1—(e"—e))=1—e—e" +ee" +c*e.

1

Alors z est inversible et ze = ez = ee*e. Donc z et z—+ commutent avec e et e*. Posons alors

pi=ee 2zl
Alors p € Proj(A) (vérifier que p = p? ; en fait p est la projection support de €*). Enfin ep = p tri-
vialement tandis que pe = z lee*e = 2z 'ze = e, donc e ~' p. Ainsi lutilisation d’idempotents plutot
que de projections définit le méme groupe Ko(A). Celte remarque sera utile dans la Proposition 4.77.

3. Pour nous, étre compact implique étre séparé.
4. Ce ne serait pas vrai pour les fibrés vectoriels réels sur S', comme le montre le ruban de Mé&bius ouvert.



Si A est une C*-algebre non unifere, soit € : AT — C le morphisme canonique de 'unitarisation
vers les nombres complexes.

Définition 3.11. Pour A une C*-algébre non unifére, définissons

Ko(A) := ker[e, : Ko(AT) — K,(C) = Z).

3.2.3 Propriétés des K-groupes

(Fonctorialité) Pour i = 0,1, Iassignation A — K;(A) est un foncteur covariant, homotopi-
quement invariant, des C*-algebres vers les groupes abéliens.

Stabilité) Soit K 1'algebre des opérateurs compacts sur /2. Si p € K est une projection de
g J
rang 1, alors pour ¢ = 0, 1 I’lhomomorphisme

A—-ARK :a—a®p

induit un isomorphisme sur Kj.

(Périodicité de Bott) Pour ¢ = 0,1, le groupe K;(A) est naturellement isomorphe a K;_;(A®
Co(R)).

(Suite exacte a 6 termes) Soit [ un idéal bilatere fermé dans A. Alors il existe une suite exacte
naturelle a 6 termes :

1 !
Ki(A/D) « Ki(A) « K

ol les fleches horizontales sont induites par l'inclusion I <— A et I'application quotient A —»
A/l

4 Pourquoi la conjecture de Baum-Connes nous intéresse-
t-elle 7

Dans cette section, G désignera un groupe discret dénombrable.

4.1 La conjecture de Kaplansky-Kadison

Conjecture 4.1. (Kaplansky-Kadison, vers 1954) Si G est sans torsion, alors les seuls idempotents
dans C*(G) sont 0 et 1.

Exemple 4.2. Supposons G abélien. Alors G est un groupe abélien compact, et Cr(G) = C(@) (voir
I’Exemple 3.2). Donc C*(G) n’a pas d’idempotent non trivial si et seulement si G est conneze ; par
dualité de Pontryagin, cela se produit si et seulement si G est sans torsion.

Exemple 4.3. Supposons que G ait de la torsion, c’est-a-dire qu’il existe g € G d’ordre fini N > 2.
Alors pg = %Zg:_ol Aa(g¥) est une projection mon triviale dans C?(G). Donc Uhypothése de la
Conjecture 4.1 est nécessaire.



Définition 4.4. Soit A une C*-algébre. Une trace sur A est une fonctionnelle linéaire continue T
sur A telle que 7(ab) = 7(ba) pour tous a,b € A. Une trace T est positive si 7(a*a) > 0 pour tout
a € A. Une trace positive T est fidele si T(a*a) = 0 implique a = 0. Si A est unifére, une trace T
est normalisée si 7(14) = 1.

Exemple 4.5. Sur C(G), nous avons la trace canonique 7¢(a) := (a(d.)|6.) pour a € CHG).
Elle est normalisée (clair), positive (tq(a*a) = |la(d.)||3 > 0), et fidéle. Pour vérifier cette derniére,
soit pg la représentation régulicre droite de G sur (*(G), et observons que p(G) commute avec
CH(Q). Alors, sia € CHQ) est tel que a(d.) = 0, nous avons pour tout g € G :

0=p(g")a(de) = ap(g~")(d) = a(dy):
donc a s’annule sur une base de (*(G), donc a = 0.
Exercice 4.6. Vérifier que ¢ est bien une trace sur C(Q).

Proposition 4.7. Soit A une C*-algébre d’unité 14, et T une trace sur A.
1. 1l existe un homomorphisme 7. : Ko(A) — C tel que T.[14] = 7(14).
2. Si T est positive, alors T.(Ko(A)) C R.

3. Si T est positive, fidéle, normalisée, et T.(Ko(A)) = Z, alors A n’a pas d’idempotent non
trivial.

Preuve:

1. Définissons "
Tr:M,(A) = A:a— > ay.
i=1
L’application T'r s’étend a My, (A); observons que 7 o Tr est une trace sur M, (A). Donc,
pour p € Proj(My(A)) nous pouvons définir 7.[p] = (7 o Tr)(p) € C. 1l est facile de vé-
rifier que cette application est bien définie et additive sur Proj(My(A))/~, donc s’étend a
I’lhomomorphisme souhaité .

2. SiT est positive, alors pour p € Proj(My(A) nous avons 7.[p] = (7oTr)(p) = (toTr)(p*p) >
0.

3. Supposons que T soit positive, fidéle, normalisée, avec 7,(Ky(A)) = Z. Soit e un idempotent
dans A. Par la Remarque 3.10, il existe p € Proj(A) tel que e ~' p; observons que 7(e) = 7(p).
11 suffit donc de prouver que soit p = 0, soit p = 14. Or 7(p) = 7(p*p) > 0, et de méme pour
1 —7(p) = 7(1a — p). Donc 0 < 7(p) < 1. Comme 7(p) est un entier par hypothese, nous
avons 7(p) € {0,1}. Si 0 = 7(p) = 7(p*p), alors p = 0 par fidélité. Si 7(p) = 1, remplagons p
par 14 — p pour obtenir de méme p = 14. [l

Conjecture 4.8. (Intégralité de la trace) Si G est sans torsion, alors
(7¢)«(Ko(C7(G))) = Z.

Notons que, si g € G est d’ordre N > 2, alors 7¢(p,) = % par ’Exemple 4.3. Donc I’hypothese
est aussi nécessaire dans la Conjecture 4.8. Compte tenu de la Proposition 4.7, la Conjecture 4.8
implique la Conjecture 4.1.



Proposition 4.9. 5S¢ G est sans torsion, alors

(76)+(1e(K§ (EG))) = Z.
De la Proposition 4.9 nous déduisons immédiatement :

Corollaire 4.10. Si G est sans torsion et ug est surjective, alors la Conjecture 4.8 est vérifiée. En
particulier, la Conjecture 2.1 implique la Conjecture 4.8. 0

Esquisse de preuve de la Proposition 4.9 : Cette preuve permettra d’avoir une premiere
intuition du membre de gauche de la Conjecture 2.1. Soit BG un espace classifiant pour G, c’est-
a~dire un CW-complexe de groupe fondamental G tel que le revétement universel EG := BG soit
contractile® ; un tel espace BG existe toujours et est unique & homotopie prés ; voir aussi I’Exemple
5.7 ci-dessous. Comme G est sans torsion, nous pouvons prendre EG = EG, et comme G agit

librement sur EG nous avons
K{(EG) = K;(BG)

pour ¢ = 0, 1. Maintenant, comme nous le verrons dans la Définition 6.9 :

ou la limite est prise sur 'ensemble dirigé des sous-ensembles compacts X de BG, et K K; désigne
la K-théorie bivariante de Kasparov (voir la sous-section 7.1) ; pour A une C*-algebre, K;(A, C) est
la K-homologie analytique de A, voir [HRO00].

Par un résultat de P. Baum et R.G. Douglas [BD82], un élément x € KKy(C(X),C) peut étre
décrit comme un quadruple (M, E, D, f) tel que

- M est une variété lisse fermée (c’est-a-dire compacte sans bord).
- E=E" @ E~ est un fibré vectoriel lisse sur M.

- D:C®(M, E*) — C°°(M, ET) est un opérateur différentiel elliptique agissant sur les sections
lisses de E*.

- f: M — X est une application continue.

A ce stade, nous observons que le triple (M, E, D) définit un élément y € K Ky(C(M),C) tel que
f«(y) = z. L'ellipticité de D garantit que les espaces Ker(D) et Coker(D) sont de dimension finie,
donc nous avons 'indice de Fredholm (voir la Définition 6.1 ci-dessous) :

Ind(D) := dim¢ Ker(D) — dim¢ Coker(D)

qui définit 'application indice Ind : KKy(C(M),C) — Z.

Formons maintenant le tiré en arriere

M — EG
Pl I
M L Ba

5. Les topologues disent aussi que BG est un espace d’Eilenberg-MacLane K (G, 1), ou un espace asphérique de
groupe fondamental G.



de sorte que M soit une G-variété propre. Soit E := p*E le fibré vectoriel tiré en arritre, et
D le relevé de D, de sorte que | D soit un opérateur dlfferentlel elliptique G-invariant agissant
sur les sections de E. Comme M est non compact des que G est infini, les théorémes d’ellipti-
cité classiques échouent, et Ker(D D), Coker(D) sont généralement de dimension infinie. Cependant
Ker(D), Coker(D) sont des modules sur C*(G) et c’est un résultat de A. Connes et H. Moscovici
[CM82] que la différence formelle de ces modules fournit un élément bien défini Indg (D), appelé le
G-indice de D, dans la K-théorie de la C*-algebre réduite . De plus

Indg(D) = pa(x).
Par le théoreme de l'indice L? d’Atiyah (voir [At76]) :
(7¢)«(Indg(D)) = Ind(D),
ce qui revient a dire que le diagramme suivant est commutatif :

KKo(C(M),C) =% Ko(Cr(G))

Indi \L (TG)*
7 — R

Le résultat est maintenant clair. [l

4.2 Une conjecture de type groupe de Whitehead

Rappelons qu’un groupe ayant un espace classifiant de dimension finie est nécessairement sans
torsion.

Conjecture 4.11. Supposons que G admette un modéle de dimension 2 pour BG. Alors tout
T € GL,(A) inversible est stablement homotope d une matrice diagonale N par N

g 00 -+ 0
010 ---0
001 -0
000 --- 1

pour un certain N > n et un certain g € G.
Cette conjecture est a nouveau une conséquence de la surjectivité dans la Conjecture 2.1.

Proposition 4.12. Supposons que G admette un BG de dimension 2, et que ug soit surjective.
Alors la Conjecture /.11 est vérifiée.

6. Bien que ce ne soit pas vrai, on peut moralement penser que Ker(D), Coker(D) sont des modules projectifs
de type fini sur C(G).



Esquisse de preuve : Comme G est discret, I’application canonique
G — CHG) 1 g Aalg)

plonge G dans le groupe unitaire U (C(G)). En composant avec I'application canonique Uy (C}(G)) —
K,(C!(GQ)), et en utilisant la commutativité de K; (Proposition 3.6), nous obtenons 'application
canonique ¢ : G/|G,G] — K1 (CHQ)).

Comme G est sans torsion, comme dans la preuve de la Proposition 4.9, le membre de gauche de
la Conjecture 2.1 peut étre remplacé par K;(BG). Comme BG est de dimension 2, nous avons
un caractere de Chern Ch, : Ki(BG) — H,(BG,Z) qui est un isomorphisme, ou H; désigne
I’homologie cellulaire usuelle. De plus le diagramme suivant est commutatif (voir par exemple
[Ma02]) :

Ki(BG) =% Ki(CiG)

Chy | T
Comme Ch, est un isomorphisme et ug est supposée surjective, ’application ¢ est surjective, ce
qui conclut la preuve. 0]

Remarque 4.13. Le groupe de Whitehead classique d’un groupe discret G est défini par Wh(G) :=
KM"(ZG)/(xg : g € G), ot K{Y(ZQG) désigne la K-théorie algébrique de Uanneau de groupe intégre
de G. Définissons de maniére similaire le groupe de Whitehead analytique de G par Wh*(G) :=
K (CH(G))/Im(¢) ; alors la Conjecture 4.11 est équivalente d l'annulation de Wh*(G) chaque fois
que G admet un BG de dimension 2.

5 Actions propres

Référence pour cette section : [BCH94].

Nous revenons ici a notre hypothese standard sur G : un groupe localement compact, a base
dénombrable.

5.1 Définition et exemples

Soit X un espace métrisable. Une action G ~ X de GG sur X est un homomorphisme de G vers le
groupe des homéomorphismes de X tel que I'application d’action G x X — X : (g,x) — g - soit
continue.

Définition 5.1. Une action G ~ X est propre si pour tout point x € X il existe un voisinage ou-
vert G-invariant U de x, un sous-groupe compact H de G et une application continue G-équivariante
f::U—G/H.

Donc une action propre est une action localement modelée sur un espace homogene G/H avec
isotropie compacte H.
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Exemple 5.2. 1. Toute action d’un groupe compact G sur un espace quelconque X, est propre :
prendre U = X, H = G et f, l'application constante vers l’espace da un point.

2. Soit Dy le groupe diédral infini, c’est-a-dire le groupe donné par la présentation
Do = (s,t]s* =t* =€)

(de sorte que Do, est le produit libre de deuz copies de Z/27). Soit Dy agissant sur la droite
réelle en posant s(x) = —x (symétrie par rapport a 0) et t(x) = 2 — x (symétrie par rapport
a 1). Il y a maintenant trois cas :

- Pour x € R\ Z, nous pouvons prendre U = R\ Z, H = {e}; alors, en notant U, la
composante conneze de x dans U, toute composante connezxe de U est de la forme gU,
pour un unique g € Dy. Donc nous pouvons prendre comme f, : U — Dy, Uapplication
qui envote gU, sur g.

- Pour x € 27Z, supposons d’abord x = 0. Prenons alors U = R\ (2Z + 1) et H = (s).
Notons Us, la composante connexe de U passant par 2n ; observons qu’il y a exactement
deuz éléments g € Do, tels que gUy = Us,,, d savoir g = (ts)" et g = (ts)"s. Ceci définit
Uapplication fo : U — Doy /(s). Pour un x € 27 général, il suffit d’utiliser la conjugaison.

- Pour x € 2Z + 1, supposons d’abord x = 1, posons U = R\ 2Z et H = (t), et procédons
de maniere analogue.

X
3. Pour G discret, considérons un revétement | G de groupe G : la trivialité locale permet
Y
d’écrire X localement comme V X G, ou V est un ouvert de la base Y. Ici l'action G ~ X
est a la fois propre et libre.

4. St X est un CW-complexe et G ~ X est cellulaire, [’action est propre si et seulement si les
stabilisateurs des sommets de X sont compacts.

5.2 L’espace classifiant des actions propres

Définition 5.3. [BCH9/] Un exemple universel pour les G-actions propres est un G-espace
propre EG tel que pour tout G-espace propre X il existe une application continue G-équivariante
f: X — EG, et deux telles applications sont G-équivariamment homotopes.

En langage plus catégorique : EG est un objet final dans la catégorie des G-espaces propres et des
applications G-équivariantes prises a G-homotopie équivariante pres.

Si EG, (EG) sont deux exemples universels pour les G-actions propres, soient f : (EG) — EG et
'+ EG — (EG)' les applications G-équivariantes données par la propriété universelle. Par unicité
a homotopie pres, f o f’ est homotope a l'identité de EG, et f’ o f est homotope a l'identité de
(EG)'. Donc EG est unique a G-homotopie équivariante pres. Par un léger abus de terminologie,
nous appelons EG “le” espace classifiant des actions propres de G.

Une caractérisation intrinseque des exemples universels est donnée par le résultat suivant.

Proposition 5.4. Un G-espace propre Y est un exemple universel pour les G-actions propres si et
seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :
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1. Pour tout sous-groupe compact H de G, ’ensemble des points fizes Y est non vide.

2. Munissons Y x Y de laction diagonale de G ; soient p,p' : Y XY — Y les deux projections.
Alors p, p' sont G-équivariamment homotopes.

Preuve de la nécessité : Si Y est un exemple universel, alors :

1. Si H est un sous-groupe compact, alors G/H est un G-espace propre, donc il existe une
application G-équivariante f : G/H — Y. Comme la classe eH est H-fixe dans G/H, nous
avons f(eH) € Y,

2. L’action diagonale de GG sur Y xY est propre. Comme les applications p, p’ sont G-équivariantes,
par la propriété universelle de Y elles doivent étre G-équivariamment homotopes. 0

Corollaire 5.5. 57 H est un sous-groupe fermé quelconque de G, alors EG est un exemple universel
pour les H-actions propres.

Proposition 5.6. Tout groupe localement compact, a base dénombrable G admet un exemple uni-
versel pour les G-actions propres.

Preuve lorsque G est discret, dénombrable : Définissons EG comme ’ensemble des mesures
de probabilité a support fini sur GG, avec la distance

d(p,v) = [|p — vlle = sup|u(g) — v(9)l,
geG

et 'action de G par translations a gauche. Il est clair qu’il s’agit d’'un G-espace propre. Vérifions
qu’il satisfait les deux conditions de la Proposition 5.4.

1. Si H est un sous-groupe fini de G, alors la probabilité uniforme sur H est H-fixe.

2. Pour 0 <t < 1, lapplication (p,v) +— (1 — t)u + tv fournit une homotopie G-équivariante
entre p (ent=0)etp (ent=1). O

Exemple 5.7. 1. Si G est compact, alors on peut prendre EG réduit a un point. Pour anticiper
sur I’BExemple 7.9, dans ce cas K§(EG) = R(Q), le groupe additif de anneau des représen-
tations de G (de maniére équivalente, le groupe abélien libre sur le dual G) ; et K& (EG) = 0.

2. Si G est un groupe de Lie conneze, soit K un sous-groupe compact maximal de G (rappelons
que K est unique a conjugaison prés), nous pouvons prendre EG = G /K. En particulier, si
G est semi-simple de centre fini, G/K est 'espace symétrique riemannien associé da G.

3. Soit F' un corps local non archimédien (par exemple F' = Q,, les nombres p-adiques), et soit
G un groupe algébrique semi-simple sur F' (par ezemple G = SL,(F)). Alors nous pouvons
prendre pour EG ['immeuble de Bruhat-Tits associé a G.

4. Soit G un groupe discret sans torsion, de sorte que toute action propre soit aussi libre. En
notant EG un G-espace contractile libre”, nous pouvons prendre EG = EG. En posant BG =
EG/G, nous voyons que EG est le revétement universel de BG, de sorte que BG est ’espace
classifiant pour G. Alors K¢(EG) = K;(BG) (i = 0,1).

5. Soit G un groupe localement fini dénombrable, c’est-a-dire que G est une union croissante
dénombrable de sous-groupes finis F,,, disons G = U,>oF,. Alors EG peut étre pris comme
un arbre d’ensemble de sommets [1,,50 G/F, et d’arétes de la forme {gF,, gF, 11}, pour g € G.
Observons que cet arbre se fibrent sur N.

7. Citant A. Connes : “EG est un point sur lequel G agit librement !”
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6 Le membre de gauche de la Conjecture 2.1

6.1 Motivation 1 : K-homologie vs. K-théorie

La K-théorie topologique est une théorie cohomologique sur les espaces. Pour un espace compact
X, le groupe K°(X) est le groupe des différences formelles de classes d’isomorphisme de fibrés
vectoriels complexes sur X, comme nous l'avons déja vu dans I'Exemple 3.9 :

K°(X) = {[E] — [F] : E, F fibrés vectoriels sur X}.

Pour des raisons abstraites, a toute théorie cohomologique il correspond une homologie duale, dé-
finie par la dualité de Spanier-Whitehead. Le dual de la K-théorie est appelé la K-homologie.

Plus précisément, pour X un CW-complexe fini, on peut plonger X dans une sphere SV de
dimension 2N pour N > 0, et on définit la K-homologie de X comme la K-théorie de SV \ U, ot U
est un voisinage tubulaire de X dans S?V. Cependant cette définition n’est pas trés satisfaisante, car
il n’est pas clair qu’elle soit bien définie : en effet il faut vérifier que cette définition est indépendante
de N et indépendante du choix du plongement ; de plus la fonctorialité n’est pas apparente. Par
conséquent une définition plus intrinseque est souhaitable.

6.2 Motivation 2 : Fll(X) d’Atiyah

Atiyah [At70] a suggéré une construction directe de cycles en K-homologie.

6.2.1 Opérateurs de Fredholm

Soit ‘H un espace de Hilbert (de dimension infinie, séparable) et B(#H) la C*-algebre des opérateurs
linéaires bornés sur H.

Définition 6.1. Un opérateur T € B(H) est un opérateur de Fredholm si [image Im(T') est
fermée et les espaces Ker(T) et Coker(T') := H/Im(T) sont de dimension finie. L’indice de T est
alors défini par

Ind(T) = dim¢ Ker(T') — dimc Coker(T).

De maniere équivalente, un opérateur borné 7' est de Fredholm si 7' est inversible modulo les
opérateurs compacts (théoreme d’Atkinson). Si T' est de Fredholm, alors Coker(T) s’identifie a
Im(T)t = Ker(T*).

Notons Fred(H) 'ensemble des opérateurs de Fredholm sur A, muni de la topologie de la norme
d’opérateur. Observons que, pour S, T € Fred(H), nous avons S & T € Fred(H & H) et Ind(S &
T) = Ind(S) + Ind(T). Pour un espace compact X, notons [X, Fred(H)] 'ensemble des classes
d’homotopie d’applications continues X — Fred(H). En composant la somme directe avec une
identification quelconque H @ H ~ H, nous munissons [X, Fred(H)] d’une structure de monoide
commutatif.

Théoréme 6.2. (Atiyah) Pour X compact, K°(X) ~ [X, Fred(H)] en tant que monoides commu-
tatifs.
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La preuve du Théoréme 6.2 repose sur une idée simple : si T : X — Fred(H) est une applica-
tion continue, il est tentant de considérer les deux champs d’espaces vectoriels de dimension finie
(Ker(T,))zex, (Coker(T,))sex et de prendre la différence formelle comme élément de K°(X). La
difficulté est que ces deux champs d’espaces vectoriels ne sont pas nécessairement des fibrés vecto-
riels sur X (la trivialité locale peut échouer), donc un certain travail est nécessaire pour prouver
que la différence formelle est bien définie comme élément de K°(X) (voir [At67]).

6.2.2 Opérateurs elliptiques et modules de Fredholm

Soit M une variété fermée, et soit P un opérateur différentiel elliptique, disons d’ordre m, agis-
sant sur les sections d’un fibré vectoriel (éventuellement trivial) sur M. Introduisons les espaces
de Sobolev H*, consistant en les sections ayant des dérivées partielles de carré intégrable jusqu’a
I'ordre m. Alors P : H® — H*™™ est borné. Par ellipticité il admet une paramétrique, c¢’est-a-dire
un inverse modulo les opérateurs d’ordre inférieur, et donc P est de Fredholm ; de plus son indice
est indépendant de s > m.

Pour les opérateurs pseudo-différentiels elliptiques d’ordre 0, nous pouvons prendre s = 0 et tra-
vailler simplement avec des espaces de Hilbert de sections de carré intégrable.

Exemple 6.3. Prenons M = S et P = %% agissant sur L*([0, 27], g—;) Dans la base trigonomé-
trique ex(t) = e** (k € Z), nous avons P?(ey,) = ke, et (1+P?*)V?(e},) = (1+k?)"/%e. Considérant
(14 P2 comme un opérateur d’ordre 1, inversible, nous avons :

P k

A+ P2 = e

et est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0. Alors

__P
(1+P2)1/2
P 1
11— (————)? = —
( ((1+P2)1/2) )(@C) 1 +k326k
de sorte que 1 — (W)Q est un opérateur compact, et ﬁ est de Fredholm (bien str d’indice
0, car il est auto-adjoint).

Exemple 6.4. Soit M une variété riemannienne fermée. Soit A*T*M la k-iéme puissance exté-
rieure du fibré cotangent T*M (de sorte que les sections de A¥T*M sont exactement les k-formes
sur M ). Posons

ATT*M := @ NPT M; AT M := @A M.

En notant d la différentielle extérieure sur les formes, définissons un opérateur P : L2(ATT*M) —
LA(A=T*M) par P = d + d*. Alors P*P = d*d + dd* est l'opérateur de Laplace-de Rham sur les
formes différentielles, et I := P(1+P*P)~'/2 est un opérateur pseudo-différentiel elliptique d’ordre
0. De plus

Ker(F) = @g>0{2k-formes harmoniques}; Coker(F) = &>0{(2k + 1)-formes harmoniques}.

Donc Ind(F) = x(M), la caractéristique d’Euler-Poincaré de M.
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L’idée d’Atiyah consiste a rappeler que les espaces de Hilbert associés aux opérateurs géométriques
comme ci-dessus, sont aussi des modules sur C*°(M) (ou méme C(M)) agissant par multiplication
ponctuelle sur les sections. Or un opérateur différentiel ne commute bien stir pas avec la multipli-
cation par les fonctions mais, a cause de la regle de Leibniz, il commute avec les fonctions modulo
les opérateurs d’ordre inférieur.

Exemple 6.5. Prenons M = S! et P = % comme dans ’Ezemple 6.3. Alors pour f,& € CH(S?) :

P16 = (PF — FP)(E) = (e — f&) = T

de sorte que [P, f] est la multiplication ponctuelle par fT./, qui s’étend en un opérateur borné sur L?,
car il n’implique plus aucune différentiation.

Si P est pseudo-différentiel d’ordre 0, alors en fait [P, f] est un opérateur compact pour tout

fecCc(M).

Exercice 6.6. Vérifier ceci pour l’opérateur de I’Exemple 6.3.

___ P
(1+P2)1/2
Fortement motivés par I’Exemple 6.4, nous définissons :

Définition 6.7. Soit X un espace compact. Un triple (HT,H™, F') est un module de Fredholm
sur C(X) si
- HT,H™ sont des espaces de Hilbert qui sont des modules sur C(X), c’est-a-dire qu’il existe
des *-homomorphismes 74 : C(X) — B(H*).
- F:HY — H ™ est un opérateur borné, de Fredholm.
- Pour tout f € C(X), Uopérateur Fr,(f) —n_(f)F est compact.

Atiyah note EIl(X) I’ensemble des classes d’équivalence unitaire de modules de Fredholm sur X :
ce sont les cycles pour la K-homologie. La correspondance X — ElI(X) est covariante : en effet
si  : X — Y est une application continue, alors o* : C(Y) — C(X) : f — f o« désigne le
s-homomorphisme dual, et si (K", ", P) est un module de Fredholm sur C'(X), en composant
avec «* on obtient le module de Fredholm a,(H*,H~, P) sur C(Y).

Dans son article [At70], Atiyah laisse comme question ouverte la définition précise de la relation
d’équivalence & imposer sur Ell(X) afin d’obtenir Ky(X), mentionnant qu’elle devrait étre liée a
I'homotopie. Kasparov [Ka95] a élaboré la notion précise d’homotopie (nous développerons ceci
dans la sous-section 7.1 ci-dessous) de sorte que nous pouvons définir :

Ko(X) = Ell(X)/homotopie.

6.3 (G-modules de Fredholm

Nous expliquons ici comment modifier la construction de la sous-section précédente lorsqu’on met
une action de groupe dans le tableau.

Soit X maintenant un G-espace propre. Disons que X est G-compact si 'espace quotient G\ X est
compact.
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Définition 6.8. Soit X un espace propre, G-compact. Un G-module de Fredholm sur X est un
triple (HT,H ™, F) ou :

- HT,H™ sont des espaces de Hilbert munis de représentations unitaires (fortement continues)
de G et de représentations G-covariantes ., m_ de Co(X).

- F:HT = H ™ est un opérateur linéaire, borné, G-équivariant.
- Pour tout f € Co(X), Uopérateur m_(f)F — Fr(f) est compact.
- Il existe un opérateur linéaire, borné, G-équivariant Q : H~ — H* tel que pour tout f €

Co(X) les opérateurs m, (f)(QF — 1) et m_(f)(FQ — 1) soient compacts.

Pour X un espace propre G-compact, nous définissons alors la K-homologie G-équivariante de X :
K§(X) = {G — modules de Fredholm sur X }/(homotopieG — équivariante).

Nous pouvons alors définir le membre de gauche de la Conjecture 2.1

Définition 6.9.
el T e
Ky (EG) = Xlgﬁa Ky (X)

ot la limite est prise sur [’ensemble dirigé des sous-ensembles propres G-compacts X de EG.

La limite dans le membre de droite de la Définition 6.9 prend en compte le fait que EG n’est
pas nécessairement G-compact et compense son manque d’unicité (rappelons qu’il n’est défini qu’a
G-homotopie équivariante pres).

L’exemple suivant généralise I'Exemple 6.4 au cadre G-équivariant.

Exemple 6.10. Soit M wune variété riemannienne lisse, compléte, et soit G ~ M une action
propre, isométrique, G-compacte. Soient E* des fibrés vectoriels lisses G-équivariants sur M, et
soit H* = L2(M, EF) leurs espaces de sections L?. Soit F : HY — H™ un opérateur G-équivariant,
elliptique, pseudo-différentiel d’ordre 0. Alors (HT,H™, F) est un G-module de Fredholm sur M.

Exemple 6.11. Pour se rapprocher de I’Exzemple 6.4, spécialisons I’Exemple 6.10 en prenant H* =
L}(A*TM),P =d+d* et F = P(1+ P*P)~Y2. Lopérateur Q de la Définition 6.8 peut étre pris
égal 4 Q = F*. L'opérateur QF —1 = —(1+ P*P)~! n’est pas compact lorsque M n’est pas compact,
mais il est “localement compact”, c’est-a-dire que w (f)(QF — 1) est compact pour f € Co(M).
Pour voir ce dernier point, nous pouvons supposer que f est a support compact avec support dans
une carte ouverte de M, ce qui nous permet de remplacer M par le n-tore T" (n = dim M). Sur
T™ la compacité souhaitée peut étre montrée a l'aide des séries de Fourier.

7 KK-théorie et application d’assemblage

Références pour cette section : [B198], [Ka95], [Ka88], [MVO03].

Pour définir I'application d’assemblage, nous avons besoin de la théorie de Kasparov, qui fournit
en fait le bon cadre a la fois pour la K-théorie et la K-homologie des C*-algebres.
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7.1 Théorie de Kasparov

Le but est d’associer, a chaque couple (A, B) de C*-algebres séparables, des groupes abéliens
KK;(A,B) (i =0,1), contravariants en A, covariants en B, tels que

- Le groupe de K-théorie K;(B) est naturellement isomorphe a K K;(C, B).

- (stabilité) Si p € K est une projection de rang 1, 'homomorphisme A - AQ K :a+— a®p
induit un isomorphisme K K;(A® K, B) ~ KK;(A, B). De méme KK;(A,B) ~ KK;(A,B®
K).

- (suites exactes scindées) En chacune des deux variables, K K; envoie les suites exactes courtes
scindées de C*-algebres sur des suites exactes courtes scindées de groupes.

La propriété principale de la KK-théorie est I'existence d'un produit associatif, le produit de Kas-
parov :

Théoréme 7.1. (Kasparov [Ka95]) 1l existe un produit associatif, bi-additif
KKZ(A, B) X KKJ<B, O) — KKH_]‘(A, C) : (ZE,y) = T QBY

(avec les indices comptés modulo 2) qui fait de KKy(A, A) un anneau unifére. De plus tout *-
homomorphisme f : A — B définit un élément [f.] € KKy(A, B) tel que [f.] ®py = f*(y) pour
tout y € KK;(B,C). De méme, si g : B — C est un x-homomorphisme, alors © Qp [g.] = g«(x)
pour tout x € KK;(A, B).

Ceci signifie que D'assignation f ~— [f.] définit un foncteur de la catégorie des C*-algebres sépa-
rables avec x-homomorphismes, vers la catégorie additive ayant les mémes objets et les éléments de
KKy(A, B) comme morphismes de A vers B. Si f,g : A — B sont des *-homomorphismes, alors
f + g n’est généralement pas un x-homomorphisme, mais [f.] + [g.] a un sens dans K Ky(A, B).

Apres cette publicité pour la K K-théorie, entrons dans plus de détails.

Nous rappelons quelques termes concernant les modules de Hilbert C* (pour lesquels une bonne
référence est [La9d5]). Si B est une C*-algebre et £ est un module de Hilbert C* (& droite) sur
B, nous notons Lp(€) la C*-algebre des opérateurs adjointables sur £, et Kp(€) l'idéal fermé
des opérateurs B-compacts. Rappelons qu'un opérateur est B-compact s’il est limite en norme de
sommes d’opérateurs de la forme z +— (z|&)n, pour certains £, 1 € A.

Définition 7.2. Un cycle pour KKy(A, B) est un triple (E7,E7,F) ou

- EF est un module de Hilbert C* sur B, muni d’une représentation de A donnée par un *-
homomorphisme i« A — Lp(EF), et F € Lp(ET,E7).

- Pour tout a € A, nous avons (F*F — 1)ny(a) € Kp(ET) et (FF* — 1)m_(a) € Kp(&E7).
- Pour tout a € A, nous avons Fry(a) —7_(a)F € Kg(ET,E7).

Exemple 7.3. Si f : A — B est un x-homomorphisme, définissons [f.] = (B,0,0), ot B est vu
comme module de Hilbert C* a droite sur lui-méme, et comme A-module a gauche via f. Alors,
comme Kg(B) = B, nous voyons que toutes les conditions de la Définition 7.2 sont satisfaites.

Définition 7.4. Un cycle pour KKi(A, B) est un couple (€, P) ot
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- & est un module de Hilbert C* sur B, muni d’une représentation de A donnée par un *-
homomorphisme m: A — Lg(E), et P = P* € Lg(E).

- Pour tout a € A, nous avons (P? — P)r(a) € Kg(€E).

- Pour tout a € A, nous avons [P,m(a)] € Kg(E).

La notion pertinente d’homotopie est alors :

Définition 7.5. Deux cycles xg,x; pour KK;(A, B) sont homotopes s’il existe un cycle y pour
KK;(A,B® C[0,1]) tel que e (y) soit isomorphe d zo et e (y) soit isomorphe d x1, ot e® :
B ® C[0,1] — B désigne l’évaluation au temps t.

Nous définissons alors K K;(A, B) comme I'ensemble des cycles correspondants modulo homotopie.

Proposition 7.6. Muni de la somme directe, KK;(A, B) (i =0,1) est un groupe abélien.

/////

7.4, tous les opérateurs supposés B-compacts, sont en fait nuls.

Affirmation : Tout cycle dégénéré pour K Ky(A, B) (resp. KK;(A, B)) est homotope au cycle tri-
vial (0,0,0). En effet (disons ¢ = 1), soit x = (£, P) un cycle dégénéré pour KK;(A, B). Alors
y=(E®C[0,1[, P®1) est un cycle pour KK;(A, B® C|0,1]) (raison : comme Kp(E ® Cyl0, 1) =
Kg(€) ® Cyl0, 1], nous voyons que y est un cycle car x est dégénéré). Comme e,(f)(y) = r pour

0<t<let eil)(y) = (0,0), nous voyons que y fournit I’homotopie souhaitée.

Nous commengons maintenant la preuve de la Proposition elle-méme.

- (i = 0) Lélément nul de K Ky(A, B) est la classe du cycle trivial (0,0,0). L’opposé du cycle
(ET,E7,F) est (E7,ET, F*). En effet

Etme £ @ET, ( P;ICI?(S%;) ;S:éls(gg) )) (t€[0,1])

F 0

est une homotopie entre (E*Y®E,E-DET, ( 0 F*

)) et le cycle dégénéré (ET D E,E- @

ET, ( (1) _01 >) Nous concluons en utilisant I'affirmation.

- (1 = 1) L’élément nul de KK, (A, B) est la classe de (0,0). L'opposé du cycle (€, P) est
(€,1— P). En effet

Eot, ( Pcos(gt)1+ (1 — cos(%t)) +sin(%t) " ) (t € [0.1])

2
5 sin(5t) —Pcos(3t) + 5(1 + cos(3

P 0
0 1-P

1/2 1/2

est une homotopie entre (€ G €, < 1/2 1/2

) et le cycle dégénéré ( ) La encore,
I'affirmation permet de conclure.
Exercice 7.7. Vérifier les détails de la preuve précédente.

Exemple 7.8. (suggéré par le rapporteur) La structure d’anneau sur K Kqo(A, A) n’est pas commu-
tative en général. Par exemple, K Ko(C?,C?) est isomorphe en tant qu’anneau o Mo(Z).
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7.2 Théorie de Kasparov équivariante

Nous indiquons maintenant les changements a faire pour passer de la KK-théorie a la KK-théorie
équivariante. Soit donc G satisfaisant les hypotheses usuelles. Soient A, B des G — C*-algebres,
c’est-a-dire des C*-algebres munies d’actions continues de G par x-automorphismes. Soit £ un C*-
module sur B, supposons que & soit muni d’une action continue de G par opérateurs linéaires.
Disons que & est un module de Hilbert G — C* si, pour tout g € G,be€ B,{,ne & :

g(§.b) = (g€).(gb) et (g&lgn) = g.(&|n)-

Alors, dans la définition des cycles pour K K¢ (A, B), nous exigeons que les C*-modules soient des
G — C*-modules sur B, et que les représentations de A soient G-équivariantes. De plus (disons pour
i = 1) Popérateur P doit satisfaire les deux conditions suivantes :

- L’application g — ¢ - P est continue en norme sur G.
- Pour tout a € A, g € G, nous avons (¢g- P — P)w(a) € Kg(&).

Les groupes K K-équivariants K K& (A, B) sont alors définis comme les cycles modulo homotopie,
comme dans la sous-section 7.1. Ce sont des groupes abéliens, comme dans la Proposition 7.6. De
plus, en supposant les G — C*-algebres séparables, toutes les propriétés souhaitables listées au début
de la sous-section 7.1 sont vérifiées, en particulier 'analogue équivariant du Théoreme 7.1 sur le
produit de Kasparov (voir [Ka88]).

En particulier KK§ (A, A) est un anneau unifere, d'unité donnée par 14 = [ida, *| ol id4 est
I'identité sur A; c’est la classe représentée par (A,0,0) avec 'action & gauche usuelle de A.

Exemple 7.9. Pour G compact et A = C avec action triviale de G, nous avons KK§(C,C) =
R(G), lanneau des représentations des classes d’isomorphisme de représentations de dimension
finie de G. D’autre part KK (C,C) = 0.

Une construction utile en KK-théorie équivariante est |’ extension des scalaires. Pour des C*-algebres
A, B, notons A ®,,;, B le produit tensoriel C* minimal de A et B.

Proposition 7.10. Soient A, B,C des G — C*-algébres séparables. Il existe un homomorphisme
70 : KKE(A,B) = KK (A Qumin C, B @min C) qui est naturel et compatible avec le produit de
Kasparov. Pour i = 0 il est donné par (EY,E7,F) — (ET®C,E- @ C,F ® 1¢), et de maniére
analogue pour i = 1.

Nous pouvons maintenant revisiter la définition de la K-homologie équivariante (comparer avec la
Définition 6.9) :

Définition 7.11. 57 X est un espace propre, G-compact, posons

K& (X):= KK (Cy(X),C) (i =0,1).

SiY est un G-espace propre quelconque (par exemple Y = EG), posons
K7(Y) =lim K7 (X) (i =0,1),

ot la limite est prise sur l’ensemble dirigé des sous-ensembles propres G-compacts X de Y .
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Nous passons maintenant aux compatibilités entre KK-théorie équivariante et non équivariante.
Rappelons que, si le groupe G agit continiiment sur la C*-algebre A par x-automorphismes, nous
pouvons définir le produit croisé complet A x G et le produit croisé réduit A x,. GG. Tous deux sont
définis comme des complétions convenables de C.(G, A), 'espace des fonctions continues a support
compact sur G a valeurs dans A muni de la convolution tordue : pour fi, fo € C.(G,A),g € G :

(fix f2)(9) = [ AB)(h- (falh™'9))) db )

Exemple 7.12. Pour A = C avec l'action triviale de G, nous obtenons C x G = C*(G), la C*-
algebre de groupe compléte ; et C x, G = CF(G), la C*-algébre de groupe réduite apparaissant
dans la Conjecture 2.1.

Nous notons Ay ¢ : A x G — A X, G le *-épimorphisme canonique du produit croisé complet vers
le produit croisé réduit. Si G' est moyennable, alors A4 ¢ est un isomorphisme. La réciproque est
fausse. Par exemple, si G est quelconque et X est un G-espace propre, nous utiliserons plus loin
que Ay (x),¢ est toujours un isomorphisme (voir par exemple [AD87]).

Pour A = C, nous notons \g : C*(G) — C}(G) le *-épimorphisme canonique associé a la représen-
tation réguliere de G. Or A\g est un isomorphisme si et seulement si G est moyennable.

Proposition 7.13. Il existe des homomorphismes naturels de descente
jo: KKC(A B) - KK, (AxG,Bx@G)

et
ja: KKS(A B) = KKi{(Ax, G, Bx,G),

compatibles avec les produits de Kasparov, tels que le diagramme suivant soit commutatif :

KKS(A, B) 99 KK (AxG,BxG)

jG \L \l/ (AB,G)*

(Aﬁg*

KK;(Ax,G,Bx,G) KK;(AxG,Bx,G)

7.3 L’application [ig
Nous sommes maintenant presque préts a définir le dernier ingrédient de la Conjecture 2.1, a savoir
I’application d’assemblage. Elle sera obtenue en appliquant d’abord la descente a une classe de
K-homologie équivariante, puis en couplant la K K-classe résultante avec une classe canonique
associée au G-espace propre.

7.3.1 L’idempotent canonique

Soit X un espace propre, G-compact. Notons C.(X) l'espace des fonctions continues a support
compact sur G.

Lemme 7.14. 1. Il existe h € C.(X) non négative telle que [ h(s™'-x)ds =1 pour tout v € X.
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2. Posons px(z,s) = \/h(x)h(s™ - x). Alors px est un idempotent dans C.(X X G) (muni de
la convolution tordue comme en (2).

Preuve:

1. Par G-compacité, nous trouvons une fonction non négative g € C.(X) dont le support ren-

contre chaque G-orbite dans X. Nous posons alors h(z) := %.
G

Exemple 7.15. Pour G = Z agissant par translations entiéres sur X = R, nous pouvons
prendre
r+1 sixze[-1,0]
hizx)=¢ 1—a sizel0,]1]
0 stnon

2. Pour fi, fo € C.(X x G),z € X, g € G, nous avons par (2) :

(fi* fo)(z,9) = /Gfl(x,s)fz({l 1,8 g)ds.

Alors
px (@, 9) = /G[h(fv)h(S‘1 ~a)h(s™h - a)h(g™t - 2)] P ds = (h(@)h(g™" - 2))'? = px(, g)
ou la 2éme égalité découle de la premiere partie du lemme. O

Nous notons [px] la classe de la projection px dans Ky(Cy(X) x G) = KKy(C, Cy(X) x G). Notons
que [px] est indépendant du choix de la fonction h dans le Lemme 7.14 : la raison est que 1'ensemble
des fonctions h satisfaisant la partie 1 du lemme, est convexe.

Définition 7.16. [px] est [’élément canonique dans K K,(C,Cy(X) x G).

7.3.2 La conjecture de Baum-Connes a coefficients

Pour X un sous-ensemble propre, GG-compact de EG, nous définissons 1’application
/jG,X : KK?(C(KX),C) — KKZ(C,O*(G)) = KZ(O*G) LT [px] ®CO(X)><G :]v(;(l')

Notons qu’ici nous n’avons pas besoin de toute la force du produit de Kasparov. En effet, en consi-
dérant px comme un x-homomorphisme C — Cy(X) x G, nous pouvons tout aussi bien définir

fic.x () = v (ja(2))-

Pour les X dans ’ensemble dirigé des sous-ensembles propres G-compacts de EG, les applications
fic,x se recollent et définissent

fic : KE(EG) = lim KK (Cy(X),C) = K;(C*G).
Plus généralement, pour toute C*-algebre B avec une action continue de G, nous posons

fic.s - KK{(EG,B) := lim KK{(Co(X),B) = Ki{(BxG) 1z [px] ®cyxyuc ja,p(x)
(on z € KK (Cy(X), B)).
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Définition 7.17. Pour B comme ci-dessus, [’application d’assemblage pour G et B est [’ap-
plication ugp : KKE(EG, B) — K;(B %, G) donnée par jc.p = (Ag.B)« © fig.B-

L application d’assemblage pour G est g = (A\q)« 0 fig : KE(EG) — K;(C*(Q)).
La conjecture de Baum-Connes a coefficients pour G est I’énoncé suivant.

Conjecture 7.18. Pour toute C*-algébre B munie d’une action continue de G par x-automorphismes,
Uapplication pg g : KKE(EG, B) — Ki(B %, G) (i =0,1) est un isomorphisme.

La Conjecture 2.1 est bien sir le cas B = C de la Conjecture 7.18. Cette derniere a des avantages
et des inconvénients par rapport a la premiere.

- La Conjecture 7.18 est connue pour étre stable par passage a un sous-groupe fermé, tandis
que I’énoncé correspondant est inconnu pour la Conjecture 2.1.

- La Conjecture 7.18 a été démontrée pour des classes importantes de groupes, voir les Théo-
remes 8.9 et 8.10 ci-dessous.

- Malgré ces résultats positifs, la Conjecture 7.18 est fausse en général : des contre-exemples
ont été construits par N. Higson, V. Lafforgue et G. Skandalis [HLS02].

7.4 L’application d’assemblage pour les groupes discrets

Dans toute cette sous-section, supposons les groupes discrets.

7.4.1 La conjecture de Novikov forte

Si X est G-propre et de plus G agit librement sur X, alors K&(X) = K;(G\X). En particulier
Kf(EG) = K;(BG). Par la propriété universelle de EG, nous avons une application G-équivariante
EG — EG, unique a G-homotopie équivariante pres. Nous obtenons donc une application cano-
nique ¢, : K;(BG) — K¢(EG) qui est connue pour étre rationnellement injective (voir la section 7

dans [BCH94)).

L’énoncé suivant est connu sous le nom de conjecture de Novikov forte pour G :

Conjecture 7.19. L’application ug o v, @ K;(BG) — K;(C}(G)) (i = 0,1) est rationnellement
mnjective.

7.4.2 Fonctorialité de ’assemblage

Nous discutons ici des propriétés de fonctorialité des applications d’assemblage fig et ug. La C*-
algebre compléte est pleinement fonctorielle : tout homomorphisme de groupes o : G — H induit
un *-homomorphisme noté par la méme lettre : o : C*(G) — C*(H). Il s’avere que les applications [i
sont pleinement fonctorielles (voir [MVO03]), ¢’est-a-dire que le diagramme suivant est commutatif :

KG(EG) £% K(C*(@))
Qs Lo
K(EH) 5 K,(C*(H))
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On ne sait pas si ug est fonctorielle. Cependant, comme la C*-algebre de groupe réduite est foncto-
rielle pour les homomorphismes de groupes injectifs (tout homomorphisme injectif G < H induit
un *-homomorphisme injectif C*(G) < C*(H)), I'application p¢ est certainement fonctorielle par
rapport aux homomorphismes de groupes injectifs.

Bien siir, sur la classe des groupes moyennables p¢ est pleinement fonctorielle car C*(G) = C¥(G).
Cependant, pour les groupes non moyennables C*(G) est souvent simple (c’est le cas pour les
groupes libres, ou plus généralement pour les réseaux dans les groupes de Lie simples, voir [BCH94)),
donc C¥(G) n’est généralement pas fonctorielle pour les homomorphismes de groupes non injectifs.

7.4.3 L’obstruction de la propriété (T)

Les bonnes propriétés de fonctorialité de jig soulévent une question naturelle : se pourrait-il que
i soit un isomorphisme ? Si oui, comme pg = (Ag)« © fig et que pug devrait étre un isomorphisme
par la Conjecture 2.1, cela impliquerait que (Ag). : K;(C*(G)) — K;(C}(G)) est un isomorphisme.
Cependant, ceci n’est pas vrai en général, comme I’a observé Connes des 1980 :

Proposition 7.20. Si le groupe localement compact non compact G a la propriété (T) de Kazhdan,
alors (Ag)« : Ko(C*(G)) — Ko(C}(G)) n'est pas injective.

V. Lafforgue a prouvé dans [La02] que p¢ est un isomorphisme pour les groupes hyperboliques (dé-
nombrables), dont certains ont la propriété (T) (par exemple les réseaux uniformes dans le groupe de
Lie Sp(n, 1), (n > 2)). Pour ceux-ci, il découle de la Proposition 7.20 que jig N'EST PAS surjective.

Preuve de la Proposition 7.20 : Le groupe G a la propriété (T) si et seulement s’il existe une
projection pg € C*(G) telle que, pour toute représentation unitaire m de G, la projection 7(pg)
soit la projection orthogonale sur le sous-espace des vecteurs 7(G)-fixes. Alors

- En prenant pour 7 la représentation triviale de dimension un € de GG, nous obtenons €(pg) = 1
ce qui montre que [pg| est d’ordre infini dans Ky(C*(G)).

- En prenant pour 7 la représentation réguliere \g, qui n’a pas de vecteur G-fixe non nul car
G est non compact, nous obtenons Ag(pg) = 0, ce qui achéve la preuve. 0]

Dans un article de la méme série, P. Julg [Ju26] discute quand (Ag). : K;(C*(G)) — K;(CH(Q))
est un isomorphisme, conduisant au concept de K-moyennabilité.

8 La méthode “Dirac-dual Dirac”

La méthode “Dirac-dual Dirac”, introduite par Kasparov [Ka95] dans des cas particuliers et for-
malisée par Tu [Tu00], est I'un des outils les plus puissants pour attaquer les Conjectures 2.1 et

7.18.

8.1 La méthode abstraite

Nous avons besoin du concept de G — C*-algebre propre D. Intuitivement, cela signifie que si nous
identifions le centre Z(D) a Cy(X) pour un certain espace localement compact X, l'action de G
sur X est propre. Plus précisément :
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Définition 8.1. Soit X un G-espace. Une G — X — C*-algebre est une G — C*-algébre D munie
d’un homomorphisme G-équivariant Co(X) — Z(M (D)) (le centre de l'algébre des multiplicateurs
de D) qui de plus est non dégénéré, c’est-a-dire span(Co(X)D) = D. La G —C*-algébre D est alors
propre s’il existe un G-espace propre X tel que D soit une G — X — C*-algébre.

C’est un résultat crucial dit & Chabert, Echterhoff et Meyer [CEMO01], que la conjecture de Baum-

Connes a coefficients propres est vérifiée pour des groupes arbitraires 8.

Théoréme 8.2. Si D est une G — C*-algébre propre, alors Uapplication ugp : KKE(EG, D) —
K;(D %, G) (i =0,1) est un isomorphisme.

Considérons maintenant ’hypothese suivante sur un groupe donné GG

Hypotheése (*) : Il existe une G —C*-algébre propre D et des éléments o € KK (D, C) (I'“élément
de Dirac”) et f € KK (C, D) (I'“élément dual-Dirac”) tels que 8 ®p a = 1¢ dans KK§(C,C).

L’hypothese (*) est en fait tres forte, car elle implique la conjecture de Baum-Connes a coefficients !
En effet :

Proposition 8.3. Sous l’hypothése (*), la Conjecture 7.18 est vérifiée.

Preuve: Soit B une G — C*-algebre. Ecrivons B ® D pour B ®min D. Nous avons le diagramme
commutatif suivant :

KKS(EG,B)  “2Y KKSEGBeD) PP KKS(EG,B)
ATey: ~| pa,BeD . ey
Ki(Bx,G) i@ pBe D), q) “Eeueldmm @O g @)

L’application verticale centrale est un isomorphisme car B® D est une G — C*-algebre propre, donc
la Proposition 8.2 s’applique. Or I'hypothése (*) implique que les compositions des applications
horizontales sont des isomorphismes, en haut et en bas. L’injectivité de ug g découle alors de la
partie gauche du diagramme, tandis que la surjectivité découle de la partie droite. O

Prenons B = C dans la preuve précédente et observons que la méme preuve fonctionnerait avec ug
remplacé par fig, de sorte que '’hypothese (*) implique aussi que fig est un isomorphisme. D’apres
la discussion de la sous-section 7.4.3, cela implique que (Ag). est un isomorphisme, ce qui n’est
pas vérifié par exemple pour les groupes ayant la propriété (T) (voir la Proposition 7.20). Ceci
montre que '’hypotheése (*), bien que satisfaite dans certains cas intéressants (voir le Théoreme 8.9
ci-dessous) est en fait trop forte. J.-L. Tu [Tu00] a proposé le substitut suivant.

Définition 8.4. Un élément v est un élément v € KK§ (C,C) tel que
1. 1l existe une G — C*-algébre propre D, et des éléments o € KK (D, C) (“élément de Dirac”),
B e KKE(C,D) (“élément dual-Dirac”) tels que v = 8 ®p a.
2. Pour tout sous-groupe compact F de G, image de ~y sous l'application de restriction RestL, :
KK§(C,C) — R(F) est la représentation triviale de dimension un ep.

La seconde condition de la définition ci-dessus garantit la non-trivialité d’un élément . L’hypothese
(*) signifie que I'unité 1¢c de KK§(C,C) est un élément . Le résultat suivant est dii & Tu.

8. Pour D commutative et G un groupe de Lie connexe, ce résultat avait été obtenu antérieurement dans [Va88].
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Théoréme 8.5. 1. Si un élément v existe dans KK§(C,C), alors il est unique et de plus c’est
un idempotent dans KK§(C,C).

2. Supposons qu’un élément ~y existe. Alors

(a) Pour toute G—C*-algébre B, lapplication ug g est injective. En particulier la conjecture
de Novikov forte (Conjecture 7.19) est vérifiée.

(b) Pour une G — C*-algébre B, l'application ug p est surjective si et seulement si Uappli-
cation @pg,cTex.c(7) est Uidentité sur K;(B %, G) (i =0,1).

Quelques commentaires sur la preuve. Si nous avons un élément v noté ~, alors v ®c¢ ~v est encore
un élément v, donc v ®¢ v = v découle de I'unicité de . Pour la seconde partie, considérons
le méme diagramme commutatif que dans la preuve de la Proposition 8.3. Il est montré que la
composition des applications de la ligne supérieure est l'identité, d’ou l'injectivité de pg p. Le
critére de surjectivité découle de maniere similaire.

8.2 Exemples et résultats

Donnons I’exemple classique d'un élément de Dirac.

Exemple 8.6. Soit M une variété riemannienne lisse, compleéte, et soit G ~ M une action propre,
isométrique, G-compacte. Prenons H* = L*(A*TM), P = d+d* et F = P(1+ P*P)~'/2. Prenons
de plus D = Co(M), une G — C*-algébre propre. Par I’Exemple 6.11 nous avons [’élément o =
(HY,H™,F) € KKo(Co(M),C), que nous appelons l’élément de Dirac associé a M.

Voici maintenant ’exemple classique d’'un élément dual-Dirac.

Exemple 8.7. Dans la situation de [’Ezemple 8.6, supposons de plus que M soit simplement
connexe a courbure non positive (de sorte que M est un modéle pour EG). Par le théoréme de
Cartan-Hadamard, deux points quelconques x,y € M sont reliés par un unique segment géodésique
que nous notons [x,y|. Soit xg un point base dans M, posons p(x) = M, ou dyy désigne la dis-
tance riemannienne sur M. Notons Co(AXT M) l'ensemble des formes différentielles continues s’an-
nulant a U'infini sur M, et voyons-le comme un module de Hilbert C* sur Co(M). Voyons la différen-
tielle dp comme une 1-forme et définissons 'opérateur (non borné) P : Co(ATTM) — Co(A~TM)
par
P = ext(dp) + int(dp),

ot (pour w € Co(ATTM)) : ext(dp)(w) = dp Aw et int(dp)(w) est la contraction de la forme w sur
le champ de gradient Vp de p. Alors P*P est simplement la multiplication ponctuelle par la fonc-
tion ||dp||* = | Vpl|?. Mais Vp(x) est un vecteur tangent en x d la géodésique [z, x], pointant vers
Uextérieur a partir de xqy, de norme dy(xg, z). Donc (1 + P*P)~! est la multiplication ponctuelle
par m qui est continue et tend vers 0 a l'infini de M et définit donc un opérateur compact
au sens des C*-modules.

Pour g € G, lopérateur gPg~" est 'opérateur similaire défini par rapport au point base xfy = g,
dar (z)),x)?

a laide de la fonction p'(r) = =5
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Lo

FIGURE 1 : P et gPg~!

On vérifie que |[V(p — p')|| reste borné sur M : pour le voir, utiliser le fait que 'angle 6, entre
Vp(z) et Vp'(z), tend vers 0 lorsque x tend vers 'infini dans M). En conséquence, en définis-
sant F = P(1 + P*P)~'2 nous pouvons définir I'élément 3 = (Co(ATTM),Co(A"TM),F) €
KK§(C,Co(M)) et nous I'appelons 1’é1ément dual-Dirac.

Ceci est vérifié par exemple si M est soit un espace euclidien (de dimension finie), soit un espace
symétrique riemannien de type non compact.
Si M satisfait les hypotheses des Exemples 8.6 et 8.7, nous pouvons former

7:5®CO(M) o€ KK(?(C,(C) :

c’est un élément  (voir [Ka95]) décrit, dans I'image des opérateurs non bornés, par (L2(ATTM), L*(A"TM), D
avec
D =d+ d* + ext(dp) + int(dp). (3)

Remarque 8.8. Lorsque M est l'espace euclidien de dimension n E", U'opérateur D? est trés lié
a Uopérateur d’oscillateur harmonique sur E™. En effet, si w est une k-forme, nous avons (pour
xeE"):
D?w(z) = Aw(z) + ||lz||?w(z) + (2k — n)w(z).

Théoreme 8.9. Dans le cadre des Exemples 8.6 et 8.7, l’égalité v = 1¢ est vérifiée lorsque :

- M =E" (voir Kasparov [Ka95]).

- M =H"(R), l'espace hyperbolique réel de dimension n (voir Kasparov [Ka84)).

- M =H"(C), l’espace hyperbolique complexe de dimension n (voir Julg-Kasparov [JK95]).
Donc la Conjecture 7.18 est vérifiée pour tous les groupes agissant proprement et isométriquement

sur M comme dans le Théoreme 8.9. Maintenant des éléments v ont été construits dans d’autres
situations.

Théoreme 8.10. Un élément v existe pour les classes de groupes suivantes.
- Groupes agissant proprement sur des arbres localement finis ; iciy = 1¢ (voir Pimsner [Pi86]).

- Groupes agissant proprement sur des immeubles euclidiens localement finis (voir Kasparov-
Skandalis [KS91]).
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- Groupes hyperboliques (voir Kasparov-Skandalis [KS03]).

- Groupes ayant la propriété de Haagerup (en particulier les groupes moyennables) ; ici v = 1¢
(voir Higson-Kasparov [HK01]).

Un commentaire sur le cas des groupes G agissant proprement sur des arbres (ce qui inclut les
groupes libres, SLy(Z) ou SLy(Q,)) : dans [JV84], P. Julg et I'auteur ont construit un élément non
trivial v € KK§(C,C) et ont montré v = 1¢, ce qui était suffisant pour garantir que G est K-
moyennable, c’est-a-dire que pour toute G — C*-algebre A, I'application canonique Ay g : A X G —
A %, G, induit des isomorphismes en K-théorie®. En notant V' 1’ensemble des sommets de 'arbre,
Pimsner [Pi86] construit alors des éléments o € KK (Cy(V),C), B € KK§(C,Cy(V)) et identifie
le produit de Kasparov  ®c, vy o avec 'élément v de [JV84].

9 Inverser application d’assemblage

9.1 Motivation

En 2018, S. Nishikawa, alors doctorant, a posté un article tres intéressant [Nil9] ou, sur la base
d’une analyse lucide de la méthode Dirac-dual Dirac, il a introduit des idées nouvelles pour inverser
I’application d’assemblage, qui peuvent en principe servir d’alternative a la méthode Dirac-dual
Dirac pour démontrer les Conjectures 2.1 ou 7.18.

9.2 Propriété (v)

Dans cette section, nous supposerons toujours qu’il existe un modele G-compact pour EG, que nous
noterons E. L’observation fondamentale de Nishikawa (qui rappelle 'observation d’Atiyah dans la
sous-section 6.2) est que, si G admet un élément v au sens de la Définition 8.4, alors le module
de Fredholm sous-jacent a 5 ®p a porte une structure supplémentaire de Cy(£)-module. 11 définit
alors :

Définition 9.1. Soit x = (H*,H ™, F) un cycle pour KK§(C,C). Nous disons que x a la pro-
priété (v) si H* porte une représentation non dégénérée, G-équivariante n. de Co(E) telle que :

1. Pour tout f € Co(E), la fonction g — Fry(g-f)—7n_(g- f)F est dans Co(G, K).

2. Pour tout sous-groupe compact F' de G, image de ~y sous l'application de restriction Restr, :
KK§(C,C) — R(F) est la représentation triviale de dimension un ep.

Ici (g- f)(z) = f(g'z). Rappelons qu'une représentation 7 d'une C*-algebre A sur un espace de
Hilbert H est dite non dégénérée si le span linéaire de m(A)H est dense dans H. Observons que la
condition (2) de la Définition 9.1 est exactement la méme que la condition (2) de la définition d'un
¢élément vy (Définition 8.4). Par contraste, la Condition 1 de la Définition 9.1 est comparativement
moins restrictive car elle n’exige pas de factorisation de la forme g ®p «. Notons que la propriété
(y) est vraiment une propriété d’un cycle, et non de sa classe d’homotopie.

Lemme 9.2. Soit m une représentation non dégénérée de Co(E) sur H. Alors pour tout f €
Co(E), T € K(H) nous avons limy_,o ||7(g - f)T|| = 0.

9. Pour plus de détails sur la K-moyennabilité, voir l'article de P. Julg [Ju26] dans la méme série.

27



Preuve: La preuve se fait par une série de réductions :
- Par linéarité et densité, nous pouvons supposer que 71" est de rang 1.
- 11 suffit alors de montrer lim, . ||7(g - f)(§)]] = 0 pour tout £ € H.

- Comme 7 est non dégénérée, a nouveau par linéarité et densité nous pouvons supposer que
¢ = m(fo)&o pour certains fy € Co(E), & € H, et nous devons montrer

Jim (g £)fo)(&)ll = 0.

- Par densité, nous pouvons supposer que f et fy sont a support compact. Comme G ~ E est
propre, la fonction g — (g - f)fo est a support compact sur GG, ce qui conclut la preuve.

O

L’observation fondamentale est maintenant que, si x = (H,H~, F') est un cycle pour K K§(C,C)

ayant la propriété (7), alors pour toute G — C*-algebre B, il est possible d’induire z en un élément

ip € KK§(Co(E) ® (B %, G),B), ot G agit trivialement sur B x4, G. Cet élément 7 peut alors

étre utilisé pour définir un homomorphisme v% : K;(B %, G) — KKZ(Cy(E), B) (i = 0,1), donc

dans la direction opposée a ’application d’assemblage pp. Pour définir vF nous commencgons par

identifier K;(B x, G) avec KKZ(C, B x, G), G agissant trivialement sur C et B x, G. Puis nous
définissons

v KKE(C,B %, G) = KK (Co(E), B) : y = Tcy(r)(Y) @com)eBx,¢) Tn

Il s’avere que v fournira au moins un inverse a gauche pour pp (voir le Théoreme 9.4 ci-dessous).

Esquissons la construction de Zp pour B = C et G discret. Les espaces de Hilbert sous-jacents a
Tc € KK§(Co(E) ® Cr(Q),C) seront HE = (2(G, H*) = (2(G) ® H*, munis de la représenta-
tion unitaire de G définie comme le produit tensoriel de A avec la G-représentation donnée sur H*.

Nous avons besoin d’une représentation de C*(G) sur £2(G, H*), commutant avec w4 (Co(E)) de
sorte qu’elle s’étende au produit tensoriel Cy(E) ® CF(G) : pour cela nous laissons simplement
C*(G) agir sur £2(G,H*) via la représentation réguliere droite de G. Nous notons 7+ la représen-
tation correspondante de Cy(E) @ C*(G).

Enfin nous définissons 'opérateur F : HT —H par

(F&)(9) = (9- F)(&(9)),
pour £ € (2(G,HT),g € G.

Nous affirmons que Z¢ := (K, H~, F) définit un élément dans K KS (Co(E) ® C*(G),C). Vérifions
la 3éme condition de la Définition 7.2. Nous devons donc vérifier que, pour a € Cy(E) ® C(G),
Vopérateur F'7y(a ) 7_(a )F est compact. Par linéarité et densité, nous pouvons supposer a = f®d,
pour certains f € Cy(E),h € G. Pour € € (*(G,HT), g € G, nous avons alors :

(f

® 5)FIE)(9) = (9- F)@+((f ® 31)€)(9)) — 7 (f)(FE(gh))
= (g F)m(f)(E(gh)) — 7 (f)(gh F)(&(gh))
= [(g- F)m (f) = m-(f)g - F)(E(gh)) + [7-(f)((g - F) = (gh - F)](£(g/
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Donc, a 'opérateur de translation a droite par h pres, 'opérateur }~77Af+(f Qo) —T_(f® 5h)ﬁ’ est
donné par I'opérateur bloc-diagonal

D (g F)me(f) =7 (f)(g- PN + [ (H)((g - (F = (- F)))))

geG

Nous devons montrer que chaque somme est compacte, de norme tendant vers 0 lorsque g — oc.
Par la propriété (7), le terme de la premieére parenthese est bien un opérateur compact de norme
tendant vers 0 lorsque g — oo. Pour le terme de la 2éme parenthese : U'opérateur F' — (h - F') est
compact, car z est un cycle pour KK§(C,C), donc le lemme 9.2 s’applique pour conclure que la
norme de 7_(f)((g - (F — (h - F))) tend vers 0 lorsque g — 0.

Les conditions (F*F — 1)7,(a) et (FF* —1)7_(a) compacts, pour a € Co(E) ® C*(G), se vérifient
de maniere similaire.

9.3 Quelques résultats de Nishikawa [Nil9]

Le résultat suivant clarifie le lien entre la propriété () et 'existence d’'un élément . Comparer
avec la premiere partie du Théoreme 8.5.

Proposition 9.3. 1. Si x est un cycle pour KK§(C,C) ayant la propriété (v), alors x est
unique a homotopie prés. De plus x définit un idempotent dans l'anneau K K§(C,C) (comme
conséquence de 'unicité).

2. Si G admet un élément v, alors un cycle homotope a ~y satisfait la propriété (7).

Le résultat suivant montre qu’un élément ayant la propriété () est presque aussi bon qu’un élément
~v. Comparer avec la seconde partie du Théoréme 8.5.

Théoréme 9.4. Supposons qu’il existe un cycle x ayant la propriété (7).
1. Pour toute G — C*-algebre B, nous avons Vg o ip = 1 ke g gy, de sorte que up est injective
et scindée. En particulier la conjecture de Novikov forte (Conjecture 7.19) est vérifiée.

2. Si x est homotope d 1c dans KK§'(C,C), alors la conjecture de Baum-Connes d coefficients
(Conjecture 7.18) est vérifiée pour G.

Idées pour la preuve : Il y a 4 étapes.

1. On vérifie d’abord que up o g coincide avec 'action de module de z sur K;(B %, G). Plus
précisément, pour tout y € K;(B x, G), nous avons (ug o vE)(y) = y @px.¢ jo(ts(z)). En
particulier up o vg = lg,(Bx,q) si v = lc.

2. Supposons que pp soit un isomorphisme. Alors nous avons un diagramme manifestement
commutatif, avec les fleches verticales qui sont des isomorphismes :

KKS(Co(E), B) "B KKE(Co(E), B)
pp 4~ ~| pup
Ki(BxG) "  K(Bx, G)
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Par la premiere étape, I’application horizontale du bas est I'action de module de x. Mais le
diagramme commute aussi si I’on remplace 'application horizontale du haut par l'action de
module de z. Comme les applications verticales sont des isomorphismes, nous en déduisons
que 'application horizontale du haut coincide avec I’action de module de z.

. Nous supprimons maintenant I’hypothese de la deuxieme étape, c’est-a-dire nous montrons
que v§ o up est Paction de module de z sur K K;(Cy(E), B) pour toute G — C*-algebre B.
Par un résultat de R. Meyer et R. Nest [MNO4], il existe une G — C*-algebre propre B et
ye KK§ (E , B) tels que I'application horizontale du haut du diagramme commutatif

KKS(Co(E), B) B KKS(Cy(E), B)

pg g
~ = <1¢)]
Kl(B Xy G) - KZ(B Xy G)

soit un isomorphisme (de plus pz est un isomorphisme, par le Théoreme 8.2). En appliquant
vE a gauche et v a droite, nous obtenons le diagramme commutatif

~ =y
KK{(Cy(E),B) -5 KK{(Co(E),B)
viopg lvgoup

KKS(Co(E). B) -5 KK&(Cy(E), B)

avec les applications horizontales qui sont des isomorphismes. Par la deuxieme étape, ’ap-
plication verticale de gauche est l'action de module de z sur KK%(Co(E), B). Comme le
diagramme commute aussi lorsque l'application verticale de droite est remplacée par 1'ac-
tion de module de z, nous en déduisons que v§ o up est bien l'action de module de x sur
KKS(Co(E), B).

. Comme E est G-propre, un cycle z pour KK§'(C, C) agit comme l'identité sur K KE(Co(E), B)
pour toute G — C*-algebre B, si et seulement s’il satisfait Restlz = e pour tout sous-groupe
compact F' de G. O

Exemple 9.5. Soit X soit I’espace euclidien E™, soit un espace symétrique riemannien de type non
compact. Dans ce cas, nous savons qu’il existe un élément vy représenté dans l'image des opérateurs
non bornés par lopérateur D de la formule (3), a savoir

avec p(x) =

D =d+ d* + ext(dp) + int(dp),

d 2
M. Passons a l'image bornée par F = D(1 + D*D)~'/2. Alors Nishikawa

montre directement que le cycle (L*>(A™T*M), L>*(A"T*M), F) a la propriété (). Pour cela il in-
voque la formule intégrale

basée sur l'identité

2 00
F= 7/ D(1+D*D + A2~ d),
0

™

dX pour s > 0.

S 2 [oo S
V1+ 2 _?/o 1+ 52+ A2
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Nishikawa est alors capable de redémontrer que les groupes suivants satisfont la conjecture de
Baum-Connes a coefficients :

- Sous-groupes fermés de Isom(E").
- Groupes agissant proprement et co-compactement sur des arbres.

- (en collaboration avec J. Brodzki, E. Guentner et N. Higson, voir [ BGHN21]) Groupes agissant
proprement et co-compactement sur des complexes cubiques CAT(0) de dimension finie.

10 L’application d’assemblage pour quelques groupes dis-
crets

Dans cette derniere section nous rassemblons quelques exemples de groupes discrets ou ’application
d’assemblage ug peut étre décrite explicitement.

Si un groupe sans torsion GG a un modele pour BG de dimension < 3, alors
Ko(BG) ~ Hy(BG,Z) ® Hy(BG,Z) et K,(BG)~ H(BG,Z)® H3(BG,Z)

(voir [Ma02]; notons que 1’homologie de 'espace classifiant s’identifie a 1'homologie de groupe
usuelle). Bien str Hy(BG,Z) = Z, engendré par [*], I'inclusion d’un point base.

10.1 Le groupe Z

Pour G cyclique infini, disons de générateur ¢, nous avons du co6té gauche :
- Ho(S',Z) = Z engendré par [].
- H,(S',Z) = Z, engendré par le cycle fondamental |[c].
Du c¢oté droit nous avons C*(Z) = C(S') (par I'Exemple 3.2), donc
- Ko(C*(Z)) = Z engendré par [1].
- K1(C*(Z)) = Z engendré par [t], la classe du générateur t.
Alors pz[*] = [1] et uzlc] = [t].

10.2 Le groupe libre a n générateurs

Pour n > 2, soit F,, le groupe libre a n générateurs t4, ..., t,. Alors BG est un bouquet de n cercles
1, ..., Cp, de sorte que du coté gauche :

- Hy(BG,Z) = Z engendré par [*].
- H\(BG,Z) = Z™ engendré par [c1], ..., [¢y)].
Du c6té gauche nous avons par un résultat profond de Pimsner-Voiculescu [PV82] :

- Ko(C}(F,)) = Z, engendré par [1].
- Ki(Cx(F,)) = Z"™, engendré par [t1], ..., [t,], les classes des générateurs libres ti, ..., t,.
Alors pp, [¥] = [1] et pg,[c;)] = [t;] pouri =1, ..., n.

Notons qu’'une conséquence du calcul de Pimsner-Voiculescu est que Cf(F,,) n’est pas isomorphe
a C*(F,) pour m # n : ¢’était une question ouverte de longue date en 1982!
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10.3 Groupes finis

Soit F' un groupe fini. Par la premiere partie de I’Exemple 5.7, nous pouvons prendre EF' réduit a un
point, et K (EF) = R(F), le groupe additif de "anneau des représentations de F'; et K{ (EF) = 0.
Voyons R(F') comme le groupe abélien libre sur F', le dual de F.

D’autre part

C*(F) = CF = &__~Mgm-(C).

TeF

De sorte que K;(C!(F)) =0 et
Ko(C(F)) = @, 5L [ex],

ou e, est une projection minimale dans Mg, »(C). Si dim7 > 2, il n’y a pas de choix canonique
pour e,, bien que la classe [e;] soit canonique. A l'autre extréme pour m = e, la projection
correspondante est

PFr = |F|Zg (4)

geF

Alors pup : R(F) — Ko(C*(F)) est donnée par pup[r] = [e;] pour 7 € F.

10.4 Quelques groupes localement finis

Un groupe localement fini B est I'union B = U,,~qB,, d'une famille croissante de groupes finis B,,,
avec B, C B,1. Par la derniere partie de I'Exemple 5.7, nous savons que EB est un arbre qui se
fibrent sur N.

Or
C*(B) = li_n} C*(By)

est une AF-algébre !°. Comme la K-théorie commute avec les limites inductives, nous avons

K,(C*(B)) = lim K,(C*(B,)) (i = 0, 1);

en particulier K;(C*(B)) = 0. Par fonctorlahte de l'application d’assemblage, nous obtenons que
ps : K¢(EB) — K;(C*(B)) ( , 1) est un isomorphisme.

Il peut étre intéressant d’avoir une description explicite de pp, au moins dans des cas particuliers.
Soit donc (F,),=o une collection de groupes finis, posons B,, := ®}_, F}, et

B := l im B, = @ Fy.
k=1
Nous plongeons B, dans EL\H via

—

—_—
Sp:Bp = By T TRe€R,, .

10. AF signifie approximativement finie, ¢’est-a-dire une limite inductive de C*-algebres de dimension finie ; celles-ci
étaient a la mode dans les années 1980.
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Proposition 10.1. (voir [FPV17]) Le groupe Kg(EB) est naturellement isomorphe au groupe
abélien libre sur la limite inductive du systéeme (B, Sp)n>0-

Pour étre encore plus précis, supposons que tous les F}, soient égaux au méme groupe fini F' avec
|F| > 1, de sorte que B, = F" et B = F("), Considérons le *-homomorphisme non unifére

Jn: C*(Bn) = C*(Buya) = C°(B,) @ C(F) s = = @ pr
avec pp comme en (4). Il s’avere que

(]7’1)* © /JLBn = /J[’Bn+1 O Sn.

Avec l'aide de la Proposition 10.1, ceci sera utile pour décrire up explicitement.

Pour X un ensemble pointé, de point base o, notons X™ I’ensemble des applications N — X qui
prennent la valeur o pour tous les entiers sauf un nombre fini. L’ensemble F' est pointé par ep;
I'ensemble Min(F') des classes de projections minimales dans C*(F') est pointé par pp.

Proposition 10.2. (voir [FPV17]). Soit F un groupe fini non trivial, B = FM,

1. Le groupe abélien libre sur F™ est naturellement isomorphe a K§(EB) avec lisomorphisme
donné par R
e FW QkeSupp(m) Tk € R(@kesupp(ﬂ)Fk) C KOB(EB)

2. Le groupe abélien libre sur Min(F)N est naturellement isomorphe a Ko(C*(B)), avec l’iso-
morphisme donné par

e € Min(F)™ = ®pesupp(e)er € Min(@resuppe)Fr) C Ko(C*(B)).

3. Pour m € F™ nous avons pp(r) = Rresupp(r) br (1) € Ko(C*(B)).

10.5 Groupes de I’allumeur de réverberes

Pour F' un groupe fini non trivial, considérons le groupe de l’allumeur de réverbéres
LF :FZZ:(@ZF) X 7.

ou Z agit sur lui-méme par translations. Le sous-groupe normal B := @7 F est un groupe localement
fini précisément de la forme étudiée dans la Proposition 10.2. Soit ¢ un générateur de Z, agissant
comme le décalage bilatéral sur B.

Proposition 10.3. (voir [FPV17])

1. Ko(C*(Lp)) est abélien libre de rang dénombrable, avec une base explicite consistant en des
projections de C*(B).

2. Ki(C*(Lp)) = Z engendré par la classe [t] det.

3. 1l existe un modéle de dimension 2 pour ELp et i, est un isomorphisme qui peut étre décrit
explicitement.
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Bien stir, comme Ly est moyennable, le fait que i, soit un isomorphisme découle du dernier point
du Théoreme 8.10. L’intérét de la Proposition 10.3 est de rendre cet isomorphisme explicite.

Terminons en décrivant le modele de dimension 2 pour ELg, d’'une maniere un peu plus explicite
que dans [FPV17]. Pour k € Z,n € N, posons Fy, := F et B, := &}__, I}, de sorte que B = U2, B,,.
Soit EB comme dans la derniere partie de I’Exemple 5.7, ¢’est-a-dire un arbre d’ensemble de som-
mets V' :=[[,>¢ B/B, et d’ensemble d’arétes {(¢B,, 9Bnt1) : g € B,n > 0}. Observons que, pour
n > 0, chaque sommet de B/B,, a |F|*> = [B, : B,_;] arétes entrantes, et une seule aréte sortante.

L’ensemble des sommets de ELp est V x Z. Posons Vi, := V x {k}, le k-iéme niveau de ELp.
Le groupe Z agit par translation sur le second facteur. L’élément b € B agit sur Vj, par t*(b); en
utilisant la relation définissante ¢~1bt = #(b), on vérifie que les actions de B et de Z se combinent
pour s’étendre en une action de L. Il y a des arétes horizontales (celles provenant de £ B dans chaque
niveau), et des arétes obliques définies en reliant (¢B,,_1, k) dans le k-ieme niveau a (t(g) By, k + 1)
dans le (k+1)-iéme niveau (g € B,n € N, k € Z; ceci est bien défini car t(B,,_1) C B,,). L’ensemble
des arétes obliques est invariant sous l'action de L. Enfin, nous collons une 2-cellule sur chaque
quadrilatere

(an—17 k)» (t(g)an k + 1)7 (t(g)Bn—H, k’ + 1)7 (anv k)

consistant en 2 arétes obliques et 2 arétes horizontales (¢ € B,n € N,k € Z). De cette maniere
nous obtenons un £ Ly de dimension 2.

Exercice 10.4. Vérifier les détails de la construction ci-dessus.

L4 °
L4 °
L4 °
(t(g)Bn—l-Q? k + 1)
A ¢ hd A ® Vk+1
(t(9)Bn, k +1) (t(9)Bns1, k+1)
t
.\ [ J
.\\\\\\\\ °
— Tl e
- - 3 :53:-= " . Vi
(anfla k) (g ns k) (aner k)

FIGURE 2 : ELp pour F = (s
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