255

Zu Riemanns Abhandlung ,Ueber die Anzahl der

Primzahlen unter einer gegebenen Grosse®*).
(Von Herrn H. ron Mangoldt in Aachen.)

Von den verschiedenen Fragen, zu welchen die bekannte Abhand-
lung Riemanns ,Ueber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grosse"**) Anlass giebt, haben einige in der Arbeit des Herrn J. Hadamard
sEtude sur les propriétés des fonctions entidres et en particulier d’'une fone-
tion considérée par Riemann““***) ihre Erledigung gefunden. Dadurch ist
auf diesem Gebiete zum ersten mal seit beinahe 34 Jahren ein wirklicher
Fortschritt erzielt. Zugleich ist fiir weitere Untersuchungen eine sichere
Grundlage gewonnen.

Unter Benutzung der von Herrn Hadamard gewonnenen Ergebnisse
wird im Nachfolgenden zuniichst die Frage behandelt, ob die Anzahl der-
jenigen Nullstellen der Riemannschen Function §(f), deren reelle Theile
zwischen Null und einer sehr grossen positiven Zahl 4 enthalten sind, wirk-
lich durch den von Riemann angegebenen Ausdruck

b, b b1 1+1(2n)
on b on ~om = ga b= —g D)

niherungsweise dargestellt wird, und wie gross der Unterschied hichstens

werden kann. Diese Frage ist zwar schon in den Nummern 36 und 37
der Abhandlung des Herrn Hadamard gestreift, aber noch nicht bis zur

*) Ein Auszug aus der nachstchenden Arbeit ist bereits in dem Sitzungsberichte
der Kinigl. Preussischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 19. Juli 1894
veroffentlicht worden.
**) Monatsberichte der Berliner Akademie, November 1809, und Gesammelte Mathe-
matische Werke, 1. Auflage, 1876, Scite 136—144; 2. Auflage, 1892, Scite 145—153.
***) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4" Scrie, Tome 9, 1893,
p- 171—215.
1) Das Zeichen la bedeutet hier, xo wie iiherall im Nachfolgenden, den natiirlichen
Logarithmus von a.

33"
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206 ©o. Mangoldt, iiber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse.

Hussersten gegenwiirtiz erreichbaren Grenze erledigt. Denn aus den Aus-
fithrungen des Herrn Hadamard geht — auch wenn man die nicht ganz
einwandfreien Betrachtungen im Anfang der No. 37 in geeigneter Weise
abiindert, — nur hervor, dass die Grissenordnung der erwiihnten Anzahl
mit der des Productes h.lh iibereinstimmt. Ob aber gerade durch den in

Riemanns Formel vorkommenden Werth —zlu- des Coefficienten dieses Pro-

ductes die griosste migliche Uebereinstimmung erreicht wird, und ob auch
das niichstfolgende Glied von der Ordnung % in dieser Formel richtig be-
stimmt ist, das bleibt alles unentschieden. Herr Hadamard giebt dies selbst
zu, indem er seine hierauf sich beziehenden Betrachtungen mit den Worten
schliesst: ,,... de sorte que nous ne sommes pas & méme de décider si le

. 1
coefficient o7 est exact ou non“,

Das Endergebniss des diesem Gegenstande gewidmeten Theiles der
nachfolgenden Betrachtungen ist folgendes:

Solange die reelle positive Zahl h nicht grisser als 12 ist, ist die An-
sahl derjenigen Wurzseln der Gleichung

§(t) = 0,
. deren reeller Theil zwischen 0 und h enthalten ist, gleick Null. Fiir alle

grosseren Werthe von h ist der Unlerschied swischen dieser Anzahl und dem

Riemannschen Niherungswerth

h ] hﬂ_ h

2@ " 2a  2a
absolut genommen kleiner als
0,34.(1h)' 4+ 1,35.lh+258. ,

Mit Hiilfe eines anderen bei Gelegenheit dieser Untersuchung ge-
wonnenen Satzes wird sodann in einem zweiten Absclnitt fiir eine gewisse
Klasse unendlicher Reihen, welche zur analytischen Darstellung zahlen-
theorctischer Functionen dienen, und auf welche das Riemannsche Verfahren
fiilhrt, der Beweis der Convergenz erbracht.  Als ein specicller Fall eines
der hierbei gewonnenen allgemeineren Siitze ergiebt sich,

dass die in Riemanns Abhandlung corkommende unendliche Reike
S Li(e ) Li(ed =)
bei der dort naher angegebenen Anordnung ihrer Glieder wirklich convergirt
und aunch die von Riemann angegebene Summe hat.
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o. Mangoldl, iiber die Ansahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse. 237

Die Riemannschen Behauptungen finden somit in allen wesentlichen
Punkten Bestiitigung.

Die Frage dagegen, ob die Wurzeln der Gleichung &(f) = 0 wirklich,
wie Riemann es fiir sehr wahrscheinlich hilt, alle reell sind, bleibt wie bis-
her unerledigt.

Wie dem Verfasser erst nach Vollendung seiner Arbeit bekannt ge-
worden ist, findet sich ein Theil der Grundgedanken dieses zweiten Ab-
schnittes bereits ausgesprochen in der Habilitationsschrift des Herrn Adolf
Pilts ,Ueber die Hiufigkeit der Primzahlen in arithmetischen Progressionen
und tiber verwandte Gesetze®, Jena 1884. Die auf S. 42—43 dieser Schrift
gegebenen Andeutungen dariiber, wie sich die Convergenz der oben er-
wihnten Klasse unendlicher Reihen beweisen lasse, wenn man annimmt,
dass die von Riemann ausgesprochenen Behauptungen iiber die Vertheilung
der Nullstellen der Function §(f) im Wesentlichen richtig seien, und die in
S. 33—36 enthaltene Angabe eines Weges, welcher zu der Endformel der
Riemannschen Abhandlung fiihrt, decken sich theilweise mit den im Nach-
folgenden vorkommenden Entwickelungen.

L

Ueber die Vertheiluug der Nullstellen der Function §(2).

Aus jeder der beiden von Riemann gegebenen Darstellungen der
Function §(¢) durch bestimmte Integrale folgt leicht, dass diese Function
eine Nullstelle, deren reeller Theil gleich Null wiire, nicht besitzt. Dage-
gen sind, wie aus der in der Einleitung angefiihrten Arbeit des Herrn Ha-
damard hervorgeht, Nullstellen, deren reeclle Theile von Null verschieden
gind, wirklich vorhanden, und zwar in unendlicher Menge.

Demgemiiss seien nun

o, A o

diejenigen Nullstellen, deren reelle Theile positiv sind. Dabei sei jede etwa
vorhandene mehrfache Nullstelle in diese Reihe so oft aufgenommen, als
ihre Ordnungszahl angiebt; und die Anordnung sei eine solche, dass dic
reellen Theile der einzelnen Glieder mit wachsendem Index niemals ab-
nehmen.

Bei Anwendung dieser Bezeichnungen kann man die Endergcbnisse,
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258 ©. Mangoldt, iber die Anzahl der Primsallen unter einer gegebenen Grisse.

welche aus den im dritten Theil der Abhandlung des Herrn Hadamard
durchgefithrten Untersuchungen hervorgehen, folgendermassen aussprechen.
Das unendliche Product
” 1
n(--,)

ist fur jeden Werth der complexen Verdinderlichen t unbedingt convergent und
stimmt mit der Function §(t) bis auf einen constanten Faclor iiberein. Man
hat daher die Gleichung

. . x r
(1) 0 = 0.1 (1= )
Fasst man in der Ebene der complexen Vertinderlichen ¢ einen ganz
im Endlichen liegenden Bereich B ins Auge, dessen Begrenzung keine
Nullstelle der Function §(¢) enthilt, so ist die Anzahl der im Innern dieses
Bereiches liegenden Nullstellen bekanntlich gleich dem in positiver Richtung

iiber die Begrenzung von B erstreckten Integral f dls(t) dividirt durch 2ni.

Oder anders und etwas anschaulicher ausgedriickt:
Die Anzahl der im Innern von B enthaltenen Nullstellen ist gleich

—_;; multiplicirt mit dem Zuwachs, welchen die Abweichung der Function
§(t) erfihrt, wenn die Veriinderliche ¢ die Begrenzung von B in positiver
Richtung durchliuft.

Obgleich man nun diesen Satz nicht olme weiteres zur Bestimmung
der Anzahl der in einem gegebenen Bereiche enthaltenen Nullstellen der
Function &(¢) benutzen kann, so erweist es sich doch als miglich, durch
eine Untersuchung der Aenderungen, welche die Abweichung der Function
§(t) bei gewissen passend gewiihlten Bewegungen der Veriinderlichen ¢ er-
fihrt, tiber diec Lage der Nullstellen einige Aufschliisse za gewinnen, und
zwar in folgender Weise:

Man bezeichne durch a <Z b zwei beliebige reelle Constanten und
lasse die Veriinderliche ¢ lings des geraden Verbindungsweges vom Punkte
a—i} zum Punkte b—i3 iibergehen. Dann dreht sich jede einzelne der
Geraden, welche die Nullstellen der Function §(f) mit dem beweglichen
Punkte ¢ verbinden, in positivem Sinne. Denn, wie schon Riemann bewiesen

hat, licgt keine der Nullstellen der Function &(f) ausserhalb desjenigen
Streifens, welcher von den beiden durch die Punkte — —;— und + —;— gehenden

Parallelen zur Axe des Reellen begrenzt wird.  Die Bahn des Punktes ¢
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v. Mangoldt, iiber die Ansahl der Primzahlen unter einer gegebenen Griosse. 259

verliuft aber ausserhalb dieses Streifens und liisst denselben, wenn die
positive Richtung der Ordinatenaxe wie iblich links von derjenigen der
Abscissenaxe liegt, ebenfalls zur Linken.

Die Zunahmen, welche die Abweichungen der einzelnen Linearfac-
toren der Function §(f) bei der angegebenen Bewegung des Punktes ¢ er-
fahren, sind daher sémmtlich positiv, und eben deswegen bleibt die Summe
jeder beliebigen endlichen Anzahl dieser Zunahmen stets kleiner als der
Zuwachs, um welchen sich die Abweichung der Function §(f) selbst bei
der gleichen Bewegung vergrissert.

Nun sei .

@ der eben erwihnte Zuwachs der Abweichung der Function &(¢),

A die Anzahl derjenigen Nullstellen der Function §(¢), deren reelle
Theile nicht ansserhalb des Intervalles a...b liegen, jede so oft geziihlt, als
ihre Ordnungszahl angiebt, und

S die Summe aller (positiv zu nehmenden, hohlen) Winkel, unter
welchen die Bahn des Punktes ¢ von diesen Nullstellen aus gesehen er-
scheint, wobei wieder jeder einzelne Winkel so oft zu zihlen ist, als die
Ordnungszahl der zugehorigen Nullstelle angiebt. Dann ist insbesondere

2) S < &.

Ferner ist, wenn das Zeichen arctg den zwischen 0 und -: liegenden Bogen
bedeutet,

(3.) Aaretg 52 <.

Denn die Nullstellen, welche bei der Bildung der Summe S zu be-
rlicksichtigen sind, liegen simmtlich im Innern oder auf der Begrenzung
desjenigen Rechtecks, welches die Punkte
i i
2 2
zu Ecken hat. Denkt man sich aber die Bahn des Punktes ¢ von irgend
einem Punkte dieses Rechtecks aus betrachtet, so wird der Winkel, unter
welchem dieselbe erscheint, wie aus einfachen geometrischen Ueberlegungen
hervorgeht, dann am kleinsten, wenn sein Scheitel mit einer der beiden

at und b+ -

Ecken a-§-2i oder b+—2i— zusammenfillt, und erreicht dann gerade den

Werth arctgb_-Ta. Jedes Glied der Summe S ist also ;arctg—b—:—g, folg-
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260 v©. Mangoldt, iber die Anzahl der Primsahlen unter einer gegebenen Grosse.

lich, wie behauptet wurde

(3) Aaretg 50 < 5,
und um so mehr
4.) A.aretg b;q << .

Fiir die Zahl @ kann man aber durch die folgenden Ueberlegungen
cine obere Grenze gewinnen: Man hat nach Riemann

Gy 50 = m(E i (= Lai)a G (L),

wobei die Zeichen I7 und § die gleiche Bedeutung haben, wie in Riemanns
Abhandlung. Setzt man hier

&

t = 1—1i

.

v

wo 7 eine reelle Verinderliche bedeuten soll, so erhiilt man

e(r—i) = m(1+i _;)-(14-.'7).::'(""?').5(24-i1>,
oder
(r=id) = m(i5) (14 ;).(1+51).n”(""* )c@tin.
Versteht man nun unter {2 den reellen und unter
s(r=i3)s (i) 1Q4il): wQin; R+

dicjenigen Werthe der Logarithmen, welche fiir 7 =0 reell sind und sich
zugleich mit 7 sfetig iindern, so folgt

6) 15(r=i5) = (i D) 414 )i in—(14i 5 a+1E@+in)

Zur Umformung des ersten Gliedes der rechten Seite dieser Gleichung
kann man die Ergebnisse benutzen, welche Herr T. J. Stieltjes in seiner
Abhandlung ,Sur le développement de log I'(a)**) bei Untersuchung der
Frage, ob und wie man die sogenannte Stirlingsche Formel auf imaginiire

*) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 47 Série, Tome 5, 188,
pe 420 —44.
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o. Mangoldl, iiber die Anzahl der Primszahlen unler einer gegebenen Grisse. 261

Werthe der unabhiingigen Veriinderlichen ausdehnen kinne, gewonnen hat.
Nach Gleichung (20) dieser Abhandlung ist néimlich, wenn man die nega-
tiven reellen Werthe aus dem Gebiet der complexen Veriinderlichen s aus-
schliesst, fiir alle tibrigen Werthe von z

(7.) () = ls+11(s) = (3+ 35— 5+ 31(2n) +J(3),

wobei fiir alle vorkommenden Logarithmen diejenigen Werthe zu nehmen
gind, die bei stetiger Fortsetzung fiir reelle positive Werthe von s ebenfalls
reell werden, und wo J(z) ein Ergiinzungsglied bedeutet, dessen absoluter
Werth eine leicht anzugebende Grenze nie {iberschreitet. Bezeichnet man
némlich durch R den absoluten Werth und durch @ die Abweichung der
complexen Zahl s, so ist nach Formel (26) der Abhandlung des Herrn
Stieltjes:

8. J <~~---—1 “a "
®) |7l 12.R.(cou-g)

Unterwirft man nun die Veriinderliche = der Bedingung

T > (),

und setzt man in (7.) 3 =i—;, 80 erhilt man

S 4 1 . T T .0 . T 1 . T
(i) = (-27+.§)-(1-2-+.-§)—._2-+ S 1en)+I(i3),
wo I ;- den reellen Werth bedeutet, und hierauf aus (6.)

. 3 1 .z T .n\ . T .
o [ 18(r—ig) = (5 +i5) (5 +ig) (14 5) +i(1+i7)
' . 1 . .
l —t—;—-(1+lﬂ)——2—l-’;-+l§(2+l1)+.’(ﬂ%)'
Nun denke man sich jeden der beiden Ausdriicke
l§(r—i~3—) und lC(2+i1)+J(i;)
in seinen reellen und imaginiiren Theil zerlegt und bezeichne

durch F(z) den Coefficienten von ¢ in dem Ausdruck l§(r—i-2~) und

durch f(7) den Coefficienten von ¢ in dem Aunsdruck l§(2+i1)+.l(‘-:-)-

Journal fir Mathematik Bd.CXIV. Meft 3. 34
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262 ©. Mangoldt, iiber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse.

Dann erhilt man, da die Function §(f) gerade und auf beiden Coor-
dinatenaxen reell ist,
(10.) F(0) = 0,
(11.) F(—1) = —F(7)
und fiir = =0 aus (9.)

(12)  F(r) = 1 +aretg 5 +aretgr+ 7 — 5 (1+d)+ (1),

n

wobei man unter dem Zeichen arctg jedesmal den zwischen 0 und 5

ent-
haltenen Bogen zu verstehen hat.
Ferner ist

13)  B@+D) = Tl g m e )

p~' T 2_ ' p_."(.'A.Mu—)
wo der Summationsbuchstabe p alle Primzahlen von 2 bis ins Unendliche
durchliuft. Also wird
o f 1 1 1,11 TR
|8 +in)| = z;;r"*' 3 +g';ﬁ' +: =18@) =1y
Ausserdem ergiebt sich aus (8.) die Ungleichung

(14.) iJ(;%)f<,_1.___ _ 1

5 T 17 307
12 '2"'(,‘2)
Endlich ist nach Formel (25.) der Abhandlung des Herrn Stielljes

WGy = 5/ 204 —a)dr
(' 2) .._-n-"/ ("+I+i ;)(n-f—l—-’t'*‘l%)

also, wie hieraus leicht hervorgeht, der Coefficient von ¢ in dem Ausdruck
J(i%) negativ, sobald = = 0 ist, und daher unter der gleichen Voraussetzung
- | ¥
(15.) =g <)< (e

Die Function F(z) kann daher aus Gleichung (12.) wenigstens
niherungsweise berechnet werden. Dasselbe gilt von dem frither erklirten
Zuwachs @ der Abweichung der Function §(f). Denn infolge der Fest-
setzungen, welche im Vorangehenden zur eindeutigen Erklirung der vor-
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o. Mangoldt, iiber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Griosse. 263

kommenden Logarithmen getroffen wurden, ist dieser Zuwachs gleich dem-
jenigen Zuwachs, welchen die Function F(z) erfihrt, wenn 7 von a bis b
zunimmt, oder in Zeichen

(16.) @& = F(b)—F(a).

Mit Hillfe dieser Entwickelungen gewinnt man {iber die Vertheilung
der Nullstellen der Function §(¢) die folgenden Aufschlilsse:

1) Die Gleichung §(t) =0 besitst sicher keine Wursel, deren
recller Theil absolut genommen = 12 wire.

Beweis: Man nehme 6>> 0 und ¢ = —b. Dann muss die Anzahl A
wegen der in Bezug auf den Nullpunkt obwaltenden Symmetrie nothwendig
gerade sein, ist also, falls sie von Null verschieden ist, mindestens gleich 2.
Ferner ist im vorliegenden Falle

b = F(b)—F(—b) =2.F(b)
= b1 3 +2aretg & +2arctgh+ 5 —b.(1+in)+2/(b).
Da aber nach (4.)
A.aretg k—;—a <@
sein muss, so kann die Gleichung §(¢{) =0 nur dann eine Wurzel haben,
deren reeller Theil absolut genommen == b ist, wenn

2arctgh << bl g +2aretg % + 2aretgb+ % —b(1+1n)+42£(b),

oder
(17.) bl +2aretg + + 7 +2/(6) = b(1+1n)
ist.
Setzt man nun b = 12, so erhiilt man
b b
bl +2arctg o + 5 = 12.16+2arctg6+ 7

= 21,50111+42,81128+1,57080
= 25,88319

und

b(141a) = 12.(141,144730) = 25,73676.
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264 v. Mangoldt, uber die Anzahl der Primzahlen unler einer gegebenen Grisse.

Jetzt handelt es sich noch um die Abschitzung von 2.f(12). Die Formel
(15.) gewihrt im vorliegenden Falle nicht die nothige Schiirfe. Aber
wenn man auf die Erklirung der Function f(7) und auf die Gleichung (13.)
zurlickgeht, so erhilt man

IC(2+812) —_ %’,,e—-’.lin_*_%l’__e—.‘.wu_*_m
und hieraus, wenn man bedenkt, dass der Coefficient von i in dem Aus-

druck J(i-—122—) negativ ist,

1(12) << — 57 sin(1212) — 5, sin(1213)—--

oder .
[(12) < 15— o [1+8in(1202)]— o [1+sin(1213)) -
— 0,49770—0,47360—0,17535
< —0,15125,
also
2£(12) < —0,30250
und

1216 +2aretg6+ 5 +2/(12) << 25,58069.

Fir b= 12 ist also die Ungleichung (17.) nicht erfillt. Die reellen Theile
der Wurzeln der Gleichung &(f) = 0 sind somit siimmtlich absolut genommen
grosser als 12, wie behauptet wurde.

Dagegen erweist sich die linke Seite der Ungleichung (17.) fiir
b =13 wirklich grosser als die rechte, so dass das Vorhandensein einer
Wurzel, deren reeller Theil zwischen 12 und 13 lige nicht ganz aus-
geschlossen erscheint.

In einer Note ,Sur la fonction L(s) de Riemann“*) hat Herr J. L.
W. V. Jensen ein Verfahren angedeutet, durch welches unter Voraussetzung
der erst spiter von Herrn Hadamard bewiesenen Sitze gezeigt werden
kann, dass die reellen Theile aller Wurzeln der Gleichung §(¢) = 0 absolut
genommen grisser als 6,561 sind, und ohne Beweis die Behauptung hinzu-
gefligt, dass dieselben auch grosser als 8,4 seien. Das gegenwiirtig erhaltene
Ergebniss steht hiermit in Einklang.

*) Comptes Rendus, Tome 104, 1887, I, p. 1156,
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2) Sind h und k irgend swei reelle Zahlen, welche die Bedingung

tgl = 155741 < k< h—4

erfullen, so ist die Anzahl derjenigen in der Reihe der Nullstellen

als Oy, d;,

enthaltenen Glieder, deren reelle Theile nicht ausserhalb des Intervalles

h—k...h+k liegen, kleiner als
k.lh.

Beweis: Setzt man a = hA—k und b = h+k, so wird

arctg'b,thl = arctgh = 1,

A= A.arctgfga- < &.

Ferner wird, wenn zur Abkiirzang

5 |5 +aretg o+ aretgr = ¢(r)

gesetzt wird,

F@) = ¢(0)+ 7 =5 (L+n)+f(),

also
® = F(b)—F(a) = F(h+k)— F(h—k)
= @(h+k)—q(h—k)—k(1+In)+ f(h+k)— f(h—k)
= 2k.q' (h+ k) — k(1+In) + f(h+ k) — f(h—F),
wo
—1<n<C1
ist.
Nun ist
' 1
(P(7)='2' l2+ +4+1‘+ +‘T
folglich
l k+k 2 1
= ‘2 th+ 2A + —er_ + »17_
< 5 1h+0,658824.
Journal fur Mathematik Bd. CXIV. Heft 4. 35
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Ferner ist nach (15.)
[lh+B)—f(h—h) <207+ = 1,07873,

Somit wird
107873 )

k
Der Inhalt der geschweiften Klammer nimmt mit wachsendem & zu und
ist fiir den Minimalwerth 1,06741 der Zahl k gleich +0,13444, also immer
positiv. Folglich ist

A< kdh—k|14+in—131765—

A< k.lh,
wie behauptet wurde.

3) Fir alle Werthe der reellen Zahl h, welche = 12 sind, wird die
Anzahl derjenigen Wurzeln der Gleichung &(t) = 0, deren reelle Theile
positio und nicht grosser als h sind, dargestellt durch den Ausdruck

g g — o+ o 4+7{0,34.(1hY+1,35.0h+1,33],

wo 7 eine zwischen —1 und +1 enthaltene Zahl bedeutel. Dabei ist

jede etwa vorkommende mehrfache Wurzel so oft zu sdhlen, als ihre

Ordnungszahl angiebt.

Beweis: Man nehme im Vorangehenden, unter % eine beliebige reelle
positive Zahl — 12 verstehend,

a=—h und b= +h

Dann wird nach den Gleichungen (12.) und (16.):

® = F(h)—F(—h) = 2F(h)
= hl-g— +2arctg%+2arctgh+ »'; —h(141n)+2 f(h)

h h
= h.l2—"—h+2srctg—2—+2arctgh+ ; +2f(h)
= h.l 1,""— —h+ 5;— —2arctg -‘i —2arctg% +2f(h),
oder
18 @ = kit _hg O 1548
( .) = R. “‘2;—"*' 2’“‘+7]. 4020,
WO ’

ist.
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Andererseits ist @ gleich der Summe der Vermehrungen, welche die
Abweichungen der Linearfactoren der Function §(f) erfahren, wenn die Ver-
finderliche ¢ liings des geraden Verbindungsweges vom Punkte —A—i3 zum
Punkte +h—i3 tibergeht. Zur Berechnung dieser Summe werde festgesetzt,
dass das Zeichen arctg jedesmal denjenigen Bogen bedeuten soll, welcher

zwischen —% ausschliesslich und +g einschliesslich enthalten ist. Fer-
ner seien

(19.) (ly = ﬂ"-*-i}’v (r=1,213 .., =)
diejenigen Gleichungen, welche durch Zerlegung der Zahlen e, o, ay, ...
in ihre reellen und imaginiren Theile entstehen. Dann wird der Zuwachs

der Abweichung des Linearfactors 1—% in allen Fillen durch den Ausdruck

h—B,
7

dargestellt. Genau der gleiche Ausdrnck ergiebt sich fiir den Zuwachs

arctg ;”9 + aretg

der Abweichung des Linearfactors 1— _-, wo

'

ar = _/3v+'.7r
die in Bezug auf die Ordinatenaxe zu «, symmetrisch gelegene Zahl be-
deutet. Somit wird

+ﬂ.

b = 22, ‘arctg I+ +arctg h—$, ),

i+
Nun sei H die Anzahl derjenigen Gheder der Reihe

@y Oy @ ..o,
deren reelle Theile nicht grosser als A sind.

Fasst man in der fur ¢ gefundenen Summe die H ersten Glieder zu
einer besonderen Summe zusammen, 80 erhilt man

_ +ﬂv ﬂ o +ﬂt_ ﬂ
® = 2,2 {arctg it +arctg 177, }-}-2' %ﬂ{arctg T+ +arctg Iy ’
Nun ist aber
+ﬂ o n i’+7’v
LR T T e
Ferner ist fiir jedes Glied der ersten Summe, weil hiér A—p3, == 0 ist,
h—ﬂ' n ‘i‘+7v

arctg-iT’—'— = - —aretg, — =8,
35*
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dagegen fir jedes Glied der zweiten Summe, weil hier A—f3, <0 ist,

ﬂ' _— ﬂr —_ _1{ &-1-7' .
arctg i+7 arctg i + 7 o aretg Gk
Somit wird, wenn zur Abkiirzung
. ’}+y' i+7v —
(20.) & |aretg Wi p +aretg -, — 4 : = 8,
und
3 ’ vt or _3 i-r' a+7r —
(21.) o jaretg g —aretg ﬂ,+h: = 8,

gesetzt wird,
(22.) & = 27.H-28,+28,.
Es handelt sich nun noch darum, fiir die Summen S, und S, Nihe-
rungswerthe zu berechnen. Dabei mige zu Gunsten der Einfachheit der

Rechnung auf die Erreichung der #ussersten Schiirfe, welche sigh allenfalls
erzielen liesse, verzichtet werden. Da

Il = 4
ist, 830 hat man zuniichst
0= S8, < Eh_*_ﬂ’ +£,antgh s
also um so mehr
e 28 M 2
(23.) 0=S8 <" + 2 aretg 4=

Nun bezeichne man zar Abkiirzung
durch » die Constante tgl = 1,55741 und
durch 4 diejenige ganze Zahl, welche die Bedingung

(24) h ‘2

erfillt, und zerlege das Intervall O...h durch Schnitte, welche durch
die Punkte
h—2z; h—2(4—1)xz; h—200—2)z; .. .; h—dz; h—2z
geflibrt sind, in Theilintervalle.
Da nach (24.)
h—2hz << 12
ist, 8o enthilt das erste Theilintervall nach Satz 1) keine der Zahlen j3,,

D

"
liefert also auch zn der Summe 3 arctg 2 _ keinen Beitrag.
r=1

h—g,
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Ist nun 4 = 1, so ist flir jede dem zweiten Theilintervall angehirende

Zahl 3,
2 2 2 1
aretg 4 g < G4, = Ao(=20=Dx] — G=Dx’

und da die Anzahl dieser Zahlen nach Satz 2) kleiner ist als
zl[h—(24—1)x),

also um so mehr kleiner als x/h, so wird der Gesammtbeitrag, welchen

die dem zweiten Theilintervall angehidrenden Zahlen 3, zu der Summe

z”srctgh_—%' liefern, kleiner als

ye=1

..‘_]_.
. i—1
Genau ebenso findet sich, dass die Beitriige, welche die dem dritten, vier-
ten, ..., J.Jen Theilintervall angehdrenden Zahlen 3, zu der erwiihnten
Summe liefern, beziehentlich kleiner sind als

L. 1.

A=2 -3

Was endlich das letzte Theilintervall betrifft, so ist die Anzahl der

demselben angehorenden Zahlen 3, kleiner als x/h, und fiir jede einzelne
derselben

th.

Ih; hy ... pelh

n

=3

Also wird der Gesammtbeitrag dieser Zahlen zu der betrachteten Summe
kleiner als

2
arctg -

g
g
Fasst man alles zusammen, so erhilt man fiir 2 = 1:

#----lh.

R 2 n
Zarctg—i_-_ﬂy— < x-~2—lk

y=1

und fiir 2 > 1:
il 2 n 1 1 1
'é“arctg—hf_—ﬂ' < lk(x-—.i+1+-2-+.3-+...+.1:1.).
Nun ist bekanntlich
1 1 1 1
g tygtotqsy < -DH0 5y,

Wwo
C = 0,57721 56649 ...
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die sogenannte Eulersche oder Mascheronische Constante bedeutet. Unter
Benutzung der Formel (24.) folgt hieraus
1 1 1 . 1
Nun ist der Ausdruck
1
wie die numerische Ausrechnung zeigt, schon filir 2 =2 negativ. Also ist
1 1 1
I+ 54 gty << lh
und daher in allen Fillen

z’{arctg~ 2 < (kY +z- 7 -1k
y=—=1 h—ﬂr - 2 ?

folglich
y . | 2H .
(25.) S, = 9|5 U x ] 1A,
wo
0=9<1
ist.

In #hnlicher Weise kann man auch fir die Summe S, einen Nihe-
rungswerth finden. Zerlegt man néimlich das Intervall A...oc in die Theil-
intervalle

hooh+2x2; h+42z..h+4x; h+4x..h+6x; .. .,
so ist die Anzahl der dem ersten Theilintervall angehérenden Zahlen /3,
kleiner als
. A(h+%)
und fiir jede einzelne derselben

+7» t+y _-m
arctg ‘39,%5" —aretg "g’,-:h <3

also der Gesammtbeitrag aller dieser Zahlen zu der Summe S, kleiner als
~;—-x-l(k+z).

Ist ferner u irgend eine ganze positive Zahl, so ist die Anzahl derjenigen
Zahlen f3,, welche dem (u«+1)-ten Theilintervall angehoren, also die Un-
gleichung

h4+2uz =3, = h+2(u+1)x

Google e
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erfiillen, kleiner als
2. A[h+(2u+1)z).
Fiir jede einzelne derselben ist ferner
arctg «l+7. I

ﬂr""
und
*+7v 4+7V %+7v :
aretg g 7o > 40— 5 (30,
also
‘}'H" i'f"r 2"(*'*'7') §+7v '
aretg gk —aretg ot < ey +3 ( e

h 1
px.(h+px) +?'—(7t+px)"
Der Beitrag, welchen diese Zahlen zu der Summe S, liefern, ist daher
kleiner als

<

A a4 2u+1)x] | x U[h+(2p+1)x]

w.(htue) T3 (h+ux)’
Folglich ist

S, < 5 -xl(b+x)+h. 3 M+ @et D] | x g MA+Crt DA

i= p(htpx) 3 = (h+px)?
Nun hat man, unter [k] die grisste in A enthaltene ganze Zahl verstehend,
p 3 +CutD] ) (AT Cut1)] g Mb+@ut1)x]
pt p(htpx) a1 p(htpx) u=ti+r p(htpx)

Da der Quotient f[h—'*-’?—:;t——l)—”] sowohl mit wachsendem u als auch mit

wachsendem % abnimmt, und da ausserdem A = 7x ist, so folgt hieraus

p 3 HCuADN 100 Q1 bz 24

p=t p(htpx) b =ip % I‘(“'i:‘_'l)

l(k-}-x) tl[h]+C+ z[n]=+ . ”_[%H I[%Eﬁ:;};z,,]

Da nun die Function la:+ - fir = > - mit wachsendem z zunimmmt, so ist

_ 1
'["]+'2[E] =t g
Ferner ist
g MR24+4)] _ oz (2(e+Dx 2z +1)x]
5 B e,

p=a(b] 41 (l‘+3)’ ﬂ—[AH-i

U2+ 1)x] |, k41
DA S S

¢+ Dx]+1
h

Google
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Somit ergiebt sich
5 I+ (et 1)x]
b E )
Endlich ist

x> 3 MACuA D - x (b 3 1

< U(h+x). (Ih+C+ 21}‘—)-}-_'[2(’0-}-:):]-{-_1 .

p=1 _(_’;‘*'l"")x \~3~ h p=1 ("‘*’F‘V"‘)7
x Mhtx) 0 de 1 (h+x)
<3 4 "f (e =3 &
Also ist

8, < Ah+2).(IhHC+ 5 2+ g+ g0 )+ _’[?(@i’.“)*lt 1
< (th+3)-(th+C+ Fat g+ )+ - (41@0+14 )
< @ +(C+ 3o+ D)t L@ +1)+ (e D). B
eer e d) ol et G
< (Y +(C+ 5 2+ ) 1h+2,256,

und da S, positiv ist, so kann man

' 1 -
(26.) S, = 9|y +(C+ Fx+ ) 1h+2,256
setzen, WO
09 <"1

ist.

Nun moge festgesetzt werden, dass solche Zahlen, von denen nichts
weiter bekannt zu sein braucht, als dass sie zwischen —1 und 41 enthalten
sind, durchweg durch den Buchstaben 7, solche Zahlen dagegen, von denen
nur bekannt zu sein braucht, dass sie =0, aber <C 1 sind, durch 9 oder
9" bezeichnet werden sollen. Dann kann man der aus (18.), (22.), (25.)
und (26.) folgenden Gleichung

h 5n = \2H n 0
hl—é;—lH-' 2“+ﬂ.1,048=2ﬂﬂ—23' A +(lh)’+z-—2~1h’

r 2 1 -
+29° Uy +(C+ 5 x+ ) th+2,256|
zuniichst die Form geben

271-(1— i‘:) H = hlf;-n— —h+ 21 +2n- z(llc)?-{~ (C-}- ; %4 -:—)-lla+3,03! .

Google
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Da ferner
28
1 nh 29 1
e S T =M T
‘ak ~ ah 6n
oder
1 12 &
55 = WG w
1— X
sth
ist, so folgt hieraus
h h 6y

h .r‘ : Hn

a(bm—

2n

+ o Aany+(C+ 5 2+ L) 1h+3,03},
oder endlich
h h h 5 ; - ¢
@1) H= gy — ot +n|084(RY+1,35.h+1,33),
womit Satz (3.) bewiesen ist.

Hieraus folgt leicht:

Wenn k eine Function von h beseichnet, welche bei unbegrenst wachsen-
dem h ebenfalls unendlich wird, und swar von hiherer Ordnung als (Ih), aber
von niedrigerer Ordnung als h, so wird die Ansahl derjenigen Nullstellen der
Function §(t), deren reelle Theile zwischen h und h+k enthalten sind, bis auf
Grossen niedrigerer Ordnung dargestellt durch den Ausdruck

1, h
k-—2—;l T
In diesem Sinne kann man sagen, dass die Dichtigkeit der Null-

stellen von der Grisse b wie 1,1"—17’:;- zunehme.

- -

4) Die Gleichung §(f) = 0 hat mindestens eine Wursel, deren reeller
Theil swischen 0 und 53 enthalten ist.

Angenommen nimlich, dies wiire nicht der Fall, so miisste fiir A =53

H = 0 llnd Sl = O,
also nach (22.)
¢ = 282

sein. Nun liefert aber die numerische Ausrechnung unter Benutzung von (18.)
@ > bl —ht 2% —1548 = 663243,

Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 4. 36
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und unter Benutzung von (26.)
28, < 2{(hy+(C+ 5 2+ ) Ih+2,256} = 65,147,
also
P =28,

Die gemachte Annahme ist daher unstatthaft.

Fir =52 ist dagegen ein #hnlicher Schluss nicht mehr moglich.
Die Zahlen 12 und 53 bilden somit die engsten ganzzahligen Grenzen,
zwischen welche man den reellen Theil der Wurzel «, der Gleichung
§(t) = 0 mit Sicherheit einschliessen kann, solange man andere Hiilfsmittel,

als die im Vorangehenden benutzten, nicht zur Verfligung hat und einen
grosseren Aufwand numerischer Rechnung vermeiden will.

IL

Convergenzbeweise und Anwendungen.

Im Nachfolgenden bedeuten a, b, u reelle positive Constanten und A
eine reelle Veriinderliche, welche alle positiven Werthe annehmen kann.
Bei jedem der vorkommenden bestimmten Integrale ist als Integrationsweg
die die Grenzen verbindende gerade Strecke zu nehmen. Unter allen vor-
kommenden Potenzen und Logarithmen sind die Hauptwerthe zu verstehen.

Hiilfssiitze.

A) Sind ¢, d, g, v reelle Constanten, welche die Bedingungen
0 =c<d,
g=0,
e=0

erfiillen, so gelten die Formeln

gtid ges 44+n e 1
. —ds| << — — - —
(28, ,:[ s ' = y2 el |9 4e
und
+ih prs ra
(29.) S s < @+ oo
g—ik :

Durch theilweise Integration erhiilt man némlich

/ c: ds = %,,‘:,_}.%/.i?ds

» Google
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und hieraus

rhd erv a ity
f o g+ld g+w)+ (9+-y>’

.+lc
Hieraus folgt

g4id gts ew 1 _ery; . d dy

ﬁ[ ' o Yoge ol ;/ 9 +y"

Nun ist

d dy d—c d'l < d—c dﬂ
g+’ / 9’+(¢+’))’=.;/ 9'+c'+n’

- _Gd—c 1 =
Vo'+e' Yo'+ Vgt 2
Also wird
l il e e 1 AN
LH_'[ s ds‘< o] Yo't o (2+2
Da nun ‘ '
2(g"+¢") = (lg]+ o),
also

(1ot > lgi'f'ﬁ_
tg+e = V2
ist, so ergiebt sich schliesslich

28. e | A e 1
(28, S| <

Setzt man hier ¢=0, d=h, so folgt

/""’"‘e" <4—,H: e"l.
E Y2 gl

—J’$a=/"“—°}d3

i g
nichts anderes ist, als der conjugirte Werth von f e ds 80 ist auch

Da ferner

STl <
folglich , i ,
(29.) f £ ae‘<<4+n> V2o
B) Man hat
(30) .2,-},_‘-“_ [ " a1 = =

36*

oanz=aty (GOOGlE
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und
31.)

Beweis: Man betrachte dasjenige Rechteck, welches die Punkte

a—ih, a-+tih, —b+ih, —b—ihk
zu Ecken hat. Da dieses Rechteck den Nullpunkt umschliesst, so hat das
iiber die Begrenzung desselben in pogitiver Richtung erstreckte Integral

f i:'— ds den Werth 2ni. Daher ist

l 'a+ih e 1 —b5ih evs
lz,; Sl [T e

(32.) L e 1 e
I —-21:_0'._"1( Td‘-'zuT'_b_{ N
Nun folgt aus (29.), wenn man g durch —b und ¢ durch u ersetzt,
1 —b—ih gus 44n eV
s S e <y W
—b4ik

Nach willkiirlicher Annahme einer beliebig kleinen reellen positiven Zahl
¢ kann man daher, indem man b oberhalb einer gewissen Grenze annimmt,
stets erreichen, dass

(33.) i o= —h;{ R I <

wird. Ferner ist

1 TR e = L. [ gue, coS(uh) isin(uh)
2mi +.[ Tda T 2ai ';/ € z+4-ih dz,
a=—ih 1] 1 —bih pun
-_>fln"' f ﬁ:‘d":"‘zns' / < ds
—h—ik =ik
. . I
[ i)
folglich
1 —htih s 1 acthes o1 /"" wx Tsin(uh) —hcos(uh)
P f - bty / k=g ) e e
Al e a
Da ferner )
| asin(uh) | - 1
LR | =20
und

| heos(uh) | - 1
bonipz® | ==

Google
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ist, 8o ergiebt sich
1 —hrin g 1 aik gus 3 1 e, 3 ew
- f dot g J *l<§;'i'_[¢d”<<z;'7:'

2 3 s
aih —b—ih

Nunmehr folgt aus (32.), (33.), (34.):

1 a+ih  gus I 3 exa
'*27..‘/ Tl < G T
3 eno
=90 h

womit Formel (30.) bewiesen ist. Ganz &#hnlich lidsst sich die Ungleichung
(31.) beweisen: Man hat nur nothig, v durch —u zu ersetzen und an Stelle
des eben betrachteten Rechtecks dasjenige (den Nullpunkt nicht mehr um-
schliessende) Rechteck ins Auge zu fassen, welches die Punkte

a—ih, a+ih, b+ih, b—ih
zn Ecken hat.

C) Aus (30.) und (31.) folgt

- . l a+ib e
@ g [CTe-t
) 1 +ik g—us
(36.) lim 5o [ “ds = 0,

welchen Gleichungen man als dritte die leicht direct su bestitigende Gleichung
.1 wtib 1 1
G7) lim 5o S =y

anreihen kann.

Diese Hiilfssitze in Verbindung mit den im ersten Abschnitt erhal-
tenen Ergebnissen gestatten, fiir eine gewisse Klasse unendlicher Reihen,
die bei der analytischen Darstellung zahlentheoretischer Functionen An-
wendung finden, den Beweis der Convergenz zu erbringen. Zu diesen
Reihen kommt man durch die folgende Verallgemeinerung der Riemannschen
Betrachtangen:

Es sei n eine Veriinderliche, welche alle ganzzahligen positiven
Werthe annehmen kann, und L(r) diejenige Function von m, welche durch
die drei folgenden Gleichungen erklirt wird:

a) L(1) = 0,

) L(n) = 0, wenn n aus verschiedenen Primfactoren zusammenge-

Google
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setzt ist,

7) L(n) =lp, wenn n = p* ist, wo p eine Primzsahl und & einen ganz-
zahligen positiven Exponenten bedeutet.

Ferner sei r eine beliebige reelle Zahl. Dann gilt fiir alle Werthe
der complexen Veriinderlichen s, welche so beschaffen sind, dass der reelle
Theil von s4-r grosser als 1 ist, die unmittelbar aus der Riemannschen
Formel

(@) = Zp™+§Zp™+3Zp~ "+
folgende Gleichung

L(n)
_ G(s4r) L(n) 2 o
~ Yo S = 2w

Sind nun @ und z zwei reelle positive Constanten, welche die Bedingungen
a+r>1 und z>1
erfiilllen, und A eine reelle positive Verdinderliche, so folgt aus der vor-
stehenden Gleichung durch Multiplication mit —_,':'—'—’:- und Integration tiber
den geraden Verbindungsweg der Punkte a—ik und a+ik-
o [ 2 SO (2

Nun bezeichne man durch G eine beliebige oberhalb z liegende ganze
positive Zahl und denke sich die rechts stehende Summe in die beiden Theile

$EO L L a w3 0L [

— 2mi A neG 41 it
zerlegt. Fir jedes Glied des zweiten Theiles ist
In—Ilz =0,
also nach (31.)
atit | at ik e»-(ln—u),
‘)7;: / ( ) l Zm .. [ s ( ) h(ln -lz)
Somit ist
r Lim) 1 el 3z 1 = Ln)
}n:}..‘ n '2?{ ( )"’ < om. [((G+1)—lz) "k 27y v
also
. = L) 1 ikl oy
}.l:l‘ u:%-t-l- :.""W'" :{ 7(7) ds = 0.

Google



v. Mangoldt, iiber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse. 279

Auch der erste Theil ni#hert sich bei unbegrenzt wachsendem A einem end-
lichen Grenzwerth, da die Anzahl der Glieder endlich ist, und jedes einzelne
einem bestimmten Grenzwerth zustrebt. Aus den Gleichungen (35.), (36.),
(37.) folgt némlich

. it | 1 fir z>n,

. ' z\'

}L‘l‘m'a_uf TG)d=14 - z=n
0 - =z<n

Setzt man daher, unter [z] die grisste in z enthaltene ganze Zahl verstehend,
fir den Fall, dass = keine Potenz einer Primzahl ist,

A@, ) = 2L,

dagegen, wenn z eine Potenz einer Primzahl ist,

A = FHD_1EO,

80 dass A(z, r) als Function von = angesehen an allen Sprungstellen den
Mittelwerth zwischen den unmittelbar benachbarten Werthen annimmt, so
erhélt man die Gleichung

lim & 50 [ () = A,

Also ni#hert sich anch der Ausdruck 7,:';- f - ggig fda einem end-

lichen Grenzwerth, und zwar wird

1 atik (s 4 r) z*
(38.) ~lim g “/ oy s = Az, 7).

Andererseits ist nach Riemann

f—— l .
Sedn = e _,32,_,.) li(s+r—1)],
also
' n,(:—{—r)
s+ 1 1 1 2 E'li(s+r—4)]
G0 — e ety e

n( c;r ) §6Cs+r—1)]

und unter Benutzung der von Herrn Hadamard bewiesenen Gleichung (1.):

{'(s4r) 1 1 =(1, n 1 = 2(s+r—3)
T sty T s¥r—1 —12—17!—._%‘1{?1 n+1 + .+r+2..3 ) Grr—1)'+ar’
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oder
3 hrirtar =ttt 2 Al )
folglich
B S e e [y T
(39.) + 2 J o i ’;’"'Tz‘:,—a‘ﬂ_.[ T
_sz “/«+.~.:‘{2 nt1 + c+r+2n§ s

Nun nehme man wieder an, dass A iiber alle Grenzen hinaus wachse. Dann

niihern sich die 4 Glieder der rechten Seite der vorstehenden Gleichung

siimmtlich endlichen Grenzwerthen. Fiir das erste und dritte Glied ist dies

schon im Vorangehenden bewiesen. Fiir das zweite hat man, falls r = 1 ist,
1 atih x a-ih z: 1 a+ih guatr—1

27 n_[ s.(;:{—r-——_l)ds r—lt7m / ds -z “2mi .[ s+r—ids}’

a—ik A=

also
. l ik T l -
(40.) }l_T '2;17 '/‘ —_——ds = 7_-]- . (l—.’r’ ).

a—ih

Falls dagegen r =1 ist, erhiilt man, da

/::ds = - :: +lz-./f ds

(40%) tim e [T s = te =2im 1T
hA—x *

r=1 r—1

ist,

ik
Fiir das vierte Glied endlich kann man folgendermassen schliessen: Man
hat, wenn zuniichst vorausgesetzt wird, dass r von allen negativen geraden
ganzzahligen Werthen verschieden sci,
= (1 " 1 }

P RS

z 1 1
- "2‘1 z (l n+1 . l" )+(£+r—§21;_ ;’-i-l'lll )+(r+]‘2u —-21"_>:
s x r

1 2 3
2 C- 2_’1 (r+20)(s+r+2n) ..%’1 2u(r+2n) "

wo
C = 057721 56649. ..
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wieder die Eulersche Constante bedentet. Daher ist
} @ s

—2—111_6;“/“”.:;{2 n+1 +:+r+2n
(41.) = {2 c-3 2u(r+2n)} omi ) S/ T

= 1 1 a4ih ol
_.E, r42n  2mi H[ s+4r42n ds

Ferner ist, wenn G eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet,

= 1 1 'a+ih x* G p=r= 1 at+ih  gatr42n
Zriom o { e = 2 e [ i ¥

» T 1 atih  gatr+in
+.-_—f;+| r+2n 'WG_“ s+4r+2n
Da nach (29.)
atih  gatr+in _ atr+intih golr 5 +2n 1
‘ / sr42n ' 'wf[-m d0l<(4+n) ve Iz atr+2n
ist, 8o ergiebt sich
© g-r-m 1 atid  gatridn 44 = = 1
F{H r+2n ._2?“_.{‘ s+r42n l =, n. '/2 Iz n=641 (r+ 2n)(a+r+2n)
4+u z*

Y2 & / ("+2y)(¢l+f+2y)

4+n i
n.y2 Iz f (r +3!I)'
44-n z*
21:.}’2 Iz "+2G
Nun wihle man nach willklirlicher Annahme einer beliebig kleinen reellen
positiven Zahl ¢ zuerst die Zahl @ so, dass die Ungleichungen
et 44 2z 1
.B%;l r+42n <73 3 und 2m.¥2 Iz r+26 < 3
gleichzeitig bestehen, was ja nur erfordert, dass G oberhalb einer gewissen
Grenze liege, und sodann die Zahl A& so gross, dass auch
G p—r—2n 1 fs«h‘b prtr+in G z—r—?-

.‘E’: r+2n  2mi i s+r42n _.é; r+2n

wird, was nach Formel (30.) immer moglich ist. Hierauf denke man sich
Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 4. 37
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die Differenz

a « z-—r—-‘!u

/<.+u
..,, r+"u 2 ath :+r+2n .E, r+2n
in die drei Theile
(7] z—r—-h 1 a ik zo+r+7n G z—f—h » z—r—?n
am1 r42n '12;2__.[ s+r+2n d‘—fl r+2n '’ _.‘:%;1 r+2n "’
= 1 1 a4-ih x!
.=%+, r+2n 2mi .—'[ $4r42n d
zerlegt. Dann erhdlt man

_r—ZIl

= 1 1 a-+dh z =

-é; r_+2T'W¢_[ s4r-42n ..é‘. r+2n <5

oder anders ausgedrﬂckt
1 atih g x z—r

lim £ o é,:."a_.f Frrm® = 2
Daher folgt aus (41.) unter Berticksichtigung von (35.):

atih = (] n x'
hm 2'" ;/ -5'; :gl n41 + §4-r4-: ’n}

1 = r ® per—in

= 20 Zatrm 2

Giebt man dieser Gleichung die Form

1 atih = (] n 1 +9”_'—h
lim o S Rl e s o= 02 e

8o bleibt dieselbe auch dann noch richtig, wenn r mit einer negativen
geraden ganzen Zahl —2m zusammenfiillt, sobald man nur das die unbe-
stimmte Form § annehmende Glied

r+2mz—r—m

" 2m(r42m)
der rechts stehenden Summe durch seinen Grenzwerth
. r42mzrin ]
,._l__l_'?m 2m(r+42m) ~  2m —iz

ersetzt. Dies ergiebt sich unter Benutzung der Formel (40°) durch einfache

und nahe liegende Abinderungen der vorangehenden Betrachtungen.
Hiermit ist nachgewicsen, dass simmtliche Glieder der rechten Seite

der Gleichung (39.) bei unbegrenzt wachsendem & gegen endliche Grenz-

Google g fom



o. Mangoldt, fiber diec Ansahl der Primsahlen unter einer gegebenen Grisse. 283

werthe convergiren. Also strebt auch die linke Seite dieser Gleichung
einem endlichen Grenzwerthe zu, und zwar ist
lim 2 / °+“_2(;+i.£d’

a—ik

h=wn =1 2 - ! ﬂ:
42) (s+r—H"+ s

l © r+2nz"""

11—zt
= —A(z, 1)+ r—1 —§ C+.=| 2n(r+2n) °*

mit dem Zusatz, dass, falls ein Glied der rechten Seite fiir einen speciellen
Werth r, von r die unbestimmte Form § annimmt, an Stelle dieses Gliedes
derjenige Grenzwerth zu setzen ist, welchem dasselbe bei unbegrenzter An-
niherung der Veriinderlichen r an den festen Werth r, zustrebt.

Auch jedes einzelne Glied der in Gleichung (42.) auf der linken
Seite stehenden Summe nithert sich bei unbegrenzt wachsendem A einem
endlichen Grenzwerth. Man hat nimlich

1 atd  2(s4r—4) =
S Gir—Dtel T ®

a—ih
1 a+dh 1 1 z
- ?EI_“/ {s+r—}—ia, + s+r—i+ia, Td"
und da
oy o1 1 1. 1
(s+r—4—ia,).s =~ r—f—ia, T_r—x}—ia, sr—i—ia,
und

1 a1 1 -1 __1

(a+r—3+ia,)s ~ r—}+ia, s r—jtie, str—itie,
ist, so folgt hieraus

L a+1A 2(,+,-_._}7)_.__r_0 ‘)('-._*) ) 1 atih pr
omi ..'.,./ Gtr—tal s B = Gopital om .._‘./ 7 d
z_'ﬂ+'¢' 1 ad<h zH‘"“—"ﬂ'
(43.) T r—}—ia, 2nmi a_[ s+r—4—ia, de
z""““v 1 ~a+ih z""'—"“‘r
T r—}+ia, 2mi -/ s+r—§+tia, ds
Setzt man nun wieder
(19) o, = ﬂ,-}-iy, (r=102%3.. %)
wo 3, und y, reell sind, und zur Abkiirzung
(44.) a+r—%+y, = b,
37*
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284 o. Mangoldt, iiber die Ansahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse.

8o erhilt man

1 atih  gttr—t-ia, 1 b44(A—3,)
Doi / 8 = — / 4 _z’_ do
2ns J $4+r—4—ia, T . o
(45 ) a-—ih 0—-(A+ﬂ')
: 1 b+i(A+3,) po 1 bri(h+8y) go
= 2ni e wo= 2mi / g do
b—ilh+5,) bHi(h—3,)

Nimmt man nun A= /3,, und ersetzt man in (28.) g, ¢, d, v beziehentlich
durch b, h—p3,, h+f3,, Iz, so erhilt man

B N e S
5 h—A
l"+'("—3,) g V2 lz b+h—p,
also
. 1 bdi(h+5,) o
llm 22-.—' / Tda = (.
hme ni(h—3,)
Da ferner nach (35.)
. H(h43,)
hm T)'l_l f —zc—do =1
b=z =T b i(h3y) g

ist, so ergiebt sich
atih  grHr-i—ia,
mo L [Ty

P 211?“ A :+r—}:ia_,—

Ganz ¥hnlich findet man
ati shr—f+ia,
R ds = 1.

P71 A s+r—}tia,

il

Folglich nihert sich auch die linke Seite der Gleichung (43.) einem end-
lichen Grenzwerth, wie behauptet wurde, und zwar ist

lim 1_ f¢+u 2(s+r—4) f—ds _ ~2(r—4) g _z; 4 x:‘“_'_}

heo 210 S (sbr—)+al s (r—1)+a} r—j—ia, | r—jtia,
_ _2(r—9) ey (r—1)cos(a, lz)—a,sin(a,lz)
(r—3)'+e (r—1)'+ai

Das hiermit gewonnene Ergebniss filhrt zu folgender Frage:
Ist die unendliche Reihe, welche die Functionen

2y it (= eos(aylx)—a,sin(a, Iz)
48)  Wen = i e T T e

(r=1213 ..,=)
zu Gliedern hat, fiir belichige Werthe von = und r convergent?
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Und stimmt ihre Summe mit der rechten Seite der Gleichung (42.)
lberein? Mit andern Worten:
Darf man in dem Ausdrucke
- | atit  2(s4-r— z
lim 25 e
die Reihenfolge der durch die Zeichen = und lim angedeuteten
Operationen umkehren, ohne dass der Werth dieses Ausdruckes
eine Aenderung erleidet?
Die Antwort lautet bejahend und wird gegeben durch den folgen-
den Satz:
Wenn die Glieder der unendlichen Reihe

é W, (z, r)

30 geordnet werden, wie sie bei wachsenden Werthen des Index v auf einander
folgen, so ist die Reike fir alle reellen Werthe von r und fir alle reellen
positiven Werthe von x convergent. Und wenn

z>1
ist, so wird ihre Summe durch den Ausdruck

1—z'— 1 1 z r2nz—™
— A, Nty Or 2

dargestellt, wobei, falls ein Glied dieses Ausdruckes fir einen speciellen Werth
von r die unbestimmte Form { annimmt, statt dieses Gliedes der entsprechende
Grenswerth su nehmen ist.

Beweis: Es sei wie im ersten Abschnitt H die Anzahl derjenigen
Zahlen «,, deren reelle Theile = Ak sind. Die Zahl A selbst sei von vorn
herein 8o gross angenommen, dass H mindestens gleich 1 wird. Dann er-
giebt sich aus der (nur eine andere Form der Gleichung (46.) darstellenden)
Gleichung

. 2('__%) z—r+|+-a, z—r+[—-‘a,
Wl n) = o hydar " i i
durch Summation von » =1 bis v = H
_ —rdfia, —r4j=ia,
41) EW@n= x 20oh F L

S r—tel S r—i—ie, S r—}tia,

Ebenso folgt aus (43.), wenn man die Summe
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durch
= 1

r=I 2"" am

ersetzt,

(48.)

71

2-__

y=1 2mi

I

1)'+a s
2(s+r—1%) T R | atik
Giriprar s 0, Eew S

vt 270 o

/‘G*-i‘ 2(‘+r_
(otr—

.
a~-ih

2(:+r—})
(s4r—

/'m} A
.
i

2As+r—p) a2
Gtr—4)+al s
F

g 1 o 2(str—j)
2n / Gtr—pta s P

v=ll+1 478
1 a+ahzc H 2(,-_*)
2mi { —c_d‘ =

A

a—ih

" ds

y=l (r_ ) +“r

a-++h

H x—r+,+ia, 1

x
+ 22— P — ds

y—1 r——} F -‘n o ;—F;—&—m,

/a A zlfr—lﬂa,
s4r—}+ia, ds

a—ik

|+r—.—m,

u g-rti-ia, 1

+2

r=l1 r—* +ia.

" 2mi

Aus (47.) und (48.) ergiebt sich durch Addition

(49.)

2(:+r-—-}) z

—

l atih
2m :{ G+r—3)'+al s

a+tik H 9fr—
.

i~ s+r—i—ia,

ZW(w, r =

" z—HHﬁx.

" z-r+{—|¢, l
-2 (-
= 1 /“'*" 2(s4r—4) =

vt 2 Jo (shr—d)'tal s

2mi

a—ih

*) +al

/‘a+u zn+r—i+l'¢,
str—i+ia,

v. Mangoldt, iiber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse.

x*

)

)

Wegen des schon frither erhaltenen, durch Gleichung (42.) ausge-
driickten Ergebnisses gentigt es daher zum Beweise der in Bezug auf die

Reihe % W, (z, r) ausgesprochenen Behauptungen zu zeigen, dass jedes

einzelne der Glieder, welche in Gleichung (49.) auf der rechten Seite stehen,
mit alleiniger Ausnahme des ersten bei unbegrenzt wachsendem A gegen
Null convergirt. Dies ergiebt sich aber durch die folgenden Betrachtungen:
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Erstens. Nach Gleichung (35.) ist

lim (%m_f' N‘idc—l) = 0.

A=xn

Ferner folgt aus der Convergenz der Reihe 2",";1,—, dass auch die Reihe

r=1

2",‘—2(—'—_,—*1,— convergirt. Daher kann der absolute Werth der Summe
r=1 ('_*) +ar

. 20—

= (r—4)'+a}
eine gewisse Grenze niemals ilberschreiten, wie gross auch H werden mag.
Also ist auch

imf(-L /g1 3o 20D
}LT t(_2m' ,_',.,,/ s 1) - ("—%)’-1-03} =0
Zweitens folgt aus (45.) unter Benutzung der durch (19.) und (44.)
erklirten Bezeichnungen
a+tih s4r—f—ia,
- L e

2m | str—f—ia,
1 b4-i(A4-5,) po 1 b+i(h+8,) gpo

i re .
b=—i(h+3,) bi(h—5,)

und sodann unter der Voraussetzung, dass 3, = A ist, welche fiir alle Glieder
der in (49.) auf der rechten Seite an dritter Stelle stehenden Summe zu-
trifft, mit Hiilfe von (28.) und (30.)

1 Hib o grir—i—iay 3 £ 1 44+ 2 1
Il— 2mi _f s+r—}—ia, d’l<'2'r7'7z"'h+ﬂ,+ 2y2.n & b+h—p

Also ist, wie man nach einfachen Zwischenrechnungen findet,

H z"'*'""fdr 1 a+ih fi—'—i——ia,
yé‘xt}_—ia, '(1_'21167 a;[ s+r—i—ia, d’)l

) L@ d 1 ddn I 1)
2" L‘t ‘ .rnl r(k+ﬂr) "E veal ﬂr(b+h—‘ﬂy)

Fiir die Werthe der Summen, welche in dieser Ungleichung auf der rechten
Seite vorkommen, kann man aber mit Hiilfe der im ersten Abschnitt er-
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288 o. Mangoldt, iiber die Ansahl der Primsahlen unter einer gegebenen Grisse.

haltenen Ergebnisse obere Grenzen gewinnen. Hierzu werde, wie im ersten
Abschnitt,
tgl =150741 =«

gesetzt. Ferner sei 4 diejenige ganze Zahl, welche die Ungleichung

h—12 . - h=12
To Tl<A=—y,

erfilllt. Denkt man sich das Intervall 0...k durch Schnitte, welche durch
die Punkte

12; 124 2x; 12442 ..., 1242ix
gefiihrt sind, in Theile zerlegt, so kann man die Beitriige, welche die diesen

Theilintervallen angehtrenden Zahlen 3, zu der Summe
der Reihe nach abschiitzen:

Das erste Theilintervall 0...12 enthilt keine der Zahlen /3,, kommt
also ilberhaupt nicht in Betracht.

Fir das zweite Theilintervall ist die Anzahl der Zahlen 3, kleiner
als #/(12+4x), und jede einzelne derselben erfillt die Bedingungen

" 1 .
lgl ﬂr(b +h— ﬂr) hefem,

B8,>12 und b+h—p3, > b+h—12—2x.

Somit ist der Beitrag, welchen diese Zahlen zu der erwihnten Summe liefern,
kleiner als
_xl(124%)
12.(b+h—12—2x)
Ebenso findet sich, dass die Beitriige, welche die dem 3., 4., ..., (A4+1)-ten
Theilintervall angehtrenden Zahlen 3, liefern, beziehentlich kleiner sind,
als die Werthe, welche der Ausdruck
o xl242e+Dx]
(124 2¢x).[b+h—12—2(¢+1)x]
firo=1, 2, ..., i—1 annimmt.
Endlich ist der Beitrag aller dem letzten Theilintervall angehtrenden
Zahlen f3, kleiner als
. T
(124 24x).b
Folglich ist
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Fq - #I[12+(20+1).x] x.lh
ZB0T—B) < 2 (022 b +h—12—2(e1 Dx] T (A2+20)b
xlh =1 1 th
= hrb—2x ,.-nt12+2px R 1 2(g+l)x}+ b h—2x
xlh A~1 h
h+b—2xt / l2+‘7xz+./b+h—12 T o!"”b —2x
(124201 | 1, b+h—12—2
Ry 23’2: “o—a Ta leiamizoea T o

h+b 2x
<h 2x 32 8+2’ » T b

Hieraus folgt aber sofort

. H 1
lim ¥ = 0,

h=w ¥=I1 r(b+h-ﬂr)
Durch &hnliche Rechnungen ergiebt sich

1
li‘fﬁ r(h"r'ﬂr) 0

Nunmehr folgt aus (50.)

H p="titia, ( 1 aik  jatr—j—ia,
lim ¥ 1"27‘,_‘[ rr—i—ia &) = 0.

Da der conjugirte Werth der hier vorkommenden Summe ebenfalls
gegen Null convergiren muss, so ist driffens

im $ (e [ ) <

e S G

Viertens: Man hat nach (43.)

=z 1 ati 2(str—1)
,=§+, 2mi a-'.'[ (s4r—3'+ai 3 ds
1 Patib ge = 2(r—9)
i o 2mi _-_[ P ® (=9 'tal
(010) - z y+ia, 1 /‘a+uh 2 tr=}=—ia,
A r—it—ia, _‘2n_in_'m s+r—_-¥:$,
z—r-{-l—m’ 1 a4k 0+"-‘+"¢r
t + r—i+ia 2 / s Jiia ®
- r = =ik +r—“&+‘a’
Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 4. 38
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290 ©o. Mangoldt, iiber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grisse.

: e 5 20D
Wegen der Convergenz der unendlichen Reihe = —1)+al ist
lim ¥ 20D _ o

h—e v=H+1 (r—3)'+a;

und da der absolute Werth des Ausdruckes 2—;— f dm-f-'- ds nach (29.) die

a—ih

von h unabhiingige Zahl (4+n) .Vﬁ-a—zl; niemals zu ilberschreiten vermag,

go ist auch

. .1 ok go 2 20—d ) _

(52) lim |y /7 e 3 S =0
Ferner erhiilt man unter Benutzung der durch (19.) und (44.) erkliirten
Bezeichnungen

- z——r+|+ia, 1 adih z:+r-i—ia,
I "2n7.,_[ str—i—a,

P 1 b—i( 3, —h) z0
= Swb—a—ig, i, ., @9

also

. z—r+i+.¢y l fa-hh .‘L“+'-‘—ia'
yaliqr T—f—ia, 2mi ) s+r—i—ia,

(53') pa—h » 1 1 b—i(3,—h) P
<T P Bl / . dO'I.
ye=li4l My b—o‘(,i,-}-l) l
Nun ist aber
1 b—i(3,—h) po 1 b+i(,+h) po
5 ST | = | ol
| " o=i(3,+0) | iR,

denn die beiden Ausdriicke, deren absolute Betriige hier verglichen werden,
haben conjugirte Werthe, und da gegenwiirtig nur solche Werthe von »
in Betracht kommen, welche grisser als H sind, fiir welche also die Diffe-
renz (3,—h positiv ist, so kann man die rechte Seite der vorstehenden
Gleichung mittelst der Formel (28.) abschitzen, indem man in dieser
c=03,—h; d=p,+h g=b o=lr

setzt. So erhilt man die Ungleichung

1 h—i(3,—H) z0
2—.' / 'a-‘ do

P .
bei( 7, 4-4)

44n 2 1
IR e
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und hierauf aus (53.)
o zrtitia, 1 atib  geir—j—ia,
(pay | i e

4+n z" 2':5 1
2.}"-2_.71 i1 B(b+B—h)

Nun sei wieder zur Abkiirzung
tgl =

gesetzt. Ferner werde von vorn herein vorausgesetzt, dass A > b sei, und

durch p die grisste in —é‘x— enthaltene ganze Zahl bezeichnet. Dann er-

hiilt man durch Zerlegung des Intervalles h...oc in Theile, welche die Werthe
h; h+2x; h+4x; h+6x;
zu Grenzen haben, auf Grund #hnlicher Ueberlegungen wie im Vorange-
henden die Ungleichung
BB < 2000190
und sodann durch Trennung der w41 ersten Summanden der rechten Seite
von den tibrigen

§ 1 pabiCetDa g silbhCetDs)
T BOTAR) — S+ 200)(b+200) T pmes (bt Zex)(6-+ 20%)
@) &1 = 1[h+(20+1)%]
<* T E e +"e£1 5+ 20%)
1(2h+x) - l(ll-i-x-l-"x.c)
=% (b + / b+2x.z' f (b12xz)’ 9%

(’k—i—x) 1 b-{h 1 l(h+x+2xu) 11, b42m
== (b + 2% )+ Tb4+2xp 2 hix—b | htx+2xu
.'l.(..h-f-x)__ 1 b+h 1 1(2h4%) 1, Zhix

= h (b' '2;" ')+2 h+4b— 2x+ 2 hyx—b lh—i—b—?x

Hieraus folgt aber sofort

lim 3 —‘ )

iz s <1041 By (b+ B, —h)

sodann aus (54.)

- z—r+i+ix 1

ik A4 re=f—ia,
lim X / r ds =0

N il 41 T — i—la. 2ni A s+r—4—ia,

und hierauf durch Betrachtung des conjugirten Werthes der hier vorkommen-
38*
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den Summe:

l ® z —rti—ia, 1 /‘afr'A z!+r—|+i¢' d O
1m —_— ———ds = 0.
Ao ¥=H+1 r—§+m, omi o ’+r_*+.a’

Nunmehr ergiebt sich mit Hiilfe von (51.) und (52.)
= 1 atih 2(+r—§) = .
}I_IE' T 2mi ;{ (‘+""‘§)’+ﬂ Td, = 0.
Mit Ausnahme des ersten convergiren also siimmtliche Glieder der rechten
Seite der Gleichung (49.) bei unbegrenzt wachsendem A gegen Null. Daher

folgt aus (49) und (42.):
P | At 2(str— g) Ea
in £ .0, =1 8k [0

H=x =1 r=1 = a—ib

. l—z'r l z r42ng—r"
= —A@ N+ Cr—1 ? C+.2'| 2n(r4-2n) °*
wobei ein auf der rechten Seite etwa auftretender Summand von der Form §

in der bereits mehrfach angegebenen Weise zu deuten ist.
Hiermit sind die oben hinsichtlich der Reihe gfl W,(z,r) ausgesproche-

nen Behauptungen vollstindig bewiesen. Zugleich ist fir die zahlen-
theoretische Function A4(z, r) der folgende analytische Ausdruck gewonnen

(85) Az, 1) = 12— Lin— M¢”“fi.2m@g.

a1t 2n(r+42n) et

Fur r =1 folgt aus (46)
sin(a, lz
W,(z, §) = 2- 20
Daher ergiebt sich aus dem Vorangehenden insbesondere der folgende Satz:
Die Vertheilung der Nullstellen &, der Fnnction §(t) ist eine solche,
dass die unendliche Reihe
$ sin(a,lz)

P

vl a, !
vorausgesetst, dass ihre Glieder so geordnet werden, wie sie bei
wachsenden Werthen des Index v auf einander folgen, fir jeden
reellen positiven Werth von x convergirt, und swar besteht bei dieser
Anordnung der Glieder fir x = 1 die Gleichung
$ sin(alz)

>

r=1 a,

—1A(z, H+Vz—1-}ia—1C

N S 1 _*__l, -
a An(dn+1) Y w1 dn41"
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oder
g;lL"(:v_‘z)_ = —1A(a, -.})+l’:;:—1—l(ln+c)
Ge)y 7
o 1 Vet !
+ & Ty ~ s T e e,

Da die links stehende unendliche Reihe eine unstetige Function des Argu-
mentes z darstellt, so convergirt sie nothwendig ungleichmiissig, und zwar
wird die Convergenz eine beliebig langsame, 8o oft = sich einer Primzahl
oder einer Primzahlpotenz unbegrenzt annéhert. Dasselbe findet statt, wenn
z abnehmend in 1 tibergeht. Denn setzt man direct z =1, so wird

P

z sin(e,lz)

r=I1 a, - 0’
weil jedes einzelne Glied der Reihe verschwindet. Giebt man dagegen
der Veriinderlichen = zuerst einen oberhalb 1 liegenden Werth und lisst

man dieselbe sodann abnehmend dem Werth 1 unbegrenzt nahe riicken,

so wird die Summe der Reihe éM unendlich gross, weil der oben
fir diese Summe gefundene Ausdruck ein Glied enthilt, niimlich 1,2 1,Vz+1

1 yz—1'
welches iiber alle Grenzen hinaus wiichst, wihrend alle tibrigen Glieder
endliche Werthe behalten.

Da man der Gleichung (46.) die Gestalt geben kann

_ [l le) (=i hinte b
- |w,(w, A = 2P e
| s e, i)

8o ergiebt sich:
Die unendliche Reihe é W,(z, r) kann als Summe zweier Theile

dargestellt werden, von denen der eine

e f 1—&*heos(a, lx)  (r—4).z " Hisin(a, lz)
2(r—1 — = -
DI e T alo—b el
fir alle positiven Werthe von x unbedingt und gleichmassig conver-

girt, wihrend der andere

z sin(a, Iz)

2 —rilz N
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aus der ungleichmdssig convergirenden Reihe
sin(a, lz)
o,
durch Multiplication mil einem Factor hercorgeht, der eine stetige
Function von x ist. '

Auch alle anderen ungleichmiissig convergenten unendlichen Reihen,
welche im Nachfolgenden noch vorkommen werden, haben die gleiche Be-
schaffenheit: Bei jeder derselben ist der ungleichmdssig comvergirende Theil
das Product einer steligen Funclion von = mit der speciellen Reihe

27

= sin(a, Iz)

= e,
Fir r=0 folgt aus (0))
Az, 0) = a—1— ) ta—§ — 3 1(1- ], +.2:|}-r]a§
g soos(a Ir)+2a, sin(ay Ix)
rel tta

Da nun, wie sich aus dem Zusammenhang der Functionen C(s) und §(¢)
leicht ergiebt,

£ _ . 1
qoy = MHHAHIC-Z 40,
oder
= 1 . &
. = 1071 10—
.‘E:}+a;‘~ 1432410 0
und
80) =—1%); €0)=—4(2n),
also
x, 1
P s = 10— la—=12
2 e 14-1C—~ a1

ist, so ergicbt sich

- _ N 1 ot cos(e, lr) +2a, sin(a, Iz)
(8) Az, 0) = z—IRn)- (1~ )-at 3

»=1 }'f‘av
Jine #dhnlich aussehende, aber unrichtige Gleichung ist in der Ab-
handlung des Herrn E. Cakern ,Sur la fonction {(s) de Riemann et sur des

*) In den Anmerkungen, welche Riemanns Abhandlung in der zweiten Auflage
seiner gesummelten mathematischen Werke beigefiigt sind, wird auf Scite 160, letate Zeile
angegeben, die Constante £(0) habe den Werth 4. Es muss statt dessen  heissen

OET
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fonctions analogues“®) am Schluss der Nummer 33. aufgestellt, jedoch ohne
dass die Convergenz der rechts vorkommenden unendlichen Reihe bewiesen
wiire. Gerade in diesem Beweise besteht aber die hauptsiichlichste hierbei
zu {lberwindende Schwierigkeit.

Giebt man der Veriinderlichen z irgend einen festen oberhalb 1
liegenden Werth, und sieht man dagegen r als veriinderlich an, so ist die
unendliche Reihe

é W,(z, r)

auf jedem endlichen Intervall gleichmdssig convergent. Daher kann das
iber irgend ein endliches Intervall erstreckte Integral der durch diese Reihe
dargestellten Function von r durch Integration der einzelnen Glieder be-
rechnet werden.

Diese Bemerkung filhrt zur Darstellung einer sweitern Klasse zahlen-
theoretischer Functionen durch unendliche Reihen in folgender Weise:

Man denke sich eine Function f(z,r) durch folgende Festsetzungen
erklirt:

1) Wenn = weder mit einer Primzahl noch mit einer Primzahlpotenz
zusammenfiillt, so soll sein

=L 1
f(z, r) = _2-‘: ‘,(:')" g
oder ausfilhrlicher
] 3
=1 121 11
/(z: r) = ? F:' + 9 .2 i + 3‘? =5ty

wo p einen Summationsbuchstaben bedeutet, welcher jedesmal diejenigen
Primzahlwerthe durchliuft, welche nicht ausserhalb der unter und tiber dem
Summenzeichen angegebenen Grenzen liegen.

2) Wenn dagegen z eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist,
8o soll

e, 7y = FEHONHIGE=0.0)

gesetzt werden, so dass f(z,r) an den Sprungstellen den Mittelwerth
annimmt.

*) Annales scientifiques de I'école normale supérieure, 3™ Série, Tome 11, 1894, p. 75.
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Dann erhilt man

[ A, Ddr = —f(z, 1),

also aus (55.), wenn man durch r, und r, zwei beliebige reelle Constanten
bezeichnet,

\1—:‘—' x r42nz-r=tn
(59) [, r)=[(z r.) = Sl O S Sy A
59.

—21/ ‘W, (z, r)dr.
Nun ist aber infolge von (46.)

— . 2(r—3)
/ W, (x, r)dr = / 2’(r—-:})’+a dr
((r—zrH
(60.) -2. 2cos(a lz)- f $ é)fi o dr
r+'
+22¢x sin(e, Iz)- / (r— i) +a¥d
Ferner ist
oz 2(r—4) _ e diE[i(3—r))
:/ 2 (=1 tal -dr = / A
l ( ) 1 C(r)
= ‘—'f :I+
;/ ] n( ) 5y
YA B! n L(r)
-/ i—;é,['e’m+;+z,.]+r —3ln Aty I

Setzt man diesen Werth zuniichst in (60.) und sodann den (fiir.
S f W,(z, r)dr erhaltenen Ausdruck in (59.) ein, so erhiilt man:

[ r)—f(z, ) = f R T - B

= r+2n )7 L(r)
+2 c0x,(a l.r)f ('—%3’+ - dr—22, a,sin(a, lr)- f = };_:_a, dr
/ e g((:))}dr+. 3 cos(a, lz). / ("3))”;';: dr
-2. Sa,sm(ﬂ lx) / = z‘};;_a dr.
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Nunmehr lasse man die obere Integrationsgrenze r, tiber alle Grenzen hinaus
wachsen, was zulidssig ist, da die bisher vorgenommenen Umkehrungen der

Reihenfolge von Integration und Summation auch fiir r, = oo durch Anwen-
dung der Formel

-+

fZa sin(a, lx)- =i el -dr

_ f © sm(a,lz) -t E,iln(a,[l;)(r*_)}r -]rn} -
"'l re=l a,((r— a;

sm(a,lz) v} = sm(a,,lr)(r—})’ r-rid

I / z dr f r::l ar [(r_*) +a’]
leicht gerechtfertigt werden konnen. Dann erhilt man, wenn man statt r,
wieder r schreibt, und die vorkommenden Integrationsverinderlichen gleich-
missig durch ¢ bezeichnet, die Gleichung

» z-e= )I
e n = /5 ._,m»——z(ﬁ)s e

61.)
( +2 3 cos(e, Iz)- /

r=1 9+ a;

- dp 220! gin(e,lx)- / ,+a do.

Bei der weiteren Umformung dieser Gleichung sind drei verschiedene Fille
zn unterscheiden,

Erster Fall: Es sei

r>1.
Dann ist
zi-e =
e = —;/ y~tdy
und
qEet v 1 dy
.43' 0+2" - ;/ yr_ y._.+1 ]
also
2‘_9 » z—g—?u l
f zl-—g e .p—f-’n‘d(‘ - / f ;-——T.?ﬁ—]ﬂdyd‘)
1 1
= f/ ; —1 yeﬂ ye }dpdy
b | 1 1
o El_r_l..__ l)dy
Journal fiir Mathematik Bd. CXIV. Heft 4. 39
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£ 4
- f C((’) d? IC(")

Setzt man diese Werthe in Gleichung (61.) ein, 8o erhilt man fiir
r>1

Ferner ist

die Gleichung
= YA TS SO 1
@) ==/ 4 (1 L
z—e

® ox"t’ k) . ®
+2 Zoos(a, ) [’ & ray do—2.E o sin(ale) 4[ Ty de

v—1
(62.)

Zweiter Fall: Es sei
—-2<r=1
Dann hat man nach willkiirlicher Annahme einer oberhalb 1 liegenden
reellen Zahl a

St = St deric@~/ ’%%@
= S et kg ettt/ G

= [ [ yedyde—Il(a—D)L@)+H[(r—1)E () +E(@)

y—d

_ /‘ I dy—t(a— )+ =120~ f

f' ¢(|—')u_e(1 —a)u /‘ e("‘ﬂ)'
“—

—1(0—1)+1[(r—1)§(r)}

Nun ist aber

oD = [ = [ [ e
’f f =) dp dy = f' T
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Setzt man dies ein, 8o erhilt man

S gt = /T e [ da =180

Ferner ist #hnlich wie im ersten Falle
sae /1 1 dy
S EGmie = [yt
Daher erhilt man jetzt aus (61.) die Gleichung
(1—r)u__ p—u
/(3:’ r) = / e __G_du_.‘/"‘— du_*_/ i y'“‘ +l[(r—1)§(f)]

(63.) e
3 . _ez¢
2 Zooslole) [ L do-2 S sintetey [T de
welche fir
—-2<r=1
gliltig ist.
In dieser Formel ist die Gleichung
dz
@) = Li@) == (Ui Bt/ oo s 12
welche Riemann fir die von shm durch f(z) beseichnete sahlen-
theoretische Function aufstellt, als ein specieller Fall enthalten.
Setzt man n#mlich in Gleichung (63.) r =0, so erhilt man, da
£0) = -
ist,
[, 0) = [ £== 'du—/ ——du+f — yly —i2
(64.) = ' /‘ ez¢ * ze
+2~‘§| cos(a,b:)-:‘ P do—2 2, «a,8in(a, lz)- i/ -e~,+—;fd9.

Diese Gleichung stimmt aber mit der eben erwdihnten Riemannschen
Formel vollstindig iiberein, so dass mit ihrer Aufstellung das Endergebniss der
Riemannschen Untersuchung auf etwas anderem Wege wieder erreicht wird.

*) Das schon lingst als irrthiimlich erkannte Glied log&(0), welches in den in den
Monatsberichten und in beiden Auflagen der gesammelten mathematischen Werke ent-
haltenen Abdrucken der Riemannschen Abhandlung die rechte Seite dieser Gleichung ab-
schliesst, ist hier durch den richtigen, Werth —/2 crsetzt.

39*
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Denn erstens ist die Function f(z,0) identisch mit der Function,
welche Riemann durch f(z) bezeichnet und zur Darstellung der Anzahl
aller zwischen 1 und = enthaltenen Primzahlen benutzt.

Zweitens ist, wenn h wie bisher eine reelle positive Veriinderliche
bedeutet,

‘/uf:r' du— - e;. - hm{/ o dut / ~-du‘+ / —du

1] ir -l:

=llm{ / »‘du+f —-duz

A=)

das heisst der Ausdruck

 ph__p—u L -
uf T du— [

=

stimmt iiberein mit dem sogenannten Cauchyschen Hauptwerth des Integrals
f u—'du, oder auch / W welchen man als den Integrallogarithmus

von z zu bezeichnen und durch das Zeichen Li(z) darzustellen pflegt.
Drittens endlich ist die Differenz
2 3 LT exe T_at
2,51 cos(a,lzr) 4 o tal do— 2 a,sin(a,lz)- / P do
gleichbedeutend mit der Summe
— & L")+ L),

gobald nur die Bedeutung des Zeichens Li(e*) fir imaginire Werthe der
Veriinderlichen w in geeigneter Weise festgestellt und ausserdem bestimmt
wird, dass auch in dieser letzteren Summe die Glieder so geordnet werden
sollen, wie sie bei wachsenden Werthen des Index » auf einander folgen.
Um dies einzusehen, denke man sich die Ebene der complexen Veriinder-
lichen w lings der Axe des Reellen von —oo bis 0 zerschnitten und fasse
dasjenige die Ebene einfach iiberdeckende Gebiet T ins Auge, welches von
den beiden Riindern dieses Schnittes begrenzt wird. Beschriinkt man die
Veriinderliche w auf das Innere dieses Gebietes, 8o erweist es sich als mog-
lich, fur alle Werthe von ® eine Function Li(e*) in eindeutiger Weise 8o
zu erkliren, dass sie fiir alle reellen positiven Werthe von w mit der im
Vorangehenden bereits erklirten Function Li(e”) tibereinstimmt und ausser-
dem im Innern des Gebietes T tiberall den Charakter einer ganzen Func-

tion besitzt.
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Setzt man nimlich
w = u-tio,
wo u und o reelle Zahlen bedeuten, und versteht man unter & wieder eine
reelle positive Veriéinderliche, so braucht man nur folgende Festsetzungen
zu treffen:
1) Wenn o > 0 ist, 8o soll sein

Li(e") = lim S dsin
—h+n
2) wenn o = 0 ist, 8o soll sein

Lie) = lim| /7 Cds4 f ds|;

s © %

3) wenn o < 0 ist, so soll sein

Li(e") = hm / »—dz—m

—h+w
Man tiberzeugt sich leicht, dass die so erklirte Function Li(e”) in der That
die verlangten Eigenschaften besitzt.
Bei Zugrundelegung dieser Erkldirung ist nun

. . e tia iz o: je gHHEy ple
L z'f‘u, —_ m “ o=
.( ) ’!l:‘ —L+l!;/+:¢,lx- : detin= —;z/ u+ca Hiale dutin
und
I P *hlz—ia iz e L jix e"l’jtylt
Li(z"") = EE_“;,;[”"’ , ds—in = _;/ y—ia. [z du—in
Also ist
., d+ia, P ‘W (cos(a, lz)4-isin(a, Iz) co~(a,l.r) isin(a, lIz)
L'(x )+L'(I ) - —./ e { - ’-"J+'..—a~ E—— + u_.a' }d

= 2cos(e,le) [ B iy dut 20, lzsin e, ) f i Gt

Fithrt man hier durch die Substitution
# = —plx
eine neue Integrationsveriinderliche o ein, so erhilt man

Li(z"*") 4+ Li(z'™"") = —2cos(a, h‘) / pz— dp+2a sin(a, l.z:) / e +“’ de,

was zu beweisen war,
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Hiermit ist die vollstindige Uebereinstimmung der Gleichung (64.)

mit der von Riemann

angegebenen Formel dargethan und zugleich fiir die

in der Einleitung hinsichtlich der unendlichen Reihe

=Z°|Li(at**)+ Li(zt~ 7))

ausgesprochene Behauptung der Beweis erbracht.

In der sweiten Auflage von Riemanns gesammelten mathematischen
Werken wird in den Anmerkungen auf Seite 154 eine Stelle aus einem
Briefe, dessen Entwurf in Riemanns Nachlass vorliegt, mitgetheilt. Gerade
diejenigen beiden Bebhauptungen, welche dort von Riemann selbst als einer
genaueren Begriindung bediirftig hingestellt werden, haben durch die vor-
angehenden Entwickelungen — abgesehen davon, dass es unentschieden
bleibt, ob die Wurzeln der Gleichung &§(f) = 0 wirklich alle reell sind —

Bestiitigung gefunden.

Dritter Fall:

Es sei
-2.

In diesem Falle seien —24 und —2(A+1) diejenigen beiden negativen
geraden ganzen Zahlen, welche den Werth r zwischen sich enthalten, in der

Weise, dass

ist.

gesetzt.
Intervall r...

—2041) < r = —2i

Ferner werde zur Abkiirzung

(e—1)&(e)

e+ (eid)...or2y = Z©

Dann ist die Function Z(g¢), wie man leicht zeigen kann, in dem
oo f{lberall reell und positie.

Nimmt man nun wieder eine

reelle oberhalb 1 liegende Zahl @ nach Belieben an, so kann man dem
ersten Gliede der rechten Seite von Gleichung (61.) die Form geben

z"'?
l—e

VA

(65.)

Google

r Z—e—n

g'(e)

Z ot T o) | de
r-e—1  Aze—in_] =z " Z'(p)
/ { —+ z, o+42n +. ,241_94:2"4 - Z(p) ;dp
*j it =~f_‘~’"i“ _fe
+ / li—e T2 o120 (o) jde.
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Nun ist aber
S = f [ yedyds = / L dy = / TR g,
‘é‘;z—e;’;u—l .{f/dy“"z'-'dydp _ —::.:f y—r-h-x;;y—a—z.—:dy

A iz e-—(r+?u)u_e (a42n)u
= — 2/ d“,
l:rl u

/“ 3 :‘;‘2: / /‘,-._,, iy dp = / T ey

dy 1 1 dy
= ly ‘ y —l yr-o?uT_‘ “l.l;—y’TlFm'

AP (=1 e ;
Zo) % = "o neT.. oy —L@—DE@]+ 2 i(a+2n).

Ferner ist nach den Ergebnissen des ersten Falles
zi-e 3 z—e=  ['(p) _ 1 l 1
f Hoet 2 erom — o 1% = @~ / ey (o gy
_ eli—akw 1 dy
- I§(a)—’;/ ._.';_._du_*.;/‘g.’,_l ya-H

Setzt man diese Werthe in Gleichung (65.) ein, 8o erhilt man nach einfachen
Zusammenziehungen

e e I

Lz e(l—r)l_e(l—a)u iz g—(r+2m)u__ g—(a+2n)u
= [ ez f - du

(66.) PR T \
y"—1
+/’°_l_y_.ﬁ.ru+l+f iy y“““" v 1 dy
(r—1)3() eti-om
+2)(r+4)...(r+24) —la— 1)+2’("+2") / —a o

Nun ist aber, wie schon oben gezeigt wurde,

—la-D= [T = [T e [T
0 h B
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und #hnlich

i e — a42n)n
Zl(a+2n) = / ‘. ( " du
n=1
_ i Mz g—u__ p—(a-+in)n e—v 1 1 y”—-l
- ..‘E;l-)/ T du+l&/ " du—;/ ly g y,_l—dy.
Setzt man diese Werthe in (66.) und sodann den fiir die linke Seite dieser
Gleichung erhaltenen Ausdruck in Gleichung (61.) ein, so gelangt man
zu der fiir
=241 <<r=-2i
geltenden Gleichung
flz, r) = f”f‘_'.".':f._"_ du—3 /lx e

u .| u

1 d 1
(67.) + / Y1y ,y+1 +l(,-.§ ))(,-_*_4))5('-(),._*_ 22) +(-1) / _“d“

+221os(a lr) / + ,d@ Zz,‘a sin(e, lz) /

r— r— ‘
Hiermit sind fiir alle reellen Werthe von r analytische Ausdriicke fiir die
aus den Potenzen der Primzahlen zusammengesetzte zahlentheoretische
Function f(z,r) gewonnen.

P+0

Wenn es gelingen sollte, nachzuweisen, dass die Wurzeln e, der
Gleichung §(f) =0 simmtlich reell sind, oder auch nur die imaginiren

Theile dieser Wurzeln zwischen engere Grenzen als —-;— und +—;— ein-

zuschliessen, so wiirden sich aus den vorangehenden Entwickelungen eine
Reihe von asymptotischen Gesetzen der Zahlentheorie ergeben. So wiirde
z. B. aus Gleichung (58.) folgen, dass

A(z, 0)

lm =1

ist, und hieraus, dass die Summe der Logarithmen aller Primzahlen von
1 bis z flir grosse Werthe von = bis auf Grissen niedrigerer Ordnung mit
x selbst fibereinstimmt.

Aber einstweilen scheinen alle derartigen Folgerungen verfriiht zu
sein. Auch derjenige Beweis des eben erwiihnten speciellen Satzes, welchen
Herr E. Cahen in seiner Note ,Sur la somme des logarithmes des nombres
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premiers qui ne dépassent pas z“*) angegeben und in No. 32 seiner oben
angefihrten Abhandlung im Wesentlichen unveriindert wiederholt hat, ist
nicht als befriedigend anzuerkennen. Denn es ist zweifelhaft, ob es fiber-
haupt ein Rechteck giebt, welches alle diejenigen Eigenschaften vereinigt,
die Herr Caken von dem von ihm als Integrationsweg benutzten Rechteck
voraussetzt. Die Schliisse des Herrn Cahen wiirden sofort hinfillig werden,
wenn die durch den Punkt 1 gehende Parallele zur Axe des Imaginiren
eine Nullstelle der Function L(s) enthielte, oder wenn auch nur in jeder
Nihe dieser Geraden Nullstellen der Function {(s) liegen sollten.

Da es Herrn Cahen nicht gelungen ist, diese Moglichkeiten aus-
zuschliessen, so fehlt seinem Beweise die zwingende Kraft,

Aachen, den 2. Juni 1894.

*) Comptes Rendus, Tome 116, 1893. I, p. 85—83.

Journal fir Mathematik Bd. CXIV. Heft 4. 40
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